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  סדרות
  

  , 571ות בנושא סדרות בהתאם לשאלון זה כולל שאל פרק         

  כרך ג' מאת יואל גבע ואריק דז'לדטי. 806ספר הלימוד שבוהוא מהווה השלמה לפרק          

  חלק מהשאלות מדגישות רעיון מסוים (ויזואליות, קריאת נתונים מטבלה או מגרף וכו'),         

  לבחינת הבגרות (כשאלות קצרות או ארוכות).ות מתאימ וחלקן         
  

  סדרה חשבונית
  

   לפניכם סדרה של צורות:   .1
  

  
  
  
  
  
  
  

  בסדרה זו? שרטטו אותה.  5א. כיצד תיראה צורה מספר 

  ? 60ב. כמה משבצות בסך הכול יש בצורה מספר 

  בלבד. nכפונקציה של  nS- משבצות. רשמו ביטוי ל nSיש  nג. בצורה מספר 
  

2.  na  ,היא סדרה חשבונית שההפרש שלהd7נתון:  .0- , שונה מ 17a a .  

  .12aאת  וא. מצא

  .ו? נמק1a- ) האם קיים בסדרה איבר שערכו שווה ל1ב. (

  .0- שווה להאיברים הראשונים בסדרה  nשעבורו סכום  nמספר טבעי  ו) מצא2(          

n ? טבעי שעבורו: nג. האם קיים  n 1a a 0     .ונמק - כזה, אם לא  n ומצא - אם כן   

  בין מקרים שונים). (הבחינוו. ? נמקד. האם אפשר לדעת כמה איברים שליליים יש בסדרה
  

  איברים.  3nבסדרה חשבונית יש   .3

    האיברים הקודמים להם. nמסכום  2האיברים האחרונים גדול פי  nסכום          

  .0האיברים הראשונים בסדרה החשבונית הוא  nא. הוכיחו שסכום 

  מצאו את מספר איברי כל הסדרה. .0ב. נתון גם שסכום האיברים החמישי והשביעי הוא 

  או את הפרש הסדרה.. מצ726ג. הערך של סכום כל איברי הסדרה הוא 
  

  איברים מתארת ערכים שללפניכם טבלה ה  .4

  איברים. 17שבה  ,Aמסוימים בסדרה חשבונית          

  ?A בסדרה א. מהו האיבר האמצעי  

  מספר שמצאתם בסעיף א' הוא איבר אמצעי ב. ה  

  איברים.  41שבה  Bבסדרה חשבונית אחרת              

  .B. מהו האיבר הראשון בסדרה 17- שווה ל Bאחרון באותה סדרה איבר הה             

  .Bיים בסדרה ג. חשבו את סכום האיברים החיוב         

4 3 2 1 n 

 27 21 na 
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  .3a ,2a ,1a,שאיבריה הם ... Aנתונות שתי סדרות חשבוניות. סדרה עולה   .5

  .3b ,2b ,1b,ריה הם ...שאיב Bסדרה עולה          
  

  בגרף שלפניכם מתוארים האיבר הראשון 

1של כל סדרה. נתון:  1a b .  

  .Bכמו כן, נתון האיבר הרביעי של סדרה 

  .Bשל סדרה  א. מצאו את ההפרש

  איברים, 19ישנם  Bב. בסדרה            

  איברים. 16ישנם  Aבסדרה              

  הסכום של שתי הסדרות שווה.    

   ?Aמהו הפרש הסדרה  )1(               

  ?A) מהם שיעורי הנקודה המייצגת את האיבר האחרון בסדרה 2(               
  

4n) האיברים הראשונים בסדרה הוא:   n. סכום naנתונה סדרה   .6 2)]  ...2
nS n 5n 2 6 10[     .  

  

4n)את הסכום  nא. הביעו באמצעות    2)]    ...2 6 10[   .  

   בסדרה הנתונה. naנוסחה לאיבר הכללי  ו. מצאב  

  . 102- מ דרה הנתונה, שערך כל אחד מהם קטן. מתבוננים באיברים של הסג  

  ?102- ) כמה איברים בסדרה הנתונה קטנים מ1(             

  את הערך הגדול ביותר שיכול להתקבל עבור סכום מסוים של איברים כאלה וחשב) 2(             

    סכום של כל האיברים).(לאו דווקא ה                  
  

1aבסדרה חשבונית נתון:    .7 2k 7  , 4a 8k 8  .k .הוא פרמטר   

  :  kמצאו עבור אילו ערכים של   

  ג. הסדרה החשבונית לא עולה ולא יורדת..  רדת.  ב. הסדרה החשבונית יו   א. הסדרה החשבונית עולה.         

  

   3a ,2a ,1aנתונה סדרה חשבונית:  ... ,  .8

2naשלושה איברים עוקבים בסדרה,     ,1na  ,na        :2, מקיימים 2
2n na a 216     

                                                                                1 2n n na a a 54      

  ואת הפרש הסדרה. naאת האיבר  וא. מצא  

14ka  רים בסדרה הנתונה ובנו סדרה חשבונית חדשה:ב. לקחו חלק מהאיב    , ... ,13a ,9a ,5a  

   איברים. kהראו שבסדרה החדשה ישנם       
  

  .450הוא  ם בסדרה החדשהסכום כל האיבריג.           
  

1aהוא  נתונה בפתיחההאיבר הראשון בסדרה        21 . את הערך של  ומצאk.         
  

  . 10ומספר איבריה  12שהפרשה תונה סדרה חשבונית  א. נ  .9

  בין כל שני איברים סמוכים בסדרה הנתונה הכניסו שני איברים,     

  כך שנוצרה סדרה חשבונית נוספת. רשמו את הפרש הסדרה המתקבלת ואת מספר איבריה.    

  .nומספר איבריה  dשהפרשה נתונה סדרה חשבונית  ב.          

  איברים, כך שנוצרה סדרה חשבונית  kבין כל שני איברים סמוכים בסדרה הנתונה הכניסו     

  .d ,n ,k- הביעו את הפרש הסדרה המתקבלת ואת מספר איבריה. תוכלו להיעזר ב נוספת.    
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  .3איברים. הפרש הסדרה הנתונה הוא  nנתונה סדרה חשבונית שיש בה   .10

  א. בין כל שני איברים עוקבים הכניסו איבר אחד נוסף,   

  ונוצרה סדרה חשבונית חדשה.               

  את מספר האיברים בסדרה החדשה. n) הביעו באמצעות 1(      

2n) הראו כי היחס בין סכום האיברים בסדרה החדשה לסכום האיברים בסדרה הנתונה הוא 2(       1
n
.  

  .1.9- ) שווה ל2(אסעיף - ) נתון כי היחס שמופיע בתת3(      

  .130.5ום של כל האיברים שהכניסו לסדרה הנתונה הוא הסכ           

  מצאו את האיבר הראשון בסדרה הנתונה.           

  איברים בין כל שני איברים עוקבים  kב. יוצרים סדרה חשבונית נוספת על ידי הכנסת   

   .הסדרה הנתונהשל              

  את הפרש הסדרה המתקבלת.  kיעו באמצעות הב      
  

n)איברים  nנתונה סדרה חשבונית שיש בה   .11 2) : na ,1na  , ... ,3a ,2a ,1a  
      

  .dהפרש הסדרה הנתונה הוא   
  

2  מהסדרה הנתונה בנו סדרה חדשה של הפרשי ריבועים:   2
1n na a   ,  ... , 2 2

3 2a a  ,2 2
2 1a a     

  

                                                             

   .22dכי הסדרה החדשה היא סדרה חשבונית שההפרש שלה הוא  וחיא. הוכ  

   את מספר האיברים בסדרה החדשה. nב. הביעו באמצעות   
  

2. נתון: ג   2
2 1a a 64  .  

    .d- ו nאת האיבר האחרון בסדרה החדשה באמצעות  ועיהב             

2. נתון גם: ד 2
1n na a 192  ,2d 1.  

    .nאת תחום הערכים של  ומצא      
  

  בונים סדרה חשבונית איברים  nובה  dשהפרשה  na , ... ,2a ,1a נתונה סדרה חשבונית  .12

  הראשונים, איברים ה kאת   ך שמחבריםחדשה שהאיבר הראשון שלה מתקבל על ידי כ         

  הבאים אחריהם, איברים ה  kהאיבר השני שלה מתקבל על ידי כך שמחברים את  

  ) ללא שארית k - מתחלק ב n( הבאים אחריהם וכן הלאהאיברים ה  kאחר כך מחברים את  
  

2ka... ,  :באבאופן ה )  ...k 1 k 2(a a   ,ka )  ...1 2(a a  

   החדשה.החשבונית סדרה את מספר איברי ה k- ו nא. הביעו באמצעות 

2kהוא  החדשה החשבוניתסדרה ב. הראו שהפרש ה d.   

n - ו 1a, dבאמצעות  ועיהבג.    האיברים בסדרה החדשה.סכום את    
  

   .איברים 33ובה  dשהפרשה   33a , ... ,2a ,1a נתונה סדרה חשבונית  .13

  איברים סמוכים  8 כלחדשה על ידי חיבור של חשבונית מכל איברי הסדרה הנתונה בונים סדרה 

10a... ,     :באופן הזה )  ...3 4(a a , 9a )  ...2 3(a a  ,8a )  ...1 2(a a   

  את מספר האיברים בסדרה החדשה.  א. מצאו

  החדשה.ב. מצאו את הפרש הסדרה החשבונית 

  .                      10,400וסכום איבריה הוא  100אשון בסדרה החדשה הוא ג. האיבר הר

   .מצאו את האיבר הראשון ואת הפרש הסדרה הנתונה    
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2  נתונה סדרה חשבונית  .14 3na  , ... ,2a ,1a  2ובהn 3 )  איבריםn .(הוא מספר טבעי   

  .0- מן האיבר האמצעי. האיבר האמצעי שונה מ 43סכום הסדרה גדול פי 

2n(2n - לכי סכום הסדרה שווה  ) הראו1א. ( 3) a   .  

  את מספר האיברים בסדרה. ו) מצא2( .             

   40- זוגיים גדול ב- ב. ידוע כי בסדרה הנתונה סכום האיברים הנמצאים במקומות האי

  .מסכום האיברים הנמצאים במקומות הזוגיים    

  את האיבר האמצעי. ו) מצא1(      ב.

  את סכום הסדרה. ו) מצא2(      ב.

   אם הסדרה עולה או יורדת. וקבע . 1aנתון כי הפרש הסדרה הנתונה הוא ג. 
  

  איברים סמוכים   k  מכל איברי הסדרה הנתונה בונים סדרה חדשה על ידי חיבור של כל

)k  הוא מספר טבעי,(  

k... , :  באופן הזה 2a )  ...3 4(a a , k 1a )  ...2 3(a a  ,ka )  ...1 2(a a  

  את מספר האיברים בסדרה החדשה.   kבאמצעות  ועיד. הב
  

  

  

  תשובות:
  משבצות.       1,830. ב                                         א.                        .1

n. ג                                                                        
(1 n)n

S
2


.    

  
  

  

12aא.     .2 0) .23)  כן,  1.   ב 1a a )   .2 (n 23.ג. לא   .  

  איברים שליליים. 11 האיבר הראשון שלילי, הסדרה עולה וישנם ד. אם       

  איבר הראשון חיובי, הסדרה יורדת ולא ניתן לדעת כמה איברים שליליים ישנם.אם ה           

d  .ג  איברים.  33ב.    .3 2.  4.     .9אa 63.     .2,628ג.  .    143 ב.    

1א.    .5
na. .   ב22n. א   .6.   (18.375;16)) 2(.  1.025) 1(   .ב   .3 6n 8 .   )  .884) 2איברים.   ( 18)  1ג.   

k. א   .7 2.5ב   . .k 2.5.     .גk 2.5.   8.   .אna 15 ,d 3ג   . .k 10.  

dב.  הפרש    .28 מספר איברים, 4א.  הפרש     .9
k 1

nk, מספר איברים  k n .  

2n)) 1(א.    .10 1)  .1) 3(  איבריםa 1 .3.   בd
k 1




.    

n)ב.     .11 1) 264. איברים.  ג (n 2) 2d  .   2  .ד n 66 .    

nב.   .12
k

1ג.    .
n (2a d(n 1))
2

 .   13.   .8ב.    .26אd   . .1גa 2 ,d 3.    

44 .   ג. עולה.   ד.1720) 2. (40)  1ב. (  .43)  2)  הוכחה. (1א. (  .14 k.  
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  שסכומה מתכנס)אינסופית סדרה הנדסית (כולל סדרה 
  

  בי. הוא חיו 1aהאיבר הראשון בסדרה הנדסית    .1

  א. דני טוען שהסדרה בהכרח עולה. האם הוא צודק?         

  ב. קבעו בכל אחד מהמקרים הבאים, האם הסדרה עולה או יורדת:         

q) המנה מקיימת 1(              1 .                        

0) המנה מקיימת 2(              q 1 .  

  ג. האם קיימת סדרה הנדסית יורדת שכל איבריה חיוביים?          
  

  .1- גדולה מ q שמנתהסדרה הנדסית נתונה    .2

  א. אילנה טוענת שהסדרה עולה. האם היא צודקת?         

  הסדרה עולה או יורדת: ב. קבעו בכל אחד מהמקרים הבאים, האם         

  הוא חיובי.                       1a) האיבר הראשון 1(             

  הוא שלילי.       1a) האיבר הראשון 2(             

  ג. האם קיימת סדרה הנדסית עולה שכל איבריה שליליים?          
  

   na , ... ,3a ,2a ,1aה סדרה הנדסית עולה:   ... ,נתונ  .3
  

  מההפרש בין האיבר השני  4ההפרש בין האיבר הרביעי בסדרה לאיבר השלישי גדול פי   

  לאיבר הראשון.         

  מהאיבר הראשון. 31- האיבר השישי בסדרה גדול ב  

   א. מצאו את מנת הסדרה, ואת האיבר הראשון בסדרה.  

  : II- ו Iב. מהסדרה הנתונה בנו שתי סדרות חדשות,   
  

                            1 2n na a  ,1n na a   , ... ,3 4a a  ,2 3a a ,1 2a a  I.     
  

                                      1 2

1

n n

n n

a a
a a
 


 ... , , 54

3 4

aa
a a

 ,3 4

2 3

a a
a a

 , 32

1 2

aa
a a

 II.   

           

  את מספר האיברים בכל סדרה. n) הביעו באמצעות 1(              

  ) האם כל אחת מהסדרות החדשות היא סדרה הנדסית עולה? נמקו.2(              
  

  .2730הוא  Iהסכום של כל האיברים בסדרה   

  .Iאת מספר האיברים בסדרה  ) מצאו1ג. (  

  .II) מצאו את הסכום של כל האיברים בסדרה 2(      
  

  .qומנתה  1a, איברה הראשון Sנתונה סדרה הנדסית אינסופית שסכומה   .4

  נתון כי איברי הסדרה הם שליליים.         
  

  :  ) היא הנכונה4(- )1א. קבעו איזו טענה מהטענות (
  

    )1 (q 1.       )2 (0 q 1 )     .3 (1 q 0  )      .4  (q 1 .  

  ם הסדרה עולה או יורדת? נמקו.ב. הא
  

S) 1ג. קבעו מה מהבאים נכון:  ( 0.      )2 (S 0.  
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  .qומנתה  1aנתונה סדרה הנדסית אינסופית שסכומה מתכנס, איברה הראשון   .5

1a. הסבירו מדוע בנוסחת הסכום א         
S

1 q



  המכנה תמיד חיובי.  

  ב. בהתבסס על סעיף א', הסבירו כל אחת מהטענות הבאות:
  

1a) אם 1(     0 אז ,S 0.         )2 1) אםa 0 אז ,S 0.  

  

   .nb- ו na , מתכנסות סופיות- נתונות שתי סדרות הנדסיות אין  .6

  הסדרות בגרף שלפניכם, האיבר הראשון של אחת

  מתואר באמצעות נקודה עגולה מלאה,          

  והאיבר הראשון של הסדרה האחרת מתואר 
1נתון: ודה ריבועית ריקה. באמצעות נק 1a b.  

  ? 1bומהו  1aא. מהו 

  , qהיא  naמנה של הסדרה ב. ה

1היא  nbוהמנה של הסדרה     
2 q.   

   2גדול פי  naהסדרה תון כי סכום נ    

   .qחשבו את . nbסכום הסדרה מ    

  

  .4a ,3a ,2a ,1aסופית יורדת:  ... ,- נתונה סדרה הנדסית אין  .7

  . 6סכום כל איברי הסדרה בלי האיבר הראשון הוא   

  בסדרה, זוגייםהמחליפים את הסימנים של כל האיברים הנמצאים במקומות   

  .4a ,3a ,2a ,1aחדשה:   ... ,ומתקבלת סדרה הנדסית   

  .3סכום כל איברי הסדרה החדשה בלי האיבר הראשון הוא   

  א. מצאו את האיבר הראשון ואת מנת הסדרה.  
  

סדרה הנתונה בנו סדרה שלישית: ,מהאיברים של ה  
4

1
a

 ,
3

1
a

 ,
2

1
a

.        

     כי הסדרה השלישית היא סדרה הנדסית. וחי. הוכב  

    .n הערך של את ומצא .273.25האיברים הראשונים בסדרה השלישית הוא  n. נתון כי סכום ג  
  

8.  na  סופית מתכנסת שסכומה שלילי.- הנדסית איןהיא סדרה  

1a הוא האיבר הראשון בסדרה, ו -q .היא מנת הסדרה  

IV)ענות א. לפניכם ארבע ט I) נכונה. ציינו את מספרה ונמקו.  בהכרח. רק אחת מהן  
  

       (I   q 0    .  (II 1a 0    וגםq 0    .(III 1a 0   .(IV 1a 0    אוq 0.  
  

  ,naזוגיים בסדרה - את סכום האיברים במקומות האי T- נסמן ב

Tהוא פרמטר. נתון:  na. pאת סכום האיברים במקומות הזוגיים בסדרה  R- ונסמן ב p R 0  .  

  .qבאמצעות  pב. הביעו את 
  

nb  היא סדרה הנדסית שהמנה שלה היאp.  

  ? נמקו. היא סדרה שסכומה מתכנס nbג. האם 

1nטבעי  nשלילי. הראו שלכל  pד. נתון:  na a  ) כלומר הראה שהסדרהna .(היא סדרה עולה  
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9.       naסופית שהמנה שלה היא - היא סדרה הנדסית איןq ) q 1(.  :73נתוןa a 1 .  
  

  את שתי האפשרויות). ו(מצא 5aאת  וא. חשב    

5aתון: ב. נ            0.  

  .qבאמצעות  1aאת  ) הביעו1(        

nטבעי שעבורו  n) האם קיים 2(        
1

1
a

a
? ונמק - אותו. אם לא ומצא - אם כן.  

nטבעי שעבורו  n) האם קיים 3(         
13

1
a

a
ונמק - אם לא אותו. ומצא - ? אם כן.  

  .naדרה האיברים הראשונים של הס 7את  qבאמצעות  ועי) הב1ג. (   

1) נתון: 2(          2 ka a a 1       )k .(הוא מספר טבעי  

  .kמדוע הוא הערך האפשרי היחיד של  ורי, והסבkאת הערך של  ומצא              
  

  . na , ... ,3a ,2a ,1a... ,   ופית יורדת שכל איבריה חיוביים:ס- תונה סדרה הנדסית איןנ  .10
  

2כל איבר בסדרה זו (חוץ מהראשון) הוא 
  רים הסמוכים לו, מסכום שני האיב 5

  אחד לפניו ואחד אחריו.

  .naא. מצאו את המנה של הסדרה   

המוגדרת על ידי  nb) הוכיחו כי הסדרה 1ב. (  
2

n 1
n

n

a
b

(a )
 .היא סדרה הנדסית  

  .20,460הוא  nb) סכום עשרת האיברים הראשונים בסדרה 2(      

   .naמצאו את סכום כל האיברים בסדרה            

  

  .naבסדרה האיברים הראשונים  nאת סכום  nS- נסמן ב .naנתונה סדרה כללית   .11

נתון:   
1n n

1S k
3    לכלn  .טבעיk .הוא מספר קבוע  

1עבור  naואת האיבר הכללי  1aא. הביעו את    n  באמצעותn ו -k .במידת הצורך  

  היא סדרה הנדסית. נמקו. naשעבורו הסדרה  kב. מצאו את   

2נגדיר:  ... ג.    2 2
2 5 8T a a a    . חשבו אתT.  

  

   na, ...                   :na , ... ,3a ,2a ,1aנתונה סדרה   .12

  nS :  , ...nS , ... ,3S ,2S ,1Sונתונה סדרת הסכומים   

  nS  הוא סכוםn  האיברים הראשונים בסדרהna.  

1nטבעי:  nמקיימת לכל  nSסדרת הסכומים    nS b S 3    ,1S 3 ,b 0.  

  .bהיא סדרה הנדסית שהמנה שלה היא  naכי הסדרה  וחיא. הוכ  

|ב. נתון כי    b | 1 . הסבירו מדוע הסדרהna .היא אינסופית שסכומה מתכנס  
  

  :II- ו Iשתי סדרות הנדסיות,  naבונים מהסדרה ג.          

                    , ...15a ,11a ,7a ,3a   I.        , ...7a ,5a ,3a ,1a  II.    
  

  

      T סוף איברי הסדרה - הוא הסכום של איןI ,M סוף איברי הסדרה - הוא הסכום של איןII.  

Mאת היחס  bבאמצעות  ועיהב      
T

   את הביטוי ככל האפשר. ו. פשט
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  תשובות:

1a) יורדת.  ג. כן, כאשר 2) עולה.  (1א. דני לא צודק.  ב. (  .1 0 0- ו q 1 .  

1aג. כן, כאשר   ) יורדת.2) עולה.  (1א. אילנה לא צודקת.  ב. (  .2 0 0- ו q 1 .  

qא.   .3 2 ,1a 1  .  

)( יש סדרה ב) 1ב. (      n 1 סדרה איברים. ב יש )( n .איברים  

  ), 4הנדסית עולה (המנה שלה היא  ) סדרה 2(         

  אינה סדרה הנדסית עולה.היא סדרה קבועה,  סדרה               

   .20) 2איברים.  ( 6) 1(ג.      

  ). כדי שאיברי הסדרה יהיו שליליים תמיד (כלומר לא יחליפו סימן), 2א. הנכון הוא (   .4

0המנה חייבת להיות חיובית. מאחר שסכום הסדרה גם מתכנס, נקבל שמתקיים             q 1  .   

0- ופלים מספר שלילי בב. כאשר כ       q 1  המספר מתקרב לאפס, כלומר ככל ,  

  שמתקדמים בסדרה, האיברים השליליים מתקרבים לאפס, ולכן הסדרה עולה.             

Sג. כל האיברים שליליים, ולכן סכומם שלילי, כלומר         0 ) 2והתשובה היא.(  

1, ולכן המכנה 1- קטנה מ qא. המנה     .5 q  תמיד חיובי (ידועq 1 0, ולכן 1 q .(  

1a) אם 1ב.  (        0 1, אז בשברa

1 q
S- המונה וגם המכנה חיוביים, לכן השבר חיובי ו  0.          

1a) אם 2(             0 1, אז בשברa

1 q
S- המונה שלילי והמכנה חיובי, לכן השבר שלילי ו  0.  

1a.  א   .6 12 ,1b 9.    .1בq 2.    

1a  .א   .7 12  ,1
3q .    ג .n 7.  

1aהוא  (סכום הסדרה IIIא. טענה     .8
1 q,  1כמו כן q 1  1- , לכן כשa .(שלילי הסכום שלילי 

1Pב.         q    .) 1ג. לא מתכנסת q 1    ולכן ,p 1  אוp 1 .(   .ד. הוכחה  

5aא.     .9 1    5אוa 1 ) .1)  1.  ב 4

1
a

q
.  )2  (n 9.  )3.אין כזה  ( 

2) 1ג.  (       
4 3 2

1 1 1 1
, , , ,1 ,q ,q

qq q q
    .)2 (k 9.  

1א.   .10
1) 2(   .2היא  nb) הוכחה. מנת הסדרה 1.  ב. (2

20.    

1  א.  .11
1
9a k  ,n 1n

2a
3 .    .1ב

3k .    .1ג
182T .   

  ב.   .12
2

2
M 1 b
T b

.   
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  שאלות המשלבות סדרה חשבונית וסדרה הנדסית
  

  שייצרו הייתה בכל שבוע כמות החולצות במפעל לתעשייה קלה החלו לייצר חולצות.  .1

  שלפניו.  במספר קבוע מכמות החולצות שייצרו בשבוע גדולה         

 ות.שבוע 30חולצות. הייצור נמשך  3,000 בשבוע הראשון ייצרו         

  חולצות. 177,000חולצות סך הכול  בתקופה זו ייצרו          

הכמות שייצרו בשבוע שלפניו? א. בכמה הייתה גדולה כמות החולצות שייצרו בכל שבוע מן           
  

   בגמר הייצור מכר המפעל את החולצות במשך כמה חודשים.

  מכמות החולצות שנמכרו בחודש  qחודש הייתה גדולה פי  כמות החולצות שנמכרו בכל

  חולצות.  640שלפניו. בחודש הרביעי נמכרו 

  ממספר החולצות שנמכרו בחודש השני. 8נמכרו בחודש החמישי גדול פי מספר החולצות ש

ב. כמה חולצות נמכרו בחודש הראשון?           

  חודשים נמשכה המכירה?כמה  החודש השישי היה החודש האמצעי של חודשי המכירה.ג. 

נמכרו? לאכמה מן החולצות שייצרו במפעל . ד               

  

  . 4a ,3a ,2a ,1a... , איברים  16, ובה A סדרה חשבוניתנתונה   .2

  הראשון.  מהאיבר 4גדול פי בסדרה האיבר השמיני          

  . 52הוא בסדרה האיבר האחרון          

  .1aא. מצאו את הפרש הסדרה ואת   

  .4b ,3b ,2b ,1bשאיבריה הם:  ... , Bב. נתונה סדרה הנדסית אינסופית   

1נתון:               12b a ,3 2b a .  

  מצאו את מנת הסדרה. כתבו את שתי האפשרויות.             

  היא סדרה יורדת.  Bג. נתון כי הסדרה          

  .Bחשבו את סכום האיברים הנמצאים במקומות האי זוגיים בסדרה             
  

  תונות שתי סדרות הנדסיות אינסופיות שסכומן מתכנס.נ  .3
  

q     : ,...3a ,2a ,1a )1aשהמנה שלה היא  Aהסדרה הראשונה היא סדרה           0.(  

3b ,2b ,1b )1b.,..:        0.5שהמנה שלה היא  B השנייה היא סדרה סדרהה 0(.  
  

    3c ,2c ,1c..., אינסופית מתכנסת חדשה  Cמשתי הסדרות בונים סדרה הנדסית 

n :לכל טבעי  מקיימתה
n

n

a
c

b
.  

  .q באמצעות ncא. הביעו את המנה של הסדרה 

  עולה. Bאינה עולה ואינה יורדת, והסדרה  Aב. הסדרה 

  ), קבעו אם הוא נכון או לא נכון.2( –) 1לגבי כל אחד מההיגדים (    

  הם שליליים. B) כל איברי הסדרה 1(    

  ) הסדרה החדשה יורדת. 2(    

  הם שלושה איברים ראשונים  Cומנת הסדרה  B, מנת הסדרה Aג. נתון כי מנת הסדרה 

  של סדרה חשבונית, בסדר זה. מצאו את הפרש הסדרה החשבונית.    

  .13ד. נתון כי סכום ארבעת האיברים האחרונים של הסדרה החשבונית הוא 

  קומות הזוגיים של הסדרה החשבונית.חשבו את סכום באיברים העומדים במ    
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2הוא  A נתונה האיברים הראשונים של סדרה nסכום   .4
nS 2n 5n c    .  

nבעבור רה הנתונה, של הסד naאת האיבר הכללי  nא. הביעו באמצעות    2.  

  ?טבעי nלכל  היא סדרה חשבונית הנתונההסדרה  cיזה ערך של בעבור א) 1(ב.          

     , הפרש הסדרה החשבונית?d) מהו הערך של 2(             
  

  .4b ,3b ,2b ,1bשאיבריה הם:  ... , B. נתונה סדרה הנדסית אינסופית ג  

  של הסדרה החשבונית. dשווה להפרש  Bה של הסדר 1b האיבר הראשון נתון:             

3- שווה ל Bמנת הסדרה              
d

 .  

  הוא מתכנס. B) הסבירו מדוע סכום הסדרה 1(             

  עולה או יורדת או לא עולה ולא יורדת? נמקו. B) האם הסדרה 2(             

1סכום   ... , חשבו את ה) 3(              3 5 7b b b b    .  

  
  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  תשובות:
  

  חולצות. 13,240ד. חודשים.    11. ג  חולצות.  80ב.   חולצות.  200א.   .1

1a, 3 א. הפרש הסדרה הוא  .2 7ב  . .q 0.5   אוq 0.5 80. .  ג.  

א.    .3
q

2q
0.5

1ג.    ) לא נכון.2) נכון.  (1( ..   בd
6

 .20.   ד.    

naא.   .4 4n 7  1( ..  ב( c 0)  .2 ( d 4 .  )  .30)  1ג q 1
4

  )   .2)   .19) 3) עולה
7

.  



 כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי                       
 

11

  סדרות מסוגים שונים, כלל נסיגה
  

1a   טבעי על ידי הכלל:  nסדרה מוגדרת לכל   .1 4,  1n na a 4n 2    

  איברים,  100יש  א. אם בסדרה  

  העומדים במקומות האמצעיים בסדרה. את הסכום של שני האיברים ומצא             

  סדרה חשבונית,  זוגיים מהווים- כי איברי הסדרה העומדים במקומות אי וחיב. הוכ  

  נית.מהווים סדרה חשבו וגם איברי הסדרה העומדים במקומות זוגיים             
    

  :ואיברים, מצא 101אם בסדרה יש   

  האיבר העומד באמצע הסדרה.ערך ג. את   

  ד. את הסכום של כל איברי הסדרה.  
  

nאת הכלל: טבעי  nהמקיימת לכל  naנתונה סדרה      .2 1 na a 6n 5   .  
 

nכי מתקיים  וחיהוכ א.   2 na a c   )c את  והוא מספר קבוע), ומצאc.  

  המקיימת את הכלל, והיא אינה סדרה חשבונית  naדוגמה לסדרה  ובב. כת  

  איברים ראשונים בסדרה). 4לפחות  וב(כת                  

  .1aאת  וחשב כולה היא חשבונית. naתון כי הסדרה ג. נ  

2nנו סדרה חדשה בת ד. ב   1 :איברים    2n 1a 2n 1  , ... ,3a 3,2a 2,1a 1  

  את סכום הסדרה החדשה. וחשב .43האיבר האמצעי בסדרה החדשה הוא       
  

המקיימת את הכלל  nbסדרה  נתונה  .3
nn 1

n

1
b

2 b
 


.  

  זוגיים בסדרה מהווים סדרה הנדסית, - מדים במקומות האיא. הוכיחו כי האיברים העו  

  וגם האיברים העומדים במקומות הזוגיים מהווים סדרה הנדסית.               

  מהי המנה של כל אחת מהסדרות הללו?              

7- ווה לש nbהאיברים הראשונים בסדרה  8ב. סכום   
163.  

   .1bבאמצעות  2b) הביעו את 1(      

    (מצאו את שתי האפשרויות). 1b) מצאו את 2(             
  

nטבעי על ידי כלל הנסיגה:  nמוגדרת לכל  naהסדרה   .4 1
n 2

n
ca a


  ,1

1a c  :נתון .c 0.  

  מהווים סדרה הנדסית, זוגיים - הנמצאים במקומות האי naכי האיברים בסדרה  וחיא. הוכ

  הנמצאים במקומות הזוגיים גם הם סדרה הנדסית. naרה וכי האיברים בסד     

 אם יש צורך. cבאמצעות  ו את תשובתכםעי. הבnaהאיברים הראשונים בסדרה  7את  ) רשמו1ב. (

  .naהאיברים הראשונים בסדרה  7את סכום  cצעות באמ ועי) הב2(          

2nטבעי, הסכום של  nשלכל  וחי) הוכ3(           1  האיברים הראשונים בסדרהna אינו תלוי ב -n.  

nמוגדרת באופן הזה:  nbג. הסדרה  n n 1

2b a a 
  .  

  היא סדרה הנדסית. nbכי  ) הראו1(            

  היא סדרה יורדת? nbשבעבורם  c) מהו תחום הערכים של 2(            

  את סכומה. cבאמצעות  ועיהב היא סדרה יורדת. nbסופית - ) נתון שהסדרה האין3(            
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naבאמצעות הנוסחה  טבעי nמוגדרת לכל סדרה       .5 sin(n )3
   .  

  א. חשבו את ארבעת האיברים הראשונים בסדרה.         

  האיברים הראשונים בסדרה.  100ב. מצאו את סכום          
  

4המקיימת:  naנתונה סדרה חשבונית   .6 8 12 16a a a a 224   .  
  

  .naהאיברים הראשונים בסדרה  19את הסכום של  וא. מצא  
    

   na:   , ...3S ,2S ,1Sהיא סדרת הסכומים החלקיים של הסדרה  nSהסדרה   

nנתון כי  nS n a   לכלn .טבעי   

     .0 הוא naכי הפרש הסדרה  ב. הראו

      .1aאת  ובסעיפים הקודמים, ומצא וג. היעזר
  
  
  
  

1nהמקיימת את הכלל:  nbנתונה סדרה ד.  n n nb b a S     לכלn .טבעי  

2) חשבו את ההפרש 1(     1(b b ).  )2 20) חשבו את ההפרש 19(b b ).  
  

20  ומצא את הסכוםבסעיפים הקודמים,  ו. היעזרה 19(b b )   ...2 1 3 2 4 3(b b ) (b b ) (b b )     .   
  

נתונה סדרה   .7
n n

n n
(2 1)(2 1)

a
2

 .  nb ו -nc  ,הן סדרות הנדסיות שכל איבריהן חיוביים  

nטבעי:  nהמקיימות לכל    n na b c  :3. נתון
1
8c  ,6b 64.  

   .6cואת  6aאת  ו) מצא2(    .3b ואת 3aאת  ו) מצא1א. (  
  

  .ncואת המנה של הסדרה  1c) מצאו את 2(   .nbואת המנה של הסדרה  1b) מצאו את 1ב. (  
  

  ,nA- נסמן ב naהאיברים הראשונים בסדרה  nאת סכום   

  ,nB- נסמן ב nbהאיברים הראשונים בסדרה  nאת סכום   

  .nC- נסמן ב ncהאיברים הראשונים בסדרה  nואת סכום   

n- ש . הראוג   n nC B A .   

nשוויון: - מתקיים האי n. עבור אילו ערכי ד   n0.9 B A 1  ?  
  

  
  תשובות:

50 א.  .1 51a a 202 .    .2בn na a 4  .    .51גa 104 .101.    דS 10,304.  

cא.    .2     6 .1ג.  .   17,6,11,0.  בa 4  .  .1,763ד.  

1 א. המנה של כל אחת מהסדרות היא  .3
2(q ).2) 1( .   ב

1

1
b

2b
)   .2( 1

1
3b   1או

1
2b 1.    

2) 1ב. (    .4
7a c , 2

6a c, 5a c , 4a c , 3a 1 , 2a 1   ,1
1a c . 

           )2 (7
1S c .  )3) .2) הוכחה.   (1) הוכחה.   ג (c 1)   .3 (

22cS c 1 .  

1. א   .5
3a

2
  ,2

3a
2

 ,3
3a

2
  ,4

3a
2

 .   0. ב.   

1aג. .   1,064א.    .6 56 .  ) .11,704. ה   .1,120  )2.  (112) 1ד.    

3) 1. (א   .7
7a 7 8 ,3b 8  .)2 (6

63a 63 64 ,6
1c 64 .  1) 1. (בb 2 ,bq 2 . )2 (c

1q 2 ,1
1c 2.   ד .n 4 .  
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  הסתברות 
  

  , 571לשאלון פרק זה כולל שאלות בנושא הסתברות בהתאם          

  כרך ד' מאת יואל גבע ואריק דז'לדטי. 806ספר והוא מהווה השלמה לפרק הלימוד שב         

  רוב השאלות מתאימות לבחינת הבגרות (כשאלות קצרות או ארוכות).         
  

  ניים עם "מסך תלת ממד".חברה מייצרת טלפונים ניידים חדש  .1

  כדי לבדוק את הביקוש לטלפונים אלה, ערכה החברה סקר טלפוני.  

  בסקר השתתפו צעירים ומבוגרים.   

  שלא יקנו את הטלפון החדשני והשאר הצהירו שיקנו אותו.  חלק מהמשתתפים בסקר הצהירו         

 ירו כי יקנו את הטלפון החדשני.מהמבוגרים הצה 50%נמצא כי          
2
  מבין אלה שהצהירו כי לא יקנו את הטלפון החדשני, היו צעירים. 3

1
  מהמשתתפים בסקר היו צעירים שגם טענו כי לא יקנו את הטלפון החדשני.  5

  מה צעירים השתתפו בסקר?איש. כ 2000א. בסקר השתתפו   

   את הטלפון החדשני? ב. כמה צעירים, מבין הצעירים שהשתתפו בסקר, הצהירו שיקנו  
  

  מבין כל תלמידי י"ב בעיר מסוימת מאתרים תלמידים שיתאימו לקורס ייחודי.    .2

  הקורס מתאים לתלמידים שיש להם יכולת טכנית.         

  כבעלי יכולת טכנית,  מבין התלמידים שאכן יש להם יכולת טכנית 80%הבוחנות מאבחנות   

  טכנית כבעלי יכולת טכנית.  מבין התלמידים שאין להם יכולת 10%ומאבחנות          

  מבין התלמידים שאובחנו כבעלי יכולת טכנית,   

   מאחוז התלמידים (בקבוצה זו) 4ית גדול פי שאכן יש להם יכולת טכנ אחוז התלמידים         

  שאין להם יכולת זו.         

  א. מהי ההסתברות שלתלמיד י"ב בעיר זו אכן יש יכולת טכנית?  

  ורק הם.  ב. באותה עיר כל אלה שאובחנו כבעלי יכולת טכנית השתתפו בקורס,  

  תלמידי י"ב. 600בעיר יש              

  מבין המשתתפים בקורס לכמה תלמידים אין יכולת טכנית?      
  

  היו מערים. 40%- היו ממושבים ו 40% מן הנבחנים היו מקיבוצים, 20%במבחן כניסה למכללה   .3

  מן הנבחנים הצליחו במבחן. 70%         

  1
  מן הנבחנים שהיו ממושבים נכשלו במבחן. 8

  הצליח במבחן,  ההסתברות לבחור באקראי מבין כל הנבחנים נבחן שהיה מעיר וגם  

  בחנים נבחן שהיה מקיבוץ וגם הצליח במבחן.מן ההסתברות לבחור באקראי מבין כל הנ 2.5גדולה פי          

  א. מבין הנבחנים שנכשלו במבחן,   

  נבחן שלא היה מעיר? מהי ההסתברות לבחור באקראי             

  ב. משה הצליח במבחן.   

  מהי ההסתברות שהוא לא היה ממושב?             
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 בעיר גדולה נערך מבחן לכל תלמידי התיכון.  .4

  מן התלמידים שניגשו למבחן נעזרו בחבריהם כדי להתכונן למבחן. 37%
35
  מהם עברו את המבחן. 37

   5מספר התלמידים שלא נעזרו בחבריהם ולא עברו את המבחן קטן פי 

  ממספר התלמידים שנעזרו בחבריהם ועברו את המבחן.

  ו באקראי תלמיד שניגש למבחן, והתברר שהוא לא עבר את המבחן.א. בחר

  מהי ההסתברות שהוא נעזר בחבריו?           

  ב. יעל והדס ניגשו למבחן. 

  למבחן, והדס לא נעזרה בחבריה כדי להתכונן למבחן.ל נעזרה בחבריה כדי להתכונן ידוע שיע    

  .ועברה את המבחן? נמקשהדס מההסתברות האם ההסתברות שיעל עברה את המבחן גבוהה          

  המבחן?ועבר את  מהי ההסתברות שהוא לא נעזר בחבריו למבחן. תלמיד שניגשג. בחרו באקראי 

  ד. בחרו באקראי תלמיד שניגש למבחן. 

IIמהי ההסתברות שהוא מקיים לפחות אחת משתי הטענות            I:  

          (I  .התלמיד נעזר בחבריו  

          (II .התלמיד לא עבר את המבחן  
  

  בבית ספר תיכון ניגשים תלמידי שכבת י"ב לבחינת המתכונת באזרחות ולאחר מכן לבחינת   .5

  הבגרות באזרחות.          

  מספר התלמידים שעברו את בחינת המתכונת ונכשלו  2018 וגם בשנת 2017נתון: גם בשנת 

 היה שווה למספר התלמידים שנכשלו בבחינת המתכונת ועברו את בחינת הבגרות. בבחינת הבגרות

  מכן לבחינת הבגרות באזרחות. תלמידים לבחינת המתכונת ולאחר  250ניגשו  2017א. בשנת 

  . 0.9ידוע שאם תלמיד עבר את בחינת המתכונת, ההסתברות שהוא עבר את בחינת הבגרות היא      

  . 20%שיעורם של הנכשלים בבחינת הבגרות מכלל התלמידים שניגשו לבחינה בשנה זו היה     

 פר התלמידים שעברו גם את בחינת המתכונת וגם את בחינת הבגרות?) מהו מס1(  

  ) ידוע שתלמיד מסוים נכשל בבחינת המתכונת. 2(  

 מהי ההסתברות שאותו תלמיד עבר את בחינת הבגרות?       

  בבחינת הבגרות.  י תלמיד שנכשל) בוחרים באקרא3(  

  גם בבחינת המתכונת? נכשל שהוא מהי ההסתברות       

  לא הייתה תלות בין המאורע "עבר את בחינת המתכונת" לבין המאורע  2018. נתון כי בשנת ב

  עבר את בחינת הבגרות בשנה זו היא"עובר את בחינת הבגרות", וכי ההסתברות שתלמיד      a   

    )0 a 1 .( אמצעות הביעו בa ונכשל  את ההסתברות שתלמיד עבר את בחינת המתכונת  

  בבחינת הבגרות בשנה זו.    
  

k)גברים  k- נשים ו kנמצאים  Iבחדר    .6 1) .  

  גברים.  3k- נשים ו kנמצאים  IIבחדר 

  מטילים קובייה מאוזנת.

  . Iאנשים מחדר 2  , בוחרים בזה אחר זה בלי החזרה,3- אם מתקבל מספר המתחלק ב  

  . IIאנשים מחדר  2, בוחרים בזה אחר זה בלי החזרה, 3- אם מתקבל מספר שאינו מתחלק ב

15גדולה פי  Iנשים מחדר  2כאשר בוחרים באופן זה, הסתברות לבחור 
7   

      .IIנשים מחדר  2מההסתברות לבחור 

  .kאת  וא. מצא

  נשים באופן שתואר. 2את ההסתברות לבחור  וב. מצא

     ?Iגברים מחדר  2מהי ההסתברות שנבחרו בדיוק  לפחות גבר אחד באופן שתואר. ג. ידוע שנבחר
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   ים, כמה מהם כחולים והשאר אדומים.כדור 10יש  Iבקופסה   .7

  כדורים אדומים. 3- כדורים כחולים ו 7יש  IIבקופסה   

  . Iמוציאים באקראי כדור מקופסה   

   .IIאם יצא כדור אדום, מעבירים אותו לקופסה   

  .Iזירים אותו לקופסה אם יצא כדור כחול, מח         

  , II, ושוב, אם יצא כדור אדום, מעבירים אותו לקופסה Iשוב מוציאים באקראי כדור מקופסה   

  .Iואם יצא כדור כחול, מחזירים אותו לקופסה   

  .IIמכן מוציאים באקראי כדור אחד מקופסה  לאחר  

   Iא. נתון כי ההסתברות שאחרי שתי ההוצאות מקופסה   

19היא  IIלקופסה  Iיועבר כדור אדום אחד בלבד מקופסה        
36.  

  הראשונה. לפני ההוצאה Iאת מספר הכדורים הכחולים שהיו בקופסה  וחשב       
  

  בסעיף א. םג עבור מספר הכדורים הכחולים שחישבת- על הסעיפים ב ענו  

  ום?הוא כדור אד IIב. מהי ההסתברות שהכדור שהוציאו מקופסה   

  הוא כדור אדום. IIג. ידוע שהכדור שהוציאו מקופסה   

   IIמהי ההסתברות שאחרי שהוציאו את הכדור האדום מקופסה      

  נשארו בה שלושה כדורים אדומים בדיוק?            
  

  ים. מקצתם עשויים מזכוכית והשאר עשויים מפלסטיק.כדור 80בשק יש     .8    

  מן הכדורים שבשק הם כדורים  70% מן הכדורים שבשק הם כחולים והשאר צהובים. 20  

  הובים.מן הכדורים העשויים זכוכית הם צ 25% צהובים מפלסטיק.              

   א. כמה כדורים מפלסטיק יש בשק?  

   ב. הוציאו באקראי כדור מן השק והחזירו אותו לשק.  

  ) מהי ההסתברות שהכדור שהוציאו הוא כדור כחול מזכוכית?1(      

  ) ידוע שהכדור שהוציאו מן השק הוא כחול. מהי ההסתברות שהוא מזכוכית?2(      

  רו אותו לשק. את הפעולה הזאת (הוצאה והחזרה) ג. הוציאו באקראי כדור מן השק והחזי  

  מן הכדורים שהוציאו הם צהובים? 2פעמים. מהי ההסתברות שבדיוק  3עשו                   
  

  זוגיות. - ) והשאר הן ספרות אי0- ות מספרות הן זוגיות (שונ 3נתונה קבוצה של ספרות שונות:   .9

  יוני יוצר מספר דו ספרתי מן הספרות שבקבוצה הנתונה באופן זה:

  הספרה הראשונה שיוני בוחר באקראי היא ספרת העשרות,

  והספרה השנייה שהוא בוחר באקראי היא ספרת היחידות.

  רה. יוני בוחר כל ספרה בדיוק פעם אחת בלי החז

4זוגי היא - א. נתון כי ההסתברות שיוני ייצור מספר אי  
7.  

  זוגיות בקבוצה הנתונה?- מהו מספר הספרות האי              

    שיוני בחר הן זוגיות? ב. אם ידוע שהמספר שנוצר הוא זוגי, מהי ההסתברות ששתי הספרות  
    

  רות שבקבוצה הנתונה באופן זה:ספרתי מן הספ- אמילי יוצרת מספר תלת

  הספרה השנייה שהיא בוחרת  הספרה הראשונה שאמילי בוחרת באקראי היא ספרת המאות,  

  והספרה השלישית שהיא בוחרת באקראי היא ספרת היחידות. באקראי היא ספרה העשרות,         

  אמילי בוחרת כל ספרה בדיוק פעם אחת בלי החזרה.  

  שונה שאמילי בחרה היא זוגית.ג. ידוע כי הספרה הרא  

  ספרתי שאמילי יצרה, סכום הספרות היה זוגי?- מהי ההסתברות שבמספר התלת      
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  הוועדה המארגנת של תחרות "נולד לשיר" מתלבטת אם ישפוט בתחרות רק שופט א'   .10

   שופט ב' ושופט ג'. או יצטרפו אליו שני שופטים נוספים:         

  עם האחרים. א תשתנה אם הוא ישפוט לבד או אם ישפוטההצבעה של שופט א' ל  

  של השופטים האחרים.  ההצבעה של כל אחד מהשופטים אינה תלויה בהצבעה  

  המתחרה לשלב נוסף בתחרות אם השופט יצביע בעדו. יעבור –אם ישפוט בתחרות רק שופט א' 

  מהשופטים  2 לפחותאם  יעבור המתחרה לשלב נוסף בתחרות –אם ישפטו שלושת השופטים 

  יצביעו בעדו. יוסי הוא אחד המתמודדים בתחרות. 

  יצביע בעד יוסי שווה להסתברות ששופט ב' יצביע בעדו.  נתון כי ההסתברות ששופט א'

  .0.5ההסתברות ששופט ג' יצביע בעד יוסי היא 

  בתחרות רק שופט א',  לב נוסף בתחרות אם ישפוטא. האם ההסתברות, שיוסי יעבור לש

  .ובתחרות אם ישפטו בתחרות שלושת השופטים? נמק שווה להסתברות שיוסי יעבור לשלב נוסף     

   ב. לבסוף הוחלט שבתחרות ישפטו שלושת השופטים.  

  נוסף בתחרות, עבר לשלב  נתון כי ההסתברות, ששופט א' הצביע בעד יוסי אם ידוע כי יוסי              

    את תחום הערכים של ההסתברות ששופט א' הצביע בעד יוסי. ומצא .0.8- גדולה מ              
  

  נערך סקר בקרב מספר גדול של סטודנטים (בנים ובנות).  .11

  חצי מהסטודנטים המשתתפים בסקר היו בנים.  

  ממספר הבנים הסובלים מרעש.  3גדול פי בסקר נמצא כי מספר הבנות הסובלות מרעש   

  מבין הבנים סובלים מרעש. 5%נמצא גם כי          

  א. ידוע כי אחד המשתתפים בסקר שנבחר באקראי, סובל מרעש.  

  מהי ההסתברות שהנבחר הוא בת?      

  סטודנטים מבין משתתפי הסקר. 5ב. בחרו באקראי 

  סובלים מרעש.מבין הסטודנטים שנבחרו באקראי,  2ידוע כי לכל היותר       

   מהי ההסתברות שבדיוק אחד מהם סובל מרעש?             
  

  לתאטרון  המשתתפים בחוג עם, יש תושבים יבעיר מסוימת יש תושבים המשתתפים בחוג לריקוד  .12

 נמצא כי המאורע "תושב העיר המשתתף בחוג לריקודי עם" ויש תושבים המשתתפים בשני החוגים.

  והמאורע "תושב העיר משתתף בחוג לתאטרון" הם מאורעות בלתי תלויים.

  התושבים שמשתתפים  ממספר 2מספר התושבים שמשתתפים בחוג לריקודי עם גדול פי   

  משתתפים בחוג לריקודי עם. 60%בחוג לתאטרון. מבין התושבים שמשתתפים בחוג לתאטרון,          

  בחוג לתאטרון? א. מהו אחוז התושבים בעיר שמשתתפים בחוג לריקודי עם וגם  

  הם. בחוג לריקודי עם, ורק  ב. יום אחד נערך בעיר כנס שהשתתפו בו כל התושבים המשתתפים  

  משתתפים בכנס שנבחרו באקראי.  6עיתונאי ראיין              

  מהם משתתפים בחוג לתאטרון? 2מהי ההסתברות שלפחות              
  

  עובדים.  4מבין העובדים בחברה גדולה בוחרים באקראי   .13

255עובדים יש השכלה גבוהה היא  3- ההסתברות שלכל היותר ל  
256.  

  א. לאיזה אחוז מהעובדים יש השכלה גבוהה?  

  לה גבוהה?אין השכ 3- עובדים שבוחרים באקראי, ל 4ב. מהי ההסתברות שמבין   

1- מעובדי החברה הן נשים. ל 40%ג.   
  מהנשים יש השכלה גבוהה. 4

  מבין העובדים שיש להם השכלה גבוהה בחרו באקראי שני עובדים.      

   מהי ההסתברות ששני העובדים הם נשים?      
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  משני המסלולים  י"ב בשנה מסוימת בוחר באחדבעיר גדולה כל אחד מתלמידי כיתות   .14

  לטיול שנתי: מסלול א' או מסלול ב'.         

  מן התלמידים שבחרו במסלול א' הן בנות. 75%נמצא:   

  מן הבנות בחרו במסלול ב'. 10%             

  מן התלמידים הם בנות. 40%             

   מהי ההסתברות שהוא בחר במסלול א'? א. בוחרים באקראי תלמיד י"ב (בן/בת).  

  ב. כאשר בוחרים באקראי תלמיד (בן/בת), האם המאורע "התלמיד הוא בת"   

  . ווהמאורע "התלמיד (בן/בת) בחר במסלול א' " הם מאורעות בלתי תלויים? נמק             

  באקראי כמה בנות מבין התלמידים.ג. בחרו   

  .0.99נמצא שההסתברות שלפחות אחת מהן בחרה במסלול א' היא       

  (הבחירות של המסלולים על ידי הבנות שנבחרו הן בלתי תלויות).      

  כמה בנות נבחרו?             
  

  סיבובים. אבא ודני משחקים בזריקת כדור לסל. בכל משחק שני  .15

  המנצח בסיבוב מקבל נקודת אחת. אם הסיבוב מסתיים בתיקו, כל אחד מקבל חצי נקודה.  

  ,0.1נתון: ההסתברות שדני ינצח בסיבוב היא 

  ,0.2ינצח בסיבוב היא  ההסתברות שאבא         

  .0.7ההסתברות שהסיבוב יסתיים בתיקו היא   

  הסיבובים אינם תלויים זה בזה.

    מנקודה אחת? יותרא. מהי ההסתברות שאבא יצבור בשני הסיבובים 

  נקודה אחת? לפחותב. מהי ההסתברות שדני יצבור בשני הסיבובים 

  נקודה אחת. לפחותג. ידוע כי דני צבר בשני הסיבובים 

  יים בתיקו והאחר הסתיים בניצחון של דני?מהי ההסתברות שאחד הסיבובים הסת    

  פעמים את המשחק שמתואר בפתיח. (בכל משחק שני סיבובים.) 4ד. אבא ודני משחקים 

  פעמים בדיוק?  2נקודה אחת  לפחותמהי ההסתברות שדני יצבור     
  

1ביישוב גדול   .16
  מהתושבים הם נשים, והשאר הם גברים. 3

  אנשים (נשים/גברים)  4מבין התושבים בוחרים באקראי שתי קבוצות: קבוצה של   

  אנשים (נשים/גברים) לריאיון בטלוויזיה. 4לריאיון ברדיו וקבוצה של          

  גברים? 2א. מהי ההסתברות שבכל קבוצה יש בדיוק   

  גברים. 2ב. ידוע כי בקבוצה שנבחרה לריאיון ברדיו היו לכל היותר   

  גברים? 2מהי ההסתברות שהיו בקבוצה זו בדיוק       
  

  שקל או לא לזכות כלל. 100- שקל, ב 50- ות בבמכונת מזל אפשר לזכ  .17

  משחקים במכונה זו.  5דן משחק   

  שקל בדיוק  50- שקל בדיוק פעמיים שווה להסתברות שהוא יזכה ב 50- ההסתברות שדן יזכה ב  

  שקל שונה מאפס.) 50- פעם אחת. (ההסתברות לזכות ב         

1יזכה באף משחק היא  לאההסתברות שדן   
32.  

  שקל במשחק בודד? 50- א. מהי ההסתברות שדן יזכה ב  

  שקל במשחק בודד? 100- ב. מהי ההסתברות שדן יזכה ב  

  שקל בדיוק.  100- ג. ידוע כי לאחר שדן שיחק שני משחקים הוא זכה סך הכול ב  

  שקל באף אחד משני המשחקים? 50- זכה ב לאמהי ההסתברות שהוא              
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  במשך יום לימודים. י האכילה של סטודנטים באוניברסיטה גדולהחוקר עורך מחקר על הרגל  .18

  אוכל מהבית.  חלק מהסטודנטים מביאים תמיד אוכל מהבית, והשאר אינם מביאים  

  כל הסטודנטים שמביאים אוכלים מהבית אוכלים אותו במשך היום ואינם אוכלים בקפטריה.         

  אוכלים במשך היום.  בקפטריה או אינם הסטודנטים שאינם מביאים אוכל מהבית אוכלים  

  מהם מביאים אוכל  2סטודנטים, ההסתברות שבדיוק  4א. נמצא כי אם בוחרים באקראי   

  מביא אוכל מהבית. מהם 1מההסתברות שבדיוק  6מהבית גדולה פי               

  ) מהו אחוז הסטודנטים שמביאים אוכל מהבית?1(      

   סטודנטים באוניברסיטה. 8) החוקר בחר באקראי 2(      

  מהי ההסתברות שלפחות אחד מהם מביא אוכל מהבית, אבל לא כולם?           

  במשך היום. מהסטודנטים שאינם מביאים אוכל מהבית אינם אוכלים 60%ב. נמצא כי   

  ) מהו אחוז הסטודנטים באוניברסיטה שאוכלים בקפטריה?1(      

  ) מהי ההסתברות לבחור סטודנט שמביא אוכל מהבית מבין הסטודנטים שאוכלים במשך היום?2(      
  

  מהם או בתיקו.  ון של אחדשחמט הוא משחק בין שני שחקנים שיכול להסתיים בניצח  .19

  יעל ואנה משחקות זו מול זו בטורניר שחמט בשני סבבים.

  בכל הטורניר. ההסתברות של כל אחת מן השחקניות לנצח במשחק בודד היא קבועה

  משחקים.  4א. בסבב הראשון יש 

  מן ההסתברות  10משחקים גדולה פי  3- ים או במשחק 2- ההסתברות שיעל תנצח ב    

   משחקים. 4- שיעל תנצח ב    

  את ההסתברות שיעל תנצח במשחק בודד. וחשב        
  

  משחקים. 2בסבב השני יש   

  .0.34היא  –הסבב השני תהיה שוויון ההסתברות שתוצאת   

  ב. מהי ההסתברות שאנה תנצח במשחק בודד?  

  סבב זה היא שוויון.  את ההסתברות שאנה תנצח במשחק השני, אם ידוע שתוצאת וג. חשב  
  

  למיכל יש קובייה מאוזנת.   .20

  .4, ועל שלוש הפאות האחרות כתוב המספר 2על שלוש מפאות הקובייה שלה כתוב המספר          

  לגלית יש קובייה מאוזנת אחרת. 

  .3או  1על כל אחת מפאות הקובייה של גלית כתוב אחד מן המספרים: 

  שה סיבובים. מיכל וגלית משחקות משחק בן חמי

  המשתתפת שתנצח במספר סיבובים רב יותר מחברתה, תנצח במשחק. 

  בכל סיבוב של המשחק כל אחת מהן מטילה את הקובייה שלה פעם אחת.

  המנצחת בסיבוב היא השחקנית שהמספר שהתקבל על הקובייה שלה גבוה יותר.

7נתון שבסיבוב יחיד הסיכוי של מיכל לנצח את גלית הוא 
12.  

  ? 1א. על כמה פאות בקובייה של גלית כתוב המספר 

  .כםאת תשובת ונמק    

  ב. מהו הסיכוי שגלית תנצח במשחק?

  הראשון? ג. מהו הסיכוי של גלית לנצח במשחק, אם ידוע שהיא ניצחה בסיבוב
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  שחור בין שני כדים.  1כדורים לבנים וכדור  2א. מחלקים   .21

  בכל כד חייב להיות לפחות כדור אחד.              

  בוחרים באקראי כד ומוציאים ממנו כדור אחד.       

  מצאו באיזה אופן צריך לחלק את הכדורים בין שני הכדים,       

  יה הגדול ביותר.כדי שהסיכוי להוציא כדור לבן יה        

  שחורים. 3- לבנים ו 2כדורים:  5ב. בכד אחד יש    

  א).פעמים כדור מהכד עם החזרה (בכל פעם מחזירים לכד את הכדור שהוצ 5) מוציאים באקראי 1(              

  מהי ההסתברות להוציא בדיוק פעמיים כדור לבן?                   

  פעמים כדור מהכד עם החזרה. 6) מוציאים באקראי 2(              

  פעמים כדור לבן,  3מהי ההסתברות להוציא בדיוק             

  הלבן השלישי יוצא בפעם השישית?  הכדורכך ש                   
  

  אין קשר בין סעיף א לסעיף ב. :הערה  
  

  אביגיל משתתפת במשחק של זריקת חצים למטרה.  .22

P (Pהסיכוי שלה לפגוע במטרה בניסיון בודד הוא    0) .ואינו תלוי בניסיונותיה הקודמים ,  

  זריקות רצופות. 5תף זורק כל משת  

  מן הסיכוי שלה  3הסיכוי של אביגיל לפגוע במטרה בארבע זריקות מתוך החמש גדול פי   

  לפגוע בה בכל חמש הזריקות.          

  .Pא. מצאו את   
    

  זריקות רצופות, מספר הפגיעות שלו במטרה  5 משתתף מנצח במשחק אם מתוך  

  גדול ממספר ההחטאות שלו (יכול להיות יותר ממנצח אחד במשחק).         

  ב. מהי ההסתברות שאביגיל תנצח במשחק?  

  ) אם אביגיל תחטיא את המטרה בזריקה השנייה, מהי ההסתברות שהיא תנצח במשחק?1ג. (  

ַמשחק) גם תמר משתתפת 2(                 P- , וגם הסיכוי שלה לפגוע במטרה בניסיון בודד שווה לבַּ 

  ואינו תלוי בניסיונותיה הקודמים.                  

  תמר החטיאה בזריקה הראשונה. מה ההסתברות שהיא תנצח במשחק?                  
  

  כדורים צהובים.  8- כדורים אדומים ו 20כדורים כחולים,  12בקופסה יש   .23

  .0, ועל השאר רשומה הספרה 1מן הכדורים רשומה הספרה  28על 

  1
  הם צהובים. 1מן הכדורים שרשומה עליהם הספרה  4

  ממספר הכדורים הכחולים  4גדול פי  1מספר הכדורים האדומים שרשומה עליהם הספרה   

   .0ה שרשומה עליהם הספר             

  דני מוציא באקראי כדור מן הקופסה.  

  ?1א. מה ההסתברות שהכדור שהוציא דני הוא כדור כחול ושרשומה עליו הספרה   

  , 1ב. אם ידוע שדני הוציא באקראי כדור כחול או כדור שרשומה עליו הספרה 

  ?0הספרה יא כדור שרשומה עליו מהי ההסתברות שהוא הוצ    
  

  דני החזיר את הכדור לקופסה, וכעת הוא משחק במשחק: 

  הוא מוציא באקראי כדור מן הקופסה, רושם לעצמו את הספרה שעליו ומחזיר את הכדור לקופסה.

  הוא צובר נקודה. 1בכל פעם שהוא מוציא כדור שרשומה עליו הספרה 

  נקודות. 5הוא יפסיק לשחק כאשר יצבור 

  פעמים בדיוק. 6נקודות אחרי  5ג. מהי ההסתברות שדני יצבור 


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  בבית אבות גדול יש לכמה מן הדיירים קלנועית, ולשאר אין.  .24

  מהם בדיוק יש קלנועית  4- לְ דיירים מבית האבות הזה, ההסתברות ש 9באקראי  אם בוחרים  

  מהם בדיוק יש קלנועית. 6- לְ מן ההסתברות ש 24גדולה פי          

  ר שנבחר באקראי יש קלנועית?א. מהי ההסתברות שלדיי  

  מהם יש קלנועית.  3- דיירים מבית האבות. ידוע שלפחות ל 6ב. בוחרים באקראי   

   מהם בדיוק יש קלנועית? 4- לְ מהי ההסתברות ש              

  מהם בדיוק יש קלנועית.  3- לְ ם מבית האבות, בזה אחר זה, עד שג. בוחרים באקראי דיירי  

  דיירים? 6בדרך זו בדיוק  חרושייבָּ מהי ההסתברות              
  

  גלי ונטע משחקות משחק ובו אפשר לקבוע את מספר הסיבובים.   .25

  זוכה והאחרת מפסידה.  בכל סיבוב אחת מהן         

 המנצחת במשחק כולו תהיה זו שתזכה ביותר סיבובים מחברתה.         

   תהיה תיקו. אם לשתיהן מספר שווה של זכיות בסיבובים, התוצאה במשחק כולו  

1נתון: בכל סיבוב הסיכוי של נטע לזכות הוא               
3.  

  סיבובים במשחק. 4קו גלי ונטע א. ביום ראשון שיח  

  צחה במשחק כולו?י) מהי ההסתברות שנטע נ1(      

  ) מהי ההסתברות לתוצאת תיקו במשחק כולו?2(      

  סיבובים במשחק.  4ב. גם ביום שני שיחקו גלי ונטע   

   - הסיבובים תהיה תיקו 4אש שאם התוצאה במשחק של מר הפעם הן החליטו                  

  סיבובים, את תוצאת המשחק, ומי שתזכה ביותר סיבובים כדי להכריע  3הן ישחקו עוד                   

  כולו?מהי ההסתברות שנטע תנצח במשחק  תנצח במשחק כולו.                  

  ג. ידוע שנטע ניצחה במשחק כולו בדיוק באחד משני הימים: ראשון או שני.   

  מהו הסיכוי שהיא ניצחה במשחק כולו ביום שני?                 
  

 שאלות. 5ברירה ("אמריקני") יש - במבחן רב  .26

  ך רק אחת מהן נכונה.תשובות, א 4לכל שאלה מוצגות 

  התשובות המוצגות. 4התלמידים צריכים לסמן תשובה אחת מבין 

  לשאלה זו.נקודות  20תלמיד שמסמן את התשובה הנכונה על השאלה מקבל 

  תלמיד שמסמן תשובה לא נכונה על השאלה אינו מקבל נקודות לשאלה.

  נקודות סך הכול. 60את המבחן יש לצבור לפחות  כדי לעבור

  וסימן אותן.דאות לענות את התשובות הנכונות, מן השאלות ידע שחר בוו 2א. על 

  בשאר השאלות הוא סימן באקראי תשובה אחת בכל שאלה.           

  נקודות? 60בור במבחן בדיוק ) מהי ההסתברות ששחר יצ1(          

  ) מהי ההסתברות ששחר יעבור את המבחן?2(          

  וסימן אותן.התשובות הנכונות,  מן השאלות ידע דניאל בוודאות לענות את 2ב. על 

  אחת, בה דניאל בוודאות שתשו בכל אחת משלוש השאלות האחרות ידע          

  אחת מן התשובות האחרות בכל שאלה.נכונה, ולכן סימן באקראי  אינההתשובות המוצגות,  4מבין              

  נקודות? 60מהי ההסתברות שדניאל יצבור במבחן בדיוק           

  וסימנה אותן.ות את התשובות הנכונות, ידעה הדס בוודאות לענ מן השאלות 3ג. על 

  התשובות המוצגות  4מבין  k- בכל אחת משתי השאלות האחרות היא ידעה בוודאות ש        

  .האחרות בכל שאלהוסימנה באקראי אחת מן התשובות אינן נכונות,              

  להסתברות נקודות במבחן שווה  60ידוע שההסתברות שהדס תצבור בדיוק          

  .ו. נמקkאת  ומצא נקודות במבחן. 100 שהיא תצבור             
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  גאומטריה
  

  ,571חלק זה כולל שאלות בנושא גאומטריה בהתאם לשאלון          

  כרך ג' מאת יואל גבע ואריק דז'לדטי. 806בספר שוהוא מהווה השלמה לפרק הלימוד          

  ות מתאימות ברמתן לבחינת הבגרות (כשאלות קצרות או ארוכות).רוב השאל         
  

  ,בהתאמה AC- ו ABנמצאות על הצלעות  E- ו Dהנקודות  ABCבמשולש   .1

DE- כך ש BC .CD ו -BE דה נחתכים בנקוF.  

AF  חותך אתDE  בנקודהMוהמשכו חותך ,  

  (ראה ציור). Nבנקודה  BCאת 

DM :  א.וחיהוכ EM
BN CN

.       

EMב.         DM
BN CN

.   

DM  ג.        EM ו -BN CN.    

      

  . KHEנתון משולש   .2

  בהתאמה,  EH- ו KHעל הצלעות נמצאות  G- ו Mנקודות ה         

GM- כך ש          EK .נקודה הF  נמצאת על הצלעEH .  

   Lודה נפגשים בנק FK- ו GMהמשכי הקטעים 

KMLנתון:   ציור). (ראו KFH .  

KHEכי  וחיא. הוכ FLG .  

3ב. נתון גם: 
5

EF
GE

 ,12.5 ס"מEH  ,5 ס"מLG .  
               

  .EKאת האורך של  ו) מצא1(    

MHאת היחס  ו) מצא2(      
KH

.    

  

ABCE (ABנתון טרפז    .3 EC) .  

CF- כך ש BEאלכסון נמצאת על ה Fהנקודה    BE.  

  (ראו ציור). CEהיא אמצע הבסיס  Dהנקודה   

CEBנתון:    AEB  ,EA 4a ,ED 3a.  

EABו כי א. הוכיח   EDF .  

  .Sהוא  EABב. נתון כי שטח המשולש   

  .CEFאת שטח המשולש  Sהביעו באמצעות       

  .Gבנקודה  ABחותך את  DFג. המשך   

  .BFGאת שטח המשולש  Sהביעו באמצעות       
  

  

  

A

B C

D E

F

N

M

L

K
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H
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F

M

AB

C D E
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4.  ABC  הוא משולש שווה שוקיים(AB BC).  

AK ו -CL  ,הם תיכונים במשולש  

  .Dהחותכים זה את זה בנקודה 

AKנתון:  CL.  

BD: וחיא. הוכ AC.  

BLDKאת היחס  וב. חשב

ABC

S
S

.  

  .ALKCהמרובע גל החוסם את כז המעהוא מר Mג. 

AML: וחי) הוכ1(           90 .  

AMאת היחס  ו) מצא2(         
AD.  

  .תוכלו להשאיר שורש בתשובתכם                   
  

  . ADהוא  EAFזווית - חוצה AEFנתון כי במשולש   .5

D  היא נקודת ההשקה של הצלעEF למעגל  ,   

  בהתאמה. C- ו Bבנקודות  AF- ו AEהחותך את הצלעות 

  ציור).  (ראו Aהמעגל עובר גם דרך קדקוד 

BC: א. וחיהוכ EF.  

ABDב.        DCF .  

ADג.               BD DF AB  .   
  

  .F- ו Gנחתכים בנקודות  II- ו Iשני מעגלים   .6

   ,Sבנקודה  Iמשיק למעגל  STהישר   

  .Tקודה בנ IIולמעגל          

  ,Bבנקודה  IIחותך את המעגל  SFהמשך   

  ציור). (ראו  Aבנקודה  Iחותך את מעגל  TFוהמשך   

STכי  וחיא. הוכ   TB
AS ST

.       

AGFכי  וחי) הוכ1(ב.    SFA SAF   .  

SFAאז  נמצאות על ישר אחד,  B- ו A ,Gכי אם הנקודות  וחי) הוכ2(       60 .    
  

  שוקיים.- המשולש הוא שווה כי אם במשולש שני תיכונים שווים זה לזה, וחיא. הוכ  .7
  

  K- ו L ,Mהנקודות  ABCב. במשולש   

  , בהתאמה. AB- ו CB ,CAהן אמצעי הצלעות     

  היא נקודת מפגש של התיכונים במשולש, Pהנקודה     

  ונתון שהיא נמצאת על מעגל העובר       

  ציור). (ראו C- ו L ,Mדרך הנקודות              

AL  נתון גם כי       BM.  

BMכי  וחי) הוכ1(              AC.  

AKכי  וחי) הוכ2(       AM.  
  

A

B C

DE F

A

B
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F
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  .ABCDנתונה מקבילית   .8

  . Fבנקודה  Oמשיקה למעגל שמרכזו  ABהצלע   

  ציור). (ראו Gמשיק למעגל בנקודה  CBהמשך הצלע          

AFנתון:    AD.  

  .DGנמצאת על הישר  Fי הנקודה כ וחיא. הוכ  

BOב. נתון גם:    BC ,FC DC.  

OFכי  וחי) הוכ1(       FC.  

1כי  וחי) הוכ2(             
2FB BO.    

  

  חסום במעגל. ABCצלעות - משולש שווה  .9

  ,נמצאות על המעגל L- ו Dנקודות   

BD- כך ש          LC.  

   E הנחתכים בנקוד BD- ו ALהמיתרים   

  ציור).  (ראו

  הוא מקבילית. LEDCכי המרובע  וחיא. הוכ  

  צלעות.- הוא משולש שווה ADEכי  וחי) הוכ1ב. (  

LCכי  וחי) הוכ2(       LB LA .    
  

   CE- ו BDהמשכי הצלעות  BDECבמרובע    .10

  , כמתואר בציור.Aנפגשים בנקודה   

  חסימה במעגל.- הוא בר BDECנתון כי המרובע   

ADEכי  וחיא. הוכ   ACB .  
  

  .ADEמשטח המשולש  4גדול פי  ACBמשולש נתון: שטח ה  

EAF- כך ש EDנמצאת על הצלע  Fנקודה    DAF .   

  .Gבנקודה  BCחותך את  AFהמשך          

AEFכי  וחי) הוכ1ב. (   ABG .   )2את היחס  ו) מצאEF
BG

.  

GCכי  וחיג. הוכ   AD
BG AE

.     

  

11.  AC 1וא קוטר במעגל שמרכזו הO. BD  2הוא קוטר במעגל שמרכזוO.  

   בהתאמה. B- ו Aבנקודות  2O- ו 1Oישר משיק למעגלים   

1המשיק חותך את קטע המרכזים    2O O  בנקודהE ציור). (ראו  

  ס"מ, 30הוא  1Oנתון: רדיוס המעגל   

  ס"מ, 20הוא  2Oרדיוס המעגל           

1אורך קטע המרכזים            2O O  ס"מ. 90הוא  

1את היחס  ו) מצא1א. (  

1

O E
O C

  .ו. נמק

1כי  וחי) הוכ2(       2EO C EO D .  

     .CDנמצאת על הישר  E כי הנקודה וחיב. הוכ  
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   .ADנמצאת על הצלע   Eהנקודה  ABCDבמקבילית    .12

  ציור). (ראו Fבנקודה  CDחותך את המשך  BEהמשך          

 סמ"ר.  27הוא  ABEנתון: שטח המשולש   

  סמ"ר. 48הוא  DFEשטח המשולש 

  .BEDאת שטח המשולש  וא. מצא  

  הוא בר חסימה במעגל. BCDEב. נתון גם כי המרובע   

ABאת היחס  ומצא      
EF

.   

  

13.   PA ו -PB  משיקים למעגל שמרכזוO.    

  ציור). (ראו Dחותך את המעגל בנקודה  BOהמשך   

PO: וחיא. הוכ   AD.  
    

AC- כך ש DBנמצאת על הקוטר  Cהנקודה    DB.  

ADC: וחיב. הוכ POB .  
    

         PD  חותך אתAC  בנקודהE.  

DEC: וחיג. הוכ DPB .  

AC: וחיד. הוכ   2EC .  
  

  .Oגל שמרכזו חסום במע ABCDמרובע    .14

   היא קוטר. ABהצלע   

  E  היא נקודה על המשךAD כך ש -CE AE.  

CDE: וחיא. הוכ   ABC .  
    

ODנתון גם:  AC ,CDE

ABC

1
4

S

S



.  

OCכי  וחיב. הוכ   AD.  

    משיק למעגל.  CEכי  וחיג. הוכ  
  

  .PDCנתון משולש    .15

  .PCעל הצלע מונחות  L- ו Bהנקודות   

  כמתואר בציור. ,PDמונחות על הצלע  K- ו Aהנקודות   

  הוא בר חסימה במעגל ABLKנתון כי המרובע   

  הוא בר חסימה במעגל. KLCDוגם המרובע   

AB וחיא. הוכ   DC.  
    

PAס"מ 3נתון:     ,4 ס"מPB  שטח המשולש ,ABP  הואS ,סמ"ר  

  סמ"ר. 24Sהוא  ABCDשטח המרובע   

  .ו? נמקABCDב. האם אפשר לחסום במעגל את המרובע   

  .PDאת אורך הצלע  וג. מצא  

BLס"מ 5ד. נתון גם:    .  

  .KLCDאת שטח המרובע  Sבאמצעות  ועיבדמיון משולשים והב והיעזר      

F
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CD

E

A

A
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  (ראה ציור).  ADנמצאת על הצלע  Eהנקודה  ABCDבריבוע    .16

   C- ו E ,Dעגל העובר דרך הנקודות מ

  ,Mבנקודה  BDחותך את האלכסון 

  .Nבנקודה  BCואת הצלע 

   Bנמצאת בין הקדקוד  Mהנקודה 

  .CEעם  BDובין נקודת החיתוך של 

CDא. הוכיחו כי  EN.  

  , ארוך ממנו או שווה לו? נמקו.CEקצר מהקטע  DMב. האם הקטע 
  

   נתונים שני מעגלים בעלי רדיוס שונה,   .17

  .Fהמשיקים זה לזה מבחוץ בנקודה   

  AC  משיק לשני המעגלים בנקודותB ו -C,  

  AE  משיק לשני המעגלים בנקודותD ו -E, .כמתואר בציור  

  הוא טרפז שווה שוקיים.BDECשהמרובע  וחיא. הוכ  

    Fב. המשיק המשותף למעגלים עובר בנקודה   

  בהתאמה. H- ו G, בנקודות DE- ו BCת שוקי הטרפז, חותך א             

  הוא קטע אמצעים בטרפז. GH: וחיהוכ      

  את רדיוס המעגל הגדול   R- ג. נסמן ב  

Rכי  וחיאת רדיוס המעגל הקטן. הוכ r- וב              BD r CE  .  
  

  .Oנתון מעגל שמרכזו    .18

  ABCD  הוא טרפז ישר זווית)AB DC ,( ADC 90 .  

  ,Eמשיקה למעגל בנקודה  ADהצלע   

  הוא קוטר.  BC- נמצאות על המעגל כך ש C- ו Bוהנקודות   

   כמתואר בציור. ,Fחותכת את המעגל בנקודה  DCהצלע   

BCDא. הוכח:    2 DEF .  

ABEב. הוכח:    DFE  .  

BCג. הוכח:     DF DC .  
  

  הוא מקבילית. ABCDהמרובע    .19

  היא זווית חדה. Aהזווית   

  BCהיא אמצע הצלע  Eהנקודה   

  ציור). (ראו CDאמצע הצלע  Fוהנקודה   

  .Sהוא  ECFשטח המשולש  א.  

  ABCDאת שטח המקבילית  ועיהב       

  .ו את תשובתכם. נמקSבאמצעות        

  .BEהיא אמצע הקטע  Lב. הנקודה   

  בהתאמה.  N- ו Mבנקודות  ADואת  BFוחותך את  AB- העבירו ישר המקביל ל Lדרך הנקודה       

LMאת היחס  וחשב             
MN

.  

BEג. נתון    EF האם אפשר לחסום את המרובע .ABFD  ?ו את קביעתכםנמקבמעגל.  
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  חסום במעגל. ABCDהמרובע   .20

  ,CDאת על הצלע נמצ Gהנקודה 

AB- כך ש AG  וגםCB CG.  

   CDהמשך הצלע  חותך את Aהמשיק למעגל בנקודה 

   Kבנקודה  CBוחותך את המשך הצלע  ,Lבנקודה 

  ציור). ו(רא

ADכי  וחיא. הוכ AG.  

ABKכי  וחי) הוכ1ב. ( ~ CDA .  

2ADכי  וחי) הוכ2(     BK CD.  

LDAכי  וג. הרא

KAB

S LA
S AK



 .  

  

21.  ABCD .הוא מעוין   E ו -F  הן אמצעי צלעותAB ו -BC .בהתאמה  

  היא מפגש האלכסונים של המעוין. Kהנקודה 

  , AB- העלו אנך ל Eמן הנקודה 

  (ראה ציור). Gבנקודה  BDהחותך את המשך האלכסון 

  היא מרכז  G: הנקודה וחיא. הוכ

  .ABCהמעגל החוסם את המשולש              
  

  ,Mבנקודה  ACחותך את האלכסון  GFהקטע 

  .BDCאת המשולש  שהיא מרכז המעגל החוסם

  דומים זה לזה. BFG- ו MFC ,BKCשהמשולשים  וחיב. הוכ
  

  ,ABCאת רדיוס המעגל החוסם את המשולש  R- נסמן ב

  .BDCאת רדיוס המעגל החוסם את המשולש  r- וב

 כי  וחי) הוכ1ג. (
MC MF
GB CF

  וכיMF BK
CF CK

.  

r- כי היחס בין אלכסוני המעוין שווה ל ו) הרא2(         
R

.  

  

  . Rורדיוסו  Oחסום במעגל שמרכזו  BCFהמשולש   .22

         BF  .הוא קוטר המעגל  

   –יוצאים שני משיקים למעגל  Aמן הנקודה          

 Bהאחד משיק למעגל בנקודה          

  ,Dבנקודה  CFוהאחר חותך את המשך הצלע 

  .כמתואר בציור שלפניכם

AD :נתון CD . 

BFC: ויחהוכ א. BAD    

  , BC היא נקודה על הצלע  Kנתון:      

  . BFCת חוצה א FK- כך ש     

CF: וחיב. הוכ BOKC
AB
.  

2KB: וחיג. הוכ AB 2R  .  

  . KFCגדול משטח  BFKמדוע שטח  וריד. הסב
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23.  EG וא מיתר במעגל שמרכזו הM  ורדיוסוr .  

  העבירו משיקים למעגל. G- ו Eדרך נקודות     

   EG, העבירו ישר המקביל למיתר Mדרך מרכז המעגל,     

  , כמתואר בציור.L- ו Kוחותך את המשיקים בנקודות 
  

  , העבירו אנך Mדרך מרכז המעגל, 

  אשר חותך את המיתר  KL- ל

EG  בנקודהT  ואת המעגל  

  , כמתואר בציור. I- ו Hבנקודות 

TGנסמן:  a.  

2TG :וחי) הוכ1א. ( ML MG .  

  .r - ו aבאמצעות  KLאת אורך הקטע  ועי) הב2(    

  

   ABCDהעבירו משיקים למעגל כך שנוצר טרפז שווה שוקיים  I- ו Hדרך הנקודות 

  שחוסם את המעגל, כמתואר בציור.

BC וחיהוכ )1ב. ( KL.  

  .r - ו aבאמצעות  ABCDאת היקף הטרפז  ועי) הב2(    

4 - והיקף המעגל יכול להיות קטן מ ABCDג. האם היחס בין היקף הטרפז 


  .ו? נמק

  

24.  AB .הוא קוטר במעגל   

         CD ו -AF  במעגלהם שני מיתרים  

  המקבילים זה לזה.         

         AB ו -CD  נחתכים בנקודהK ציור). ו(רא   

נתון כי           CA AF.   
  (הקשתות המסומנות בציור).         

FABכי  וחי) הוכ1א. (     CAB .  

BKכי  וחי) הוכ2(         BD.  

  הוא מעוין. AFKCכי המרובע  וחיב. הוכ    

BDג. נתון גם כי      AB CD AC  .  

BDCכי  וחי) הוכ1(         CAB   

  הוא קוטר במעגל. CDכי  וחי) הוכ2(        

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

H
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  תשובות:

EKמס" 7.5) 1ב. (  .2 .  )2 (2
5

MH
KH

.   

9ב.   .3
8 S.   .1ג

16 S.     

BLDKהוכחה.  ב. א. . 4

ABC

1
3

S
S

.   ) .5)  2) הוכחה.  (1ג
22

AM 0.79AD  .   

9) 1א. (  .11
5  .  

3סמ"ר.   ב.  36א.   .12
4

AB
EF

.   

  . CE- קצר מ DMב.   .15

  סמ"ר. 16Sד.    ס"מ. 15ג.   ב. לא.   .16

ABCDS. א  .19 8S.    .1ב
7

LM
MN

.    ג. לא ניתן לחסום את המרובעABFD .במעגל   

  א. הוכחה. ב. הוכחה. ג. הוכחה. . 22

KC. בנוסף לפי משפט חוצה זווית KC- ו KBלשני המשולשים יש גובה משותף לצלעות ד.     KB.  

 )2)  הוכחה.  (1א. ( . 23
22rKL

a
) .2)  הוכחה.   (1.  ב( 

2

ABCD
8rP
a

.  .ג. לא  

  . ) הוכחה2(  ) הוכחה.1) הוכחה.   ב. הוכחה.  ג. (2) הוכחה.  (1א. (  .24
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  טריגונומטריה
  

  , 571לשאלון ומטריה בהתאם חלק זה כולל שאלות בנושא טריגונ         

  כרך ג' מאת יואל גבע ואריק דז'לדטי. 806בספר שוהוא מהווה השלמה לפרק הלימוד          

  הבגרות.השאלות מתאימות ברמתן לבחינת          
  

ABC (ABשוקיים - במשולש שווה  .1 AC),  

  BM ציור). הוא תיכון לשוק (ראו      

BACנתון:    50 .  

  .AMBאת גודל הזווית הקהה  וא. חשב  
    

  .Dעד הנקודה  BMממשיכים את   

  נתון גם:  

   ס"מ. 10הוא  ABCרדיוס המעגל החוסם את המשולש   

       ס"מ. 14הוא  ABDרדיוס המעגל החוסם את המשולש          
    

      .AMDאת זוויות המשולש  וב. חשב
  

ABCD (DCשוקיים - טרפז שווה  .2 AB)  

  .Mחסום במעגל שמרכזו   

  הוא קוטר במעגל זה. ABהבסיס   

  .Lאלכסוני הטרפז נפגשים בנקודה   

   Kבנקודה  DCחותך את  MLהמשך   

BADציור). נתון כי  (ראו    .  

KLאת היחס  באמצעות  ועיהב  
LM

.       

  

  . Aיקים מבפנים בנקודה שני מעגלים, גדול וקטן, מש  .3

  ,נמצאת על המעגל הגדול Fנקודה          

  . AFשל שני המעגלים נמצא על  קטע המרכזיםכך ש         

AF  חותך את המעגל הקטן בנקודהE .  

  שעל המעגל הקטן העבירו ישר  Bדרך נקודה 

  למשיק המשותף לשני המעגלים.  המקביל

   ציור). (ראו Cהמקביל חותך את המעגל הגדול בנקודה 

  .rהוא , ורדיוס המעגל הקטן Rרדיוס המעגל הגדול הוא 

BACנתון:      ,FAB  .  

  .ו. נמקBCAאת  - ו באמצעות  ועי) הב1א. (  

ACאת היחס  - ו רק באמצעות   ועי) הב2(      
AB

.  

Rאת היחס  - ו באמצעות  ועיב. הב  
r

.  
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ABCD (ADשוקיים - נתון טרפז שווה  .4 BC).  

  .Oהיא קוטר במעגל שמרכזו  ADהשוק   

  .Fמשיקה למעגל בנקודה  BCהשוק   

  ציור). ראו( Eבנקודה  DCהמעגל חותך את הבסיס   

BCDנתון:   .  

  .FODאת גודל הזווית  באמצעות  ועיא. הב  

  .ODFאת גודל הזווית  באמצעות  ועי) הב1ב. (  

DEאת היחס  באמצעות  ועי) הב2(      
DC

.     

  

ABCD (ABבמעגל חסום טרפז   .5 DC).  

   ציור). בתוך הטרפז (ראו Oמרכז המעגל   

  .h וגובה הטרפז הוא Rרדיוס המעגל הוא   

CODנתון:      ,BOA 3 .  

  .DABאת  באמצעות  ועיא. הב  

  .R- ו את האורך של שוק הטרפז באמצעות  ועיב. הב  

  .h- ו את האורך של שוק הטרפז באמצעות  ועיג. הב  

הוא  CODד. נתון כי שטח המשולש 
2

2
h

12cos 2
.   

  .מצאו את     
  

ABCD (BCנתון טרפז   .6 AD) בחצי מעגל שמרכזו  החסוםO   

  הוא קוטר של חצי המעגל. AD- כך ש, Rורדיוסו          

  מחוץ למעגל  נפגשים DC- ו ABהמשכי השוקיים   

   ציור). (ראו Eבנקודה          

EADנתון:            .  

  .BCאת אורך הקטע  - ו Rבאמצעות  ועיא. הב  

  של כל הערכים האפשריים ב. מהו התחום   

  .ו? נמקעבור הזווית       

  .CODמשטח משולש  9גדול פי  AEDג. נתון כי שטח המשולש   

  ?Rלבין  AEDמהו היחס בין רדיוס המעגל החוסם את המשולש      
  

7.  ABC שוקיים - הוא משולש שווה(AB BC).  

  AF ,CE ו -BD הם תיכונים במשולש ,  

   ציור). (ראו Oבנקודה הנחתכים          

BOE :וחיא. הוכ   CODS S .   
    

  .Dבנקודה  ACמשיק לצלע  Oמעגל שמרכזו   

  .AOCכי שטח העיגול שווה לשטח המשולש  נתון  

  .ACEאת גודל הזווית  וב. חשב  

     באמצעות רדיוס המעגל. OEאת אורך הקטע  ועיג. הב  
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) AFCזווית - במשולש ישר  .8 AFC 90 ) ,  הנקודהK מצאת על הגובה ליתר, נ  

FAK- כך ש            ו -KAC  .         

B  היא נקודה על היתרAC כך ש -AKB 90  ציור). (ראו  

  ,Rהוא  AFCרדיוס המעגל החוסם את המשולש 

  .rהוא  AKBורדיוס המעגל החוסם את המשולש 

AFאת היחס  - ו באמצעות  ועי) הב1א. (
AK

.  

Rאת היחס  - ו באמצעות  ועיהב) 2(    
r

 .  

       .AKFבלבד את רדיוס המעגל החוסם את המשולש  r- ו Rבאמצעות  ועיב. הב
  

) ACBזווית - שולש ישרבמ  .9 ACB 90 )    

  .ACהיא אמצע הניצב  Gנקודה   

BG- כך ש GBנמצאת על  Pנקודה    4 PG    

  (ראו ציור). רדיוס המעגל החוסם   

GC. נתון: Rהוא  CGBהמשולש  את BC.  

  את רדיוס המעגל  Rא. הביעו באמצעות 

  .ACBהחוסם את המשולש     

   Pאת מרחק הנקודה  Rו באמצעות ב. הביע

      .ACBממרכז המעגל החוסם את המשולש     
  

10.  ABC  הוא משולש ישר זווית)ABC 90 (.  

M היא נקודה על היתר כל ש - AM : MC 3 : 4 .:נתוןABM 30  ,BM 8.  

MC: ) סמנו1א. ( 4x  וחשב את זוויות המשולשABC.  

  .CBM- ו ABMאת המשולשים מים את הרדיוסים של המעגלים החוס ו) חשב2(            
  בהתאמה. 2O- ו 1O- ב CBM- ו ABMב. נסמן את מרכזי המעגלים החוסמים את המשולשים 

1מדוע המרובע  וריב) הס1(     2BO MO .הוא דלתון  

1את אורך הקטע  ו) חשב2(          2O O.  
  

11.  ABC  הוא משולש החסום במעגל שרדיוסוR . 

  בהתאמה,  AC- ו ABנמצאות על הצלעות  E- ו Dהנקודות 

  הוא מעוין  ADFE, כך שהמרובע BCנמצאת על הקשת  Fוהנקודה 

BAC :נתון (ראו ציור).   , . ABC    

  . ABFאת  - ו ) הביעו באמצעות 1א. (

   .AF את אורך האלכסון  - ו R ,) הביעו באמצעות 2(       א.  

  את אורך צלע המעוין . - ו R ,ב. הביעו באמצעות 

  הוא קוטר במעגל. AFנתון כי     

22Rראו כי שטח המעוין הוא ג. ה tan
2
 .  

3הוא  ADFEד. נתון כי רדיוס המעגל החסום במעוין  R
5

  .. חשבו את  
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  ציור). (ראו ACנמצאת על האלכסון  E. הנקודה ABCDנתון מלבן   .12

DACנתון כי     , ADE  .  

    1R  הוא רדיוס המעגל החוסם את המלבןABCD.  

    2R וא רדיוס המעגל החוסם את המשולש הADE.  

1את היחס  ועיא. הב    

2

R
R

  . - ו באמצעות  

כי כאשר  וב. הרא        1מתקיים

2

R
2

R
.  

60ג. נתון כי        ,15  .  

  שווה שוקיים. הוא משולש DECכי  ) הראו1(       

  .1Rבאמצעות  2BEאת  ועי) הב2(       
  

  הן נקודות F- ו ABCD .Eנתון מעוין   .13

  בהתאמה AB- ו ADעל הצלעות   

AE- כך ש   AF ו -FB 2AF.  

DCBנתון כי    60 .  

  .FCBאת גודל הזווית  ומצאא.   

  .bהוא  ACב. נתון כי אורך האלכסון   

          .AECFאת היקף המרובע  bבאמצעות  ועיהב      
  

ADשבו  ADCשוקיים - נתון משולש שווה  .14 AC.  

   DCנמצאת על הצלע  Bנקודה   

AB- כך ש   BC ו -DC 3BC .(ראה ציור)  

  .ADCא. מצאו את גודל הזוויות במשולש   

   ADCב. נתון גם כי שטח המשולש   

16הוא          סמ"ר. 3

     BT  הוא גובה לצלעAC  במשולשABC.  

        .DTשל הקטע מצאו את האורך              
  

ABCD (BCנתון טרפז   .15 AD).  

   ADנמצאת על המשך  Eהנקודה   

CE- כך ש   BD .(ראה ציור)   

CADנתון:    2 DBC ,  

                  DB 1.8AC.  

  .CEAא. מצאו את גודל הזווית   

  סמ"ר. 87.873הוא  ACEב. נתון גם כי שטח המשולש   

 מצאו את גובה הטרפז.             

    

  

  

  

A

B

C

D

A

B C

D E

A B

CD

E

F



 כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי                       
 

34

  .Mמאונכים זה לזה ונפגשים בנקודה  ABCDפז אלכסוני הטר  .16

  E  היא אמצע השוקBC .(ראו ציור)  

ACDנתון:      ,ACB   ,DC a.  

  .MEאת האורך של  - ו a ,א. הביעו באמצעות   
    

נתון:   
tan 1
tan 3

 


aס"מ 6.6,  .  

  .ABורך של ב. מצאו את הא  
    

BMס"מ 1.3נתון גם:    .  

             .DCBג. מצאו את הזווית   
  

ABC (ABשוקיים - נתון משולש שווה  .17 AC).  

  AE  הוא גובה לבסיסBC, ו -BT  הוא תיכון לשוקAC ציור). (ראו  

ACBנתון:      ,TBC   ,BC 2k.  

  בלבד. - ו kבאמצעות  TCרך של את האו ועי) הב1א. (  

  ), 1סעיף א(- בתת ו) היעזר2(      

)sin כי ווהרא                   ) 4sin cos     .  

TEס"מ 5ב. נתון גם:     ,4 ס"מk .  

    . את ו) מצא2(   .את  ו) מצא1(      
  

   .ABCצלעות - נתון משולש שווה  .18

  ציור). ולש (ראונמצאת בתוך המש Tנקודה   

TBCנתון:      ,n ס"מCT ,  

  d ס"מBT  ,t ס"מAT .  

  ס"מ. 2אורך צלע המשולש הוא   

כי  וחיא. הוכ  
2 2n tsin( 30 )
4d
  .  

      .d- ו באמצעות  ATCאת שטח המשולש  ועיב. הב  
  

  .ABCהיא מרכז המעגל החסום במשולש  Oהנקודה   .19

  .Eבנקודה  BCחותך את הצלע  AOהמשך   

  Fבנקודה  ABחותך את הצלע  COהמשך   

  ציור). (ראו  

BACון: נת     ,ABC  .  

AEאת היחס  - ו באמצעות  ועיא. הב  
CF

.  

1ב. נתון גם:   
2

AE
CF

 ,60  .  

1- שווה ל ACBס המעגל החוסם את המשולש כי רדיו והרא      
2 BC.           
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ABC (ABשוקיים - במשולש שווה  .20 AC)  2זווית הבסיס היא.  

  הזווית - היא מפגש חוצי Eהנקודה   

  חותך  CE. המשך ABCבמשולש 

  (ראה ציור). Dבנקודה  ABאת הצלע 

3ECנתון:   
DE 2sin




 ,BAC 90 .  

  .א. מצאו את   

   ABCב. מצאו את היחס בין רדיוס המעגל החוסם את המשולש   

  .ABCבמשולש  החסוםובין רדיוס המעגל       

   ABCג. נתון כי ההפרש בין רדיוס המעגל החוסם את המשולש   

  .AEס"מ. מצאו את אורך הקטע  2הוא  ABCבמשולש  החסוםדיוס המעגל ובין ר     
  

21.  ABC  הוא משולש שווה שוקיים(AB AC).  

BD במשולש  הוא חוצה זוויתABC.  

  .Eבנקודה  ABCחותך את המעגל החוסם את המשולש  BDהמשך הקטע 

  .2הוא  ABCגודל הזווית 

ABCאת  באמצעות  ועיא. הב

ADE

S
S



 ,  

  .םאין צורך לפשט את הביטוי שקיבלת .ADEשטח המשולש ובין  ABCהיחס בין שטח המשולש     
  

ABCאת היחס  וחשב .ABCמשולש שווה באורכו לרדיוס המעגל החוסם את ה BEנתון: ב. 

ADE

S
S



.  

  

  .ABאת אורך השוק  a- נסמן ב

  .ABCאת רדיוס המעגל החסום על ידי המשולש  aבאמצעות  ועיג. הב
  

  שוקיים - חסום בטרפז שווה rמעגל שרדיוסו   .22

ABCD (AB DC).נתון:  , כמתואר בציורBCD 70 .  

    :rבאמצעות  ועיא. הב  

  ) את הבסיס הגדול של הטרפז.1(      

  ) את שוק הטרפז.2(      

  ) את אלכסון הטרפז.3(      

  את היחס בין רדיוס המעגל החסום בטרפז וב. מצא  

  ובין רדיוס המעגל החוסם את הטרפז.      
  

23.  ABCD  הוא טרפז חסום במעגל(AB DC).  

ABנתון:    a ,CD b (a b).C 60  .  

  .b- ו a, באמצעות AD- ו BCאת שוקי הטרפז,  ועיא. הב  
     

aנתון:    4 אורך האלכסון ,BD  4הוא 7.  

  .bאת  וב. חשב  

  .Rאת  והוא רדיוס המעגל החוסם את הטרפז. מצא R) 1ג. (  

  .ABCDשר לחסום מעגל בטרפז מדוע אפ ורי) הסב2(     

     )3 (r את  והוא רדיוס המעגל החסום בטרפז. מצאr.  
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  . ABCDנתונה מקבילית   .24

AC  ,ציור.כמתואר בהוא האלכסון הארוך  

  .Oחסום מעגל שמרכזו  ABCבמשולש 

  3- ו 6 נמצאת במרחקים Oנתון: הנקודה 

OA בהתאמה; AC- ו ADמן הישרים  10.  

  את גודלי זוויות המקבילית. וא. חשב

  .ACאת אורך האלכסון  וב. חשב

  את שטח המקבילית. וג. חשב
  

25.  ABCD  הוא מעוין שאורך צלעו הואa.   

BADנתון:            60 .  

  .Mחסום מעגל שמרכזו  ABDבמשולש     

  למעגל  העבירו משיק C דקודמן הק    

  ABשהמשכו חותך את הצלע               

  למעגלוהוא משיק  Fבנקודה 

  ציור). (ראו Kבנקודה 

  המעגל.את רדיוס  aבאמצעות  ועיא. הב

   Mמדוע הנקודה  ורי) הסב1ב. (

  .ACנמצאת על אלכסון המעוין          

  .ACFאת גודל הזווית  ו) חשב2(    

  .ACFאת שטח המשולש  aבאמצעות  ועיג. הב
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

O

A

B C

D



 כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי                       
 

37

  תשובות:
  

60.22 ,79.44 ,40.34.   2. cos2 ב.   .100.56א.   .1 .  

90)  1א. (  .3 ( )  .   )2 (
cos

cos( )


 
.    ב. 

2

2

cos

cos ( )


 

.   

270. א  .4 2 ) .45) 1.  ב  )  .2 (sin cos sin 2
1 sin 2sin(135 )sin( 45 )

  
    .  

90א.   .5
2
.2 .  בR cos .ג  .h

cos
2


BCא.   .30.   6.  ד.  2R cos2  .   .45ב 90   .   .1.59ג.  

ACEב.   .7 17.66 .   .ג
2R 1OE 1.648R

2
   .  

AF) 1א. (  .8 cos
AK cos( )


 

)  .2 (
2

2
R cos
r cos ( )


 

R.   ב.  r.  9.   .10א R
2

R ב.   .
2

.   

2 (ABMR(.  53.13 ,36.87 ,90) 1. (א  .10 5 ,ACBM
2R 6 3.  

1) 1ב. (        1BO MO 5  ,2 2
2BO MO 6 3   .)2 (18 3.  

) 1א. (  .11
2
) .2 (2R sin( )

2
 .ב   .

R sin( )
2

cos
2


 


  53.13ג. הוכחה.   ד. .   

1א.    .12

2

R sin( )

R sin

 



2) 2) הוכחה.  (1(.  ג.  . הוכחהב .   2

1BE R (4 3) .  

4ס"מ 10.58ב.     .30 ,30 ,120א.   .2.063b.   14.  ב. 23.41א.   .13 7  ס"מ .   

aא.   .16ס"מ.    7.845ב.    .25.84א.   .15 cosME
2cos




ABס"מ 2.2.   ב.   .  .49.94 ג.  

kTCא.   .17
2cos




66.42) 1.  ב. (  .  )2 (37.37  .  

3ב.   .18 d sin(60 ) sin     
  3או d cos(30 )  .  19.   .א

 
 

sin( )cos
AE 2
CF sin sin

2

  


  
 .      

20א.   .20   .א  .21 ס"מ.  1.459.  ג. 2.79.  ב  .
3

ABC

ADE

S sin2 sin4 sin3
S sin




    



rג.  .  20.99ב.  .   0.165a.  

        .0.6435ב.    .2 (2.128r.    )3 (2.92r.   (2.856r) 1א. ( . 22

ADא.   .23 BC b a  .   .בb 12.   ) .1ג (R 6.11.   )3 (r 2 3.       

ACב.   . 125.67 ,54.33א.   .24 27.08.    .גABCDS 171.73.  

aא.   .25 3R
6

2(  ) הוכחה. 1( ..  ב (ACF 14.478  .2.   ג
CFS 0.267a .  
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  פונקציות רציונליות
  

  השלמה , והוא מהווה 571פרק זה כולל פונקציות רציונליות המתאימות לשאלון          

  . כרך ד' מאת יואל גבע ואריק דז'לדטי 806בספר לפרק הלימוד ש         

  פונקציה, אלא מדגישות רעיון מסוים. של ואינן כוללות חקירה מלאה רוב השאלות קצרות          

  הדגשנו בעיקר את הרעיונות הבאים:          

  פתרון שאלות באמצעות גרף הפונקציה, טרנספורמציות של פונקציה רציונלית          

1(הזזות, מתיחות, שיקופים וכו')  וחקירה של הפונקציה          
f (x)

 ,  

f- הנקראת פונקציה הופכית ל          (x) בהסתמך על גרף הפונקציה ,f (x).  

הבעה על ידי פרמטרים (כולל הקשר בין ערך הפרמטר למספר הפתרונות של המשוואה),          

  " בגרף, פונקציות ללא תבנית אלגברית ידועה.יםאסימפטוטות  אנכיות ואופקיות, "חור
   

  

נתונה הפונקציה   .1
2
2f (x)

x x



.   

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  ו) מצא1(א.    (x).  

fאת האסימפטוטות של הפונקציה  ו) מצא2(       (x) .המאונכות לצירים  

fאת השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה  ו) מצא3(       (x).  

fסקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט4(       (x).   

g(x)המקיימת:  g(x)ב. נתונה הפונקציה    f (x) 2 .  

  .שלפניכם סעיפים- על התת הסתמכו על סעיף א, וענו      

  ?g(x)) מה הן האסימפטוטות המאונכות לצירים של הפונקציה 1(      

   g(x)) מה הם השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה 2(      

          .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט3(      

h(x)מקיימת:  h(x)ג. הפונקציה    f (x) k  .  

  . 4הוא  h(x)של נקודת הקיצון של הפונקציה  y- עבורו שיעור ה kאת הערך של  ומצא             
  

  הפונקציה נתונה  .2
2
9x 18f (x)

x 9x 18


 
.   

  

  ות לצירים, מאונכקודות חיתוך עם הצירים, אסימפטוטות : תחום הגדרה, נו. מצאא  

  נקודות קיצון, תחומי עליה וירידה.              

  סקיצה של גרף הפונקציה. ו. שרטטב     

g(x)מקיימת  g(x). הפונקציה ג   f (x) k  . הגרף של הפונקציהg(x) משיק לציר ה -x.  

  .kשל  את הערכים האפשריים ו) מצא1(             

  ,kאת הערך הגדול יותר של  ובי, הצםשמצאת k) מבין שני ערכי 2(             

  . g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  וושרטט                  
  

fרציונלית פונקציה גרף של  א. לפניכם  .3 (x),  

xהמוגדרת בתחום               1.  

g(x)נגדיר        f (x)  .  

   g(x)הפונקציה סקיצה של גרף  ושרטט             

x  אותו התחום.ב             

y
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  ,h(x)רציונלית פונקציה גרף של  ב. לפניכם  

xהמוגדרת בתחום               1.  

k(x)נגדיר        h(x)  .  

   k(x)הפונקציה סקיצה של גרף  ושרטט             

  באותו התחום.             
  

2xנתונה הפונקציה   .4 5f (x)
x 4



.   

  ) תחומי עלייה וירידה.3) נקודות קיצון.  (2) תחום הגדרה. (1: (וא. מצא

  ות לצירים.) אסימפטוטות מאונכ5( ) נקודות חיתוך עם הצירים. 4(                 

  סקיצה של גרף הפונקציה. וב. שרטט           

2xנה הפונקציה . נתוג   5g(x)
x 4
 


 .  

  ?g(x)) מה הן האסימפטוטות המאונכות לצירים של הפונקציה 1(      

  .g(x)שרטט סקיצה של גרף הפונקציה בסעיפים קודמים ו ו) היעזר2(             
  

  צירים של כל אחת מהפונקציות הבאות:ד. מצאו את האסימפטוטות המאונכות ל  
  

      )1 (f (x) 6           )2 (f (x 6)             )3 (6 f (x)             )4 (f (x) 6            
  

fרציונלית פונקציה גרף של  לפניכם  .5 (x) המוגדרת כאשר ,x 2.  

  גרף הפונקציה נפגש עם הצירים רק בראשית,  

  .  ציור מינימום, ראו (27;3)ונקודת הקיצון היחידה של הגרף היא          

g(x)מקיימת  g(x)הפונקציה    f (x 2) .   

  .g(x)של הפונקציה  את תחום ההגדרה וא. מצא  

  .g(x)של גרף הפונקציה  את שיעורי נקודת הקיצון וב. מצא  

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ושרטטג.   

fד. נקודת הקיצון של הפונקציה    (x a) נמצאת על ציר ה -y.  

  .aאת הערך של הפרמטר  ומצא      
  

נתונה הפונקציה   .6
2

2
x x 2f (x)
(x 1)
 


.  

  : ואת הפונקציה ומצא ורא. חק  

  עלייה וירידה.   ) תחומי3) נקודות קיצון.   (2(     ) תחום הגדרה.1(             

  ות לצירים.) אסימפטוטות מאונכ5( ) נקודות חיתוך עם הצירים. 4(             

  סקיצה של גרף הפונקציה. וב. שרטט  

fשל של כל הנקודות הנמצאות על הגרף  y- את שיעור ה 4כופלים פי . ג   (x),  

   .h(x)כך שהתקבלה פונקציה  שלהם, x- מבלי לשנות את שיעור ה             

fבאמצעות  h(x)את הפונקציה  ובטא )1(       (x).  

  את סוג הקיצון. ווקבע, h(x)את נקודת הקיצון של הפונקציה  ומצא )2(      

1מקיימת  g(x). הפונקציה ד  
2g(x) f (x) .   

  את סוג הקיצון. ווקבע, g(x)של הפונקציה  את נקודת הקיצון ומצא      

  . מצאו את האסימפטוטות המאונכות לצירים של כל אחת מהפונקציות הבאות:ה  
  

      )1 (2f (x) 3           )2 (f ( x)             )3 (f (2 x)             )4 (f (3x 6)            

y

x

x

y
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22y נתונה הפונקציה  .7 x
x

 . ו:  מצא  

  וירידה.ב. שיעורי נקודת הקיצון וקבעו את סוגה.  ג. תחומי עלייה  תחום הגדרה. א.   

  ד. האם לגרף הפונקציה יש נקודות חיתוך עם הצירים?  

  ה. מהי משוואת האסימפטוטה האנכית של הפונקציה?  

fו. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה     (x)  .  

fז. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה            ( x)  .  

fסקיצה של גרף הפונקציה ח. שרטטו            ( x)  .  

g(x): . נגדירט    f (2x) .  

  היעזרו בסעיף ב.. , וקבעו את סוג הקיצוןg(x)נקודת הקיצון של הפונקציה שיעורי את  ומצא              
  

נתונה הפונקציה     .8
2
3xf (x)

x 1



 .  

g(x)מקיימת:   g(x)הפונקציה    f (2x) :נתון .
2
kxg(x)

x m



 .  

  . m- ו kא. מצאו את ערכי הפרמטרים   

)מקסימום, (1.5;0.5)הם:  g(x)ב. נתון כי שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה    0.5; 1.5) .מינימום  

fהפונקציה מצאו את שיעורי נקודות הקיצון של               (x) מבלי לגזור את הפונקציה ,f (x).  
  

א. נתונה הפונקציה   .9
2

2
x 4x 6f (x)
x 4x 5

 
 

.  
  

  את סוגה. ווקבע ,את נקודת הקיצון של הפונקציה ומצא      

g(x): . נגדירב   f (2x) .  

  היעזרו בסעיף א.. , וקבעו את סוג הקיצוןg(x)את נקודת הקיצון של הפונקציה  ומצא             

h(x)ג. נגדיר:    f ( x)  .  

  היעזרו בסעיף א.. , וקבעו את סוג הקיצוןh(x)את נקודת הקיצון של הפונקציה  ומצא             

i(x)ד. נגדיר:    f ( 2x 1)   .  

  סוג הקיצון. היעזרו בסעיף א. , וקבעו אתh(x)מצאו את נקודת הקיצון של הפונקציה              
  

fלפניכם גרף של פונקציה   .10 (x) המוגדרת עבור ,x 0.  

;2)נקודות החיתוך של הגרף עם הצירים הן    0) ,(6; 0).  

1היא נקודת הקיצון של הפונקציה          
3(3, ) .מינימום  

yהישר    1  הוא אסימפטוטה אופקית  

  של הפונקציה, ראו ציור.         
  

g(x) א. נגדיר:   | f (x) k | . 

fציה הפונק משיק לאסימפטוטה האופקית של גרף g(x)ידוע שגרף הפונקציה        (x).  

  את שתי האפשרויות).  ו(מצא kהערך של  מצאו את      
h(x) ב. נגדיר:   | f (x) | m . 

fהפונקציה  משיק לאסימפטוטה האופקית של גרף h(x)ידוע שגרף הפונקציה        (x).  
  את שתי האפשרויות).  ו(מצא mהערך של  מצאו את      

  :xג. מצאו לאילו ערכי          

f) הגרף של הפונקציה 1(              (x) f (x)  2מתלכד עם גרף הפונקציהf (x). 

f) הגרף של הפונקציה 2(              (x) f (x) מתלכד עם ציר ה -x.  

x

y
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נתונה הפונקציה    .11
2

2
2x 6xf (x)

x 7x 10


 
.  

  : תחום הגדרה, נקודות חיתוך עם הצירים, ואת הפונקציה ומצא ורא. חק      

  ות לצירים.דות קיצון, אסימפטוטות מאונכ, נקותחומי עלייה וירידה             

  סקיצה של גרף הפונקציה. וב. שרטט     

מקיימת:  g(x)ג. הפונקציה    ng(x) f (x) ,n .הוא מספר זוגי  

  . g(x)את נקודות הקיצון של הפונקציה  ו) מצא1(             

  במידת הצורך. n- היעזרו ב                  

  להיעזר בסעיפים קודמים. ותוכל           

  . g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ו) שרטט2(      
  

נתונה הפונקציה   .12
2

2
ax 4xf (x)

x 3x b


 
. a ו -b  .הם פרמטרים  

xנתון:    1 ,y 1 .הן אסימפטוטות של הפונקציה  

  .bואת  aא. מצאו את   

  ) מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה.1ב. (  

  ) מצאו את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים (אם יש כאלה).2(      

x) האם יש לפונקציה אסימפטוטות  נוספות המאונכות לצירים (מלבד 3(       1 ו -y 1 ?(  

  הסבירו את תשובתכם.                  

  העלייה והירידה של הפונקציה (אם יש כאלה).) מצאו את תחומי 4(      

  ג. סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה.  

|מתקיים:  xד. עבור אילו ערכי    f (x) | f (x)  .נמקו .  
  

נתונה הפונקציה   .13
2

2 1f (x) a
x 2 (x 2)

  
 

 .a   .הוא פרמטר  

  במידת הצורך. aו על סעיף א. הביעו את תשובותיכם באמצעות ענ  

f) מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה 1א. (   (x)  .  

  ם.) מצאו את המשוואות של האסימפטוטות המאונכות לצירי2(                                                      

f) מצאו את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה 3(         (x) .(אם יש כאלה), וקבעו את סוגן  

f) מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 4(       (x).  
  

fנתון כי גרף הפונקציה    (x) משיק לציר ה -x.  

  .aב. מצאו את   
  

  ד.- שמצאת וענו על הסעיפים ג aהציבו את הערך של   

fג. סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה    (x).  
  

g(x)ד. נתונה הפונקציה    | f (x) k | .  

fמשיק לאסימפטוטה האופקית של גרף הפונקציה  g(x)ידוע שגרף הפונקציה        (x) .  

  (מצא את שתי האפשרויות).  kמצאו את              

  נמקו את תשובתכם.              
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פונקציות: נתונה משפחת ה  .14
2

2

(x 2)
f (x)

x a





.  

         a  ,הוא פרמטרa 0 ,a 4.   

  במידת הצורך.  aבאמצעות  ועיעל סעיף א. הב וענ

aבין ינוהבח 0 בין וa 0 .במידת הצורך  

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  ו) מצא1( א. (x).  

fאת שיעורי נקודות החיתוך של גרף הפונקציה  ו) מצא2(            (x) .עם הצירים  

fונקציה את משוואת האסימפטוטה של הפ ו) מצא3(            (x) המקבילה לציר ה -x.  

fאת משוואות האסימפטוטות של הפונקציה  ו) מצא4(            (x) המאונכות לציר ה -x )אם יש כאלה(.  
  

  במידת הצורך.  aבאמצעות  ועיעל סעיף ב. הב וענ

aבין  ינוהבח 4  וביןa 4 .במידת הצורך  

fאת שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה  וב. מצא (x)את סוגן. ו, וקבע  

fשלושה גרפים אפשריים של הפונקציה  כםג. לפני (x) אחר של ערך , כל אחד עבורa. 

IIIהמתאים לכל אחד מן הגרפים aמהו תחום הערכים של  בוכת           I .  

    .כםאת תשובת ונמק             
 

 

  
  

  

 
  

  

 

 
 

 
  

 

  

פונקציות:   נתונות שלוש   .15
2

x 6f (x)
x
   ,    

2xg(x)
x 6




   ,     
2x 1h(x)
x
  

  נמקו. . x- קבעו איזו פונקציה משיקה לציר ה

  הדרכה: לא חובה לגזור את הפונקציה.
  

  נתונות שלוש פונקציות:   .16
2(x 3)

f (x)
(x 3)(x 3)


 

   ,    
2xg(x)

(x 3)(x 3)


 
   ,    

2

x(x 3)
h(x)

(x 3) (x 3)


 

  

  

  א. קבעו לאיזו פונקציה יש את התכונה הבאה: 

  .אחתשבהם היא לא מוגדרת, ואסימפטוטה אנכית  xערכי  שנייש לה      

  ציות האחרות אינן מתאימות. נמקו את בחירתכם, והסבירו מדוע הפונק     

  . x- ב. קבעו איזו פונקציה משיקה לציר ה
  

  

2 

I

f (x)

x
2

II

f (x)

x
2

III

f (x)

x
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  לפניכם שתי טענות.   .17

  קבעו עבור כל אחת מהן האם היא נכונה או לא נכונה. נמקו את תשובתכם.   

  אם הטענה אינה נכונה, הציגו דוגמה נגדית.         

  חותך את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה. ) גרף של פונקציה אינו1(  

  ) גרף של פונקציה תמיד חותך את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה.2(  
  

fנתונה פונקציה רציונלית   .18 (x) :המקיימת ,
g(x)

f (x)
h(x)

.  
  

  עבור כל אחת מהטענות הבאות, קבעו האם היא נכונה. נמקו.  

f) נקודות החיתוך של 1(   (x) עם ציר ה -x  מתקבלות בהכרח בכל נקודה שבהg(x) 0.  

f) נקודות החיתוך של 2(   (x) עם ציר ה -x בה מתקבלות בהכרח בכל נקודה שh(x) 0.  

f) לפונקציה 3(   (x)  יש בהכרח אסימפטוטות אנכיות כאשרh(x) 0.  
  

נתונה הפונקציה    .19
2

2

x 12x 32
f (x)

x 9x 20

 


 
.  

  

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  וא. מצא (x),  

xאו שעבור כל והר      4  בתחום מתקיים  :
x 8

f (x)
x 5





.  

fות לצירים של הפונקציה אונכאת האסימפטוטות המ וב. מצא (x).  

fרציפות סליקה ("חור") של הפונקציה - היא נקודת אי Aג.  הנקודה  (x).  

  . A) מצאו את שיעורי הנקודה 1(    

  חוצה את הזווית שבין הצירים. –עם ראשית הצירים  A) הראו שהישר המחבר את הנקודה 2(    
  

2fנתונה שתי פונקציות:     .20      (x) x 1  ,
1

g(x) x
x

 .   :נסמן
f (x)

h(x)
g(x)

.  

  

  ?h(x)מהו תחום ההגדרה של הפונקציה א.  

h(x)מתקיים:  ב. הראו שבתחום שמצאתם בסעיף א'         x.   

  .h(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ושרטטג.         
  

נתונה הפונקציה    .21
2

2
x kx mf (x)
x 6x 5
 
 

x, המוגדרת כאשר  5 ,x 1.  :נתון
x 5
lim f (x) 1.75


 .  

  

   .m- ו kמצאו את ערכי הפרמטרים          
  

  שבהם היא אינה מוגדרת,  xשמו תבנית אלגברית של פונקציה רציונלית, שיש לה שני ערכי א. ר  .22

  שתי אסימפטוטות אנכיות ואסימפטוטה אופקית אחת.               

  שבהם היא אינה מוגדרת,  xב. רשמו תבנית אלגברית של פונקציה רציונלית, שיש לה שני ערכי           

  אסימפטוטה אנכית אחת ואסימפטוטה אופקית אחת.              
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4g(x)  נתונה הפונקציה  .23 x 4x 4  .   
  

  ?g(x)) מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 1א. (

  , g(x)את שיעורי נקודת הקיצון של הפונקציה  ו) מצא2(           

g(x)מתקיים:  xמדוע לכל  וריוהסב                   1.  

נתונה הפונקציה ב. 
4

4

x 1
f (x)

x 4x 4




 
fמהו תחום ההגדרה של הפונקציה .  (x)ו? נמק.  

  

fהפונקציות   .24 (x) ו -g(x)  :מקיימות
2x

g(x)f (x)  :1. נתוןf (x ) 288 ,1f '(x ) 354 ,1g '(x ) 0 .  

  . 1xחשבו את הערך של           
  

יה נתונה הפונקצ  .25
2

2xf (x)
x 4x k


 

 .  

  

fשלפונקציה  , כךkבאיזה תחום נמצא הפרמטר  ומצא   (x):  

  .שעבורם היא לא מוגדרת  xשני ערכי יש  א.  

  .א לא מוגדרת שעבורו הי xערך אחד של יש  ב.  

  .שעבורם היא לא מוגדרת  xאין ערכי  ג.  
  

נתונה הפונקציה   .26
2

2
x x af (x)
x x a

 
 

 ,a  .הוא פרמטר 

fפונקציה , הaא. לאילו ערכים של    (x)  מוגדרת לכל ערך שלx.  

fפונקציה תחום ההגדרה של הב. מצאו את    (x) אם נתון ,a 1.  

fפונקציה את תחום ההגדרה של ה aג. הביעו באמצעות    (x) אם נתון ,a 0.  
  

נתונה הפונקציה   .27
2

2
x k 6f (x)

x 1
 


    .x, המוגדרת לכל ערך של 

  

fגרף הפונקציה  kא. מצאו לאילו ערכים של הפרמטר    (x) חותך את ציר ה -x .בשתי נקודות שונות  

fב. נתון כי לפונקציה    (x) יש שתי נקודות חיתוך עם ציר ה -x.  

  . 8. המרחק בין הישרים הוא x- דרך נקודות אלה העבירו ישרים המאונכים לציר ה             

  . kמצאו את ערך הפרמטר              
  

נתונה הפונקציה    .28
2

2
x kf (x)
x 9




 .  
  

fשבעבורו אין לפונקציה  kא. מהו הערך של    (x) ?אסימפטוטה אנכית  

kב. נתון    9 .  

f) מצאו את האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה 1(              (x).  

f) לגרף הפונקציה 2(     (x) יש שתי נקודות חיתוך עם ציר ה -x,  

  הנמצאות בין שתי האסימפטוטות האנכיות שלה.         
  . נמקו.kמצאו את תחום הערכים של          
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נתונה הפונקציה    .29
2

3

x a
f (x)

x


.  

  

fיש לפונקציה  aמצאו לאילו ערכים של הפרמטר  (x) .נקודות קיצון  

  כמה נקודות קיצון יש לפונקציה במקרה זה?
  

נתונה משפחת הפונקציות    .30
m(x 1)

f (x) x
x
  .m רמטר. הוא פ  

    

  א. מצאו את תחום ההגדרה של כל אחת מהפונקציות השייכות למשפחה.  
  

fנתון כי לפונקציה           (x) .יש נקודות קיצון  

  .m) מצאו את תחום הערכים שבו נמצא הפרמטר 1ב. (  

fונקציה ) הביעו את שיעורי נקודות הקיצון של הפ2(       (x)  באמצעותm.וקבעו את סוג הקיצון ,  

fמתקבל גרף אחר לפונקציה  mג.  לכל ערך של    (x).  

f- קיימת נקודה הנמצאת על כל הגרפים המתקבלים ל              (x)  וששיעוריה אינם תלויים בפרמטרm.  

  מצאו את שיעורי נקודה קבועה זו.             
  

  תשובות:

x) 1א. (  .1 0 ,x 1.         )4(     

         )2 (x 0 ,x 1 ,y 0   .  

         )3 ( 1
2 ; 8     .מקסימום  

  
  
  
  
  
  

x) 1ב. (      0 ,x 1 ,y 2 .                 )3(  

         )2 ( 1
2 ; 10    .מקסימום  

k ג.        12    .  

  

x. תחום הגדרה: א    .2 3 ,x 6.   :0)נקודות חיתוך; 1),(2;0).  

xאסימפטוטות:             3 ,x 6,y 0.  

;4)נקודות קיצון:                 9)  ,0)מקסימום; 1) .מינימום  

3עלייה:                 x 4   0או x 3 . ידה: ירx 6  4או x 6   אוx 0.  

k) 1( .ג            .ב          9  אוk 1.  

  

              

                    )2(  
  

  

  

x

y

x

y

x

y

x

y
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  ב.                    א.     .3

  

  

  

  

  
  

  

x)1א. (  .4 4.   )2.עלייה: אין, ירידה:3(   ) אין (x 4  אוx 4.  

       )4 ((0; 1.25) ,( 2.5;0).   )5 (x 4 ,y 2. 1( .ג (x 4 ,y 2 .  
  

   )2(.ג              ב.  
  

  

  

  

  
  

x)  1(. ד           4,y 4    .)2  (x 10,y 2 .  )3  (x 4,y 12   .)4  (x 4,y 4 .    

  

xא.   .5 4  .                ג.  

  מינימום. (27;5) ב.         

a ד.          3.  
  

  

  

x) 1(א.    .6 1  .)2( 1
8(5;1   ב.                           מקסימום.(

1עלייה:  )3(             x 5  :ירידה ,x 5  אוx 1.  

            )4( (0; 2) ,(2; 0) ,( 1; 0).  )5( x 1 ,y 1.  

h(x) ) 1(  .ג          4f (x).  )2( (5;4.5).מקסימום  

9. ד  
16(5; )ימום.מינ    

x )1(. ה           1,y 1   .)2  (x 1 ,y 1 .    

              )3( 1
2x ,y 1    .)4  (1

3x 2,y 1 .    

  

xא.     .7 0 .ב  .( 1; 3)  .ח.        ז.        .ו      מקסימום  

x. עלייה: ג        1 ,   

1ירידה:            x 0    אוx 0.  

                        (0;1.26)כן, . ד       

x .ה        0  .  

). ט        0.5; 3)  .מקסימום                

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

y

x2
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x

y

1kא.     .8 1
2

 ,1m
4

 .מקסימום, (1.5;1).   ב( 1; 1.5) .מינימום  

). א   . 9 2;2)   .במקסימום .( 1;2)   .מקסימום.   (2;1.5). דמקסימום.   (2;2). גמקסימום  

1א.    .10
3k 1  2או

3k    .2.   ב
3m )  .1.  ג (x 6   אוx 2 ,x 0)   .2 (2 x 6    .  

  

xא. תחום הגדרה:   .11 2 ,x 5.    

), (0;0)נקודות חיתוך:        3;0).  

2עלייה:        x 3   1או x 2  .      

xירידה:        5  3או x 5   אוx 1 .  

        (3; 18) 2סימום, מק( 1; )9  .מינימום  

xאסימפטוטות:        2 ,x 5 ,y 2  .  
  

n(3;18) 1ג. (     )2(  מינימום,  (0;0)מינימום,  (

            n2
91;( )  ,מקסימום  

                  ( 3;0) .מינימום  
  

  

aא.   .12 1 ,b 4 .                   .ג        

x) 1ב. (        4  ,x 1  .)2 ((0;0)  .  

- ) אין. יש "חור" ב3(            44; 5   .  

1) ירידה: 4(            x   4או x 1     

xאו                  4  ..עלייה: אין  

0ד.         x 1 .  
  

x) 1א. (  .13 2.  )2 (x 2 ,y a.   )3 ((3;a 1) ג.     ימום.מינ  

x) עלייה: 4(     3  אוx 2 :2; ירידה x 3 .  

aב.         1.  

kד.         1  או  k 1 .    

  

a)  עבור 1א. (  .14 0 כל  :x.   עבורa 0  :x a  ,x a  .  

            )2  ((2,0)  ,4
a(0; ))  .3  (y 1.  )4 עבור  (a 0.עבור   :  איןa 0  :x a ,x a  .  

aב.  עבור         4 :(2,0)  ,מקסימוםa a 4
a2( ; ).מינימום  

aעבור              4 :(2,0)  ,מינימוםa a 4
a2( ; ) .מקסימום  

I :aג.           4.  II :a 0.  III :0 a 4 .  

  

x

y

x

y
2 5

x

y
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15.  g(x).  16.  f (x)   .  

  
  דוגמה נגדית:  לא נכונה. )1(  .17

הפונקציה            
2

2
xf (x)

x x 2


 
    

  חותכת את האסימפטוטה האופקית            

)ה בנקודה של            2;1).  

  

  

  
  דוגמה נגדית:  לא נכונה. )2(      

xהפונקציה             5f (x)
x 1



    

  אינה חותכת את האסימפטוטה           
  האופקית שלה.           
  

  ) לא נכונה.3) לא נכונה.   (2) לא נכונה.   (1(  .18

xא.   .19 4  ,x 5  .  ב .x 5   ,y 1ג  .. A( 4;4)    .  

  

xא.    .20 0  .                              .ג  

21.   k 3 ,m 10 .   

  

א. לדוגמה:      .22
2xf (x)

(x 1)(x 2)


 
ב. לדוגמה:   .   

x(x 4)
g(x)

(x 3)(x 4)


 
.  

  

  . xכל . ב   . מינימום2 ((1;1)(. x ) כל 1(א.   .23

24.  37
591.  

k  א.   .25 4 .ב   .k 4 .ג   . k 4 .  

aא.     .26 0.25 ב.  כל   .x  .1.   ג 1 4ax
2

 .  

kא.    .27 6    .  .בk 10.  

kא.    .28 9) .1.   ב (x 3 ,x 3 )  .2  .(0 k 9 .  

29.  a 0.שתי נקודות קיצון ,  

x א. .30 0) .1.  ב (m 0)  .2 ( m;m 2 m    ,מינימום m;m 2 m     .(1;1)מקסימום.  ג.  

  

  

  

x

y

x

y

y

x
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fהקשר בין גרף הפונקציה  (x)   1לבין הגרף של
f (x)

   

  

fנתמקד עכשיו במקרה שבו נתונה פונקציה    (x) ,ובהסתמך על הפונקציה ועל הגרף שלה ,  

1נחקור ונשרטט את גרף הפונקציה          
f (x)

f- , הנקראת פונקציה הופכית ל (x).  

  

fעיקריים לגבי הקשר בין פונקציה נסכם את הכללים ה (x)  1לפונקציהg(x)
f (x)

:  

  

fבנקודה שבה הפונקציה א.    (x) את ציר ה חותכת -xפונקציה , הg(x) ,אינה מוגדרת  

fזה, וגם כפופה לתחום ההגדרה המקורי של  x אינה מוגדרת עבור ערך g(x)לכן        (x).  
  

  שווה למספר ההופכי g(x), ערך הפונקציה g(x)בתחום ההגדרה של  xב. עבור כל   

fלערך של הפונקציה               (x).  
  

  .x- אין נקודות מפגש עם ציר ה g(x) ג. לגרף של  
  

fד. כאשר הפונקציה           (x)  ,מעל ציר ה הגרף שלה נמצאכלומר חיובית -x ,  

fהפונקציהוכאשר  ,חיובית g(x)אז גם הפונקציה               (x) ,שלילית   

  שלילית. g(x)ה , אז גם הפונקציx- מתחת לציר ה הגרף שלה נמצאכלומר              
  

fה. כאשר הפונקציה           (x)  עולה, אז הפונקציהg(x) (בתנאי שהיא מוגדרת) יורדת,   

fוכאשר הפונקציה              (x) אז הפונקציה  ,יורדתg(x) .(בתנאי שהיא מוגדרת) עולה  
  

fשעבורו לפונקציה  xו. עבור ערך           (x)  יש נקודת מינימום פנימית, לפונקציהg(x)   

  ).xמוגדרת עבור אותו  g(x)- יש נקודת מקסימום פנימית (בתנאי ש             

;1נקודת מינימום               1(x y fשל  ( (x) 1, הופכת לנקודת מקסימום;
1

1(x )
y

  .g(x)של  

fשעבורו לפונקציה  xועבור ערך               (x)  יש נקודת מקסימום פנימית, לפונקציהg(x)   

  ).xמוגדרת עבור אותו  g(x)- יש נקודת מינימום פנימית (בתנאי ש             

;1נקודת מקסימום               1(x y fשל  ( (x) 1, הופכת לנקודת מינימום;
1

1(x )
y

  .g(x)של  

fז. הגרפים של הפונקציות           (x) ו -g(x) ולים להיפגש רק בנקודות שבהן יכf (x) 1   

fאו                (x) 1  .(אם בכלל קיימות כאלה נקודות)  
  

  ח. אסימפטוטות אנכיות ו"חורים":         

fהפונקציה  ) אם גרף1(              (x)  ציר הנפגש עם -x  בנקודה;(b    g(x)פונקציה , אז ל(0

xיש אסימפטוטה אנכית שמשוואתה                    b.  

fפונקציה ) אם ל2(              (x) יש אסימפטוטה אנכית שמשוואתה x bפונקציה , אז הg(x)   

  שלה  y- , ויש לה "חור" בנקודה שערך הxאינה מוגדרת עבור ערך זה של                   

b);הוא אפס, כלומר בנקודה                    0).  
  

fפונקציה ) כאשר ל3(              (x)  1יש "חור" בנקודה; 1(x y ) :  

1yאם                     0פונקציה , אז לg(x)  1יש "חור" בנקודה;
1

1(x )
y

 .  

1yואם                    0פונקציה , אז לg(x)  1יש אסימפטוטה אנכית שמשוואתהx x.  
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  ט. אסימפטוטות אופקיות:

f) אם לפונקציה 1(              (x) שוואתה יש אסימפטוטה אופקית שמy a )a 0 ,(  

1yיש אסימפטוטה אופקית שמשוואתה  g(x)אז לפונקציה                   
a

.  

x) אם עבור 2(          או)x  הפונקציה (f (x) שואפת ל - או ל - ,  

  ,0- שואפת ל g(x)כלומר אין לה אסימפטוטה אופקית, אז הפונקציה                    

y, ויש לה אסימפטוטה אופקית שמשוואתה 0- או ל                    0.  
  

x) אם עבור 3(         או)x  הפונקציה (f (x) 0- שואפת ל 0- או ל  ,  
yכלומר יש לה אסימפטוטה אופקית שמשוואתה                     0 אז הפונקציה ,g(x)   
  סימפטוטה אופקית., ואין לה א- או ל - שואפת ל                  

  

f ריבועית  תונה פונקציהבציור נ  .31 (x)(4;2)- , שיש לה נקודת מינימום ב   

   .xוהיא חיובית לכל ערך של          

  .(6;0)היא  y- נקודת המפגש של הגרף עם ציר ה         

  נסמן:          
1g(x)

f (x)
.  מצאו עבור הפונקציהg(x):  

  .y- א. תחום הגדרה.  ב. נקודת המפגש של הגרף עם ציר ה         

   ג. תחומי חיוביות ושליליות.         

  ד. נקודת קיצון.   ה. תחומי עלייה וירידה.         

fאת הגרפים של  ורטטש ו.    (x) ו -g(x) .באותה מערכת צירים  
  

fלפניכם גרף של פונקציה   .32 (x) המוגדרת, רציפה ושלילית לכל ,x .  

fנקודת הקיצון היחידה של הפונקציה           (x)   1היא
3(0; ).מקסימום  

1g(x), המקיימת g(x)מגדירים פונקציה   
f (x)

.  

  

  ?g(x)א. מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 

  .g(x)ב. רשמו את תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה 

  , וקבעו את סוג הקיצון.g(x)ג. כתבו את שיעורי נקודת הקיצון של הפונקציה 

  .g(x)ד. היעזרו בשרטוט הנתון וקבעו מהי האסימפטוטה האופקית של הפונקציה 

  .g(x)ה. הוסיפו למערכת הצירים סקיצה של גרף הפונקציה 
  

fמתוארת פונקציה קווית  בציור שלפניכם  .33 (x), החותכת את ציר ה -x (0;3) בנקודה.   

סמן: נ  
1

g(x)
f (x)

 מצאו עבור הפונקציה .g(x):  

  א. אסימפטוטה  אנכית ואסימפטוטה אופקית.            

  . שליליותב. תחומי חיוביות ו          

   .קיצוןות נקוד g(x)ג. הסבירו מדוע אין לפונקציה    

   יורדת בכל תחום הגדרתה. g(x)ונקציה ד. הסבירו מדוע הפ          

fבמערכת צירים אחת את הגרף של  ורטטה. ש    (x) ואת הגרף שלg(x).  

2ו. נתון:    
5g(a)  מהו הערך של .f (a).נמקו ?  

(2;4)

y

x

f (x)

x

y

x

y
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fלפניכם גרף של פונקציה   .34 (x) המוגדרת ורציפה לכל ,x .  

  על השרטוט מסומנת נקודות הקיצון          

fהיחידות של הפונקציה           (x).  

1g(x), המקיימת g(x)מגדירים פונקציה   
f (x)

.  

  

  , וקבעו את סוג הקיצון.g(x)א. כתבו את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה          

1h(x)ב. כתבו את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה           4
f (x)

 .וקבעו את סוג הקיצון ,  

  

2fיה נתונה הפונקצ     .35 (x) x 3x 2  .  

fא. מצאו עבור            (x):  )1 ו את סוגהקיצון וקבע) נקודת .    

   עם הצירים.) נקודות חיתוך 2(                                          

   .פונקציהסקיצה של גרף ה ורטט) ס3(                                          

ב.   נתונה הפונקציה   
1

g(x)
f (x)

:היעזרו בסעיף א' ומצאו עבור פונקציה זו .  

   .קיצון) נקודת 2(   ) אסימפטוטות מאונכות לצירים.1(               

  .שליליותחיוביות ותחומי ) 4) תחומי עלייה וירידה.                   (3(             
  אותה מערכת צירים. ל g(x)את גרף הפונקציה  יפוג.  הוס  

fד.  קבעו ללא חישובים, מהו ערך הביטוי    (6) g(6).נמקו .  
  

2fשל הפונקציה  קיצון את נקודת ה וא. מצא  .36 (x) x 6x 9    ההחיתוך של ואת נקודות   

   .הפונקציה, ושרטטו סקיצה של גרף םעם הצירי              

ב.  נתונה הפונקציה          
1

g(x)
f (x)

 היעזרו בגרף הפונקציה .f (x)הסעיפים הבאים: , וענו על 

  .g(x) של גרף הפונקציהלצירים ת טות המאונכוהאסימפטו)  מצאו את 1(     

  יש נקודת קיצון? נמקו. g(x)האם לפונקציה   )2(              

  .g(x)מי העלייה והירידה של הפונקציהואת תח )  רשמו3(      

  .g(x)) רשמו את תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה4(      

  באותה מערכת צירים.  g(x)רטטו את גרף הפונקציה ג. ש           
  

37.  f (x)  המוגדרת לכל פונקציה היאx :1. נסמןg(x)
f (x)

כך ש , -g(x)  מוגדרת לכלx.  

  

  עבור כל אחת מהטענות קבעו האם היא נכונה בוודאות:          

fא. לפונקציות            (x) ו -g(x) יש אותה נקודת חיתוך עם ציר ה -y.  

fב. לפונקציות            (x) ו -g(x) .יש אותן נקודות אפס  

fמסוים, אז לפונקציה  xיש קיצון עבור  g(x)ג. אם לפונקציה            (x)  יש קיצון עבור אותוx.  

fלפונקציה ד. אם            (x)  יש קיצון עבורx  מסוים, אז לפונקציהg(x)  יש קיצון עבור אותוx.  
  

38.  f (x)  המוגדרת לכל פונקציה היאx הוכיחו שאם הגרפים של הפונקציות .f (x) 1- ו
f (x)

   

yנפגשים זה עם זה, אז נקודת המפגש נמצאת על הישר            1  או על הישרy 1 .  

(2;2)

x

y
( 3;4)
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yא. דניאל טוען שהפונקציה   .39 x  ?מתלכדת עם הפונקציה ההופכית שלה. האם הוא צודק  

  ב. כתבו משוואה של פונקציה שמתלכדת עם הפונקציה ההופכית שלה (שתי אפשרויות).  
  

4f .נתונה הפונקציה   .40 (x) x  

fא. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה           (x) .  

ב. היעזרו בסעיף א' ושרטטו סקיצה של גרף הפונקציה           
4

1g(x)
x

 .  

  

3f .נתונה הפונקציה   .41 (x) x  

fא. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה           (x) .  

גרף הפונקציה  ב. היעזרו בסעיף א' ושרטטו סקיצה של          
3

1g(x)
x

 .  

  

nf .נתונה הפונקציה   .42 (x) x  

fא. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה           (x) :  

  אי זוגי. n) עבור 2זוגי.   ( n) עבור 1(             
  

ב. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה           
n

1g(x)
x

:  

  אי זוגי. n) עבור 2זוגי.   ( n) עבור 1(             
  

43.  f (x)  גזירה ומוגדרת לכל פונקציה היאxכך ש , - f (x) 0 לכל x.   

fא. הוכיחו שאם הפונקציה  (x)  1עולה בקטע מסוים, אז הפונקציה
f (x)

       ;יורדת באותו הקטע 

fואם הפונקציה       (x)  1יורדת בקטע מסוים, אז הפונקציה
f (x)

  .עולה באותו הקטע 

fב. נתון כי הפונקציה  (x)  עולה בקטעx 3.  

1כתבו את תחומי העלייה ואת תחומי הירידה של הפונקציה     
f (x)

.  

  

fא. נתונה פונקציה   .44 (x) 1. ידוע כיx (מקומי) של הפונקציה  היא נקודת מינימוםf (x) .  

1fכמו כן,                '(x ) 0 ,1f ''(x ) 0 ,1f (x ) 0.   

1g(x)מקיימת:  g(x)הפונקציה               
f (x)

 .  

  .g(x)היא נקודת מקסימום (מקומי) של הפונקציה  1x: וחיהוכ              

ב. נתונה הפונקציה   
2

2
x 1f (x)
x 2




.   

  את סוגה. ווקבע ,את נקודת הקיצון של הפונקציה ומצא             

את נקודת הקיצון של הפונקציה  וג. מצא  
2

2
x 2g(x)
x 1




   את סוגה. וקבע, ו
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45.  f (x)  לכל  מוגדרת וגזירההיא פונקציהxכך ש , - f (x) 0  לכלx.  

1xלפונקציה יש מינימום עבור נתון:    x.   

kg(x)מגדירים פונקציה חדשה:           
f (x)

 ,k .את התחום של ומצא פרמטר k אם לפונקציה ,g(x):  

1xא. יש מקסימום עבור  x.   1ב. יש מינימום עבורx x .  
  

fנתונה פונקציה   .46 (x) המוגדרת לכל ערך של ,xהתחום. . הפונקציה חיובית בכל  

נקודות הקיצון של הפונקציה הן    2 ;a
3

מינימום,   2 ;b
3

 .מקסימום  

  

yלפונקציה אסימפטוטה אופקית שמשוואתה    1.ראו ציור ,  
  

1g(x)נתונה הפונקציה   
f (x)

 .  

  .xמוגדרת לכל  g(x)פונקציה ) הסבירו מדוע ה1א. (  

  , ומה סוגן?g(x)) מה הם שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה 2(      

  .g(x)) מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 3(      

  המאונכות לצירים (אם יש כאלה). g(x)אסימפטוטות  של הפונקציה ) מצאו את ה4(      

f) כמה נקודות מפגש יש בין הגרפים של 5(       (x) ו -g(x).נמקו ?  

fב. הוסיפו לסרטוט של גרף הפונקציה    (x)  גרף הפונקציה סקיצה שלg(x).  
  

fלפניכם גרף של פונקציה   .47 (x) המוגדרת ורציפה לכל ,x .  

  על השרטוט מסומנת נקודות האפס          

fונקודות הקיצון של הפונקציה           (x).  

1g(x), המקיימת g(x)רים פונקציה מגדי  
f (x)

.  
  

  ?g(x)א. מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 

  .g(x)ב. רשמו את תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה 

  , וקבעו את סוג הקיצון.g(x)ציה ג. כתבו את שיעורי נקודות הקיצון של הפונק

  .g(x)ד. רשמו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 

  אסימפטוטות מאונכות לצירים? אם כן, רשמו את משוואתיהן. g(x)ה. האם יש לפונקציה 
  

fלפניכם גרף של פונקציה   .48 (x) המוגדרת, רציפה וחיובית לכל ,x .  

fנקודת הקיצון היחידה של הפונקציה           (x)  

yמקסימום. לפונקציה יש אסימפטוטה אופקית (1;3)היא            0 .  

1g(x), המקיימת g(x)מגדירים פונקציה   
f (x)

.  
  

  ?g(x)א. מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 

  , וקבעו את סוג הקיצון.g(x)ב. כתבו את שיעורי נקודת הקיצון של הפונקציה 
  רטוט הנתון והשלימו:ג. היעזרו בש

x) עבור 1(      הפונקציהf (x) ולכן הפונקציה ____- שואפת ל ,g(x) שואפת ל -____.  

x) עבור 2(     נקציה הפוf (x) ולכן הפונקציה ____- שואפת ל ,g(x) שואפת ל -____.  

  .g(x)ד. הוסיפו למערכת הצירים סקיצה של גרף הפונקציה 

x

y

x

y

x

y

1050

(8; 4)

(2;3)



54            לדטיכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'כל הז                 

fנתונה פונקציה רציונלית   .49 (x) שיש לה אסימפטוטה אופקית שמשוואתה ,y 3.  

   מצאו את האסימפטוטה האופקית של כל אחת מהפונקציות הבאות:  
  

  )1 (1
f (x)

           )2 (1
f (x) 2

             )3 (1
f (x 5) 

             )4 (1
2f (x) 1

        

         

fלפניכם גרף של פונקציה   .50 (x) המוגדרת ורציפה לכל ,x .  

;3)נקודת האפס היחידה של הפונקציה היא           0),  

;2)ות הקיצון שלה הן ונקוד          2)  ,4)מינימום;   מקסימום. (2
  

1g(x), המקיימת g(x)מגדירים פונקציה   
f (x)

.  
  

  ?g(x)א. מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 

  .g(x)וביות והשליליות של הפונקציה ב. רשמו את תחומי החי

  , וקבעו את סוג הקיצון.g(x)ג. כתבו את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה 

  .g(x)ד. רשמו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 

1) 1של הפונקציות הבאות: (ה. כתבו את שיעורי נקודות הקיצון  3
f (x)

)  .2 (1
f (x 3)

.  

  

fלפניכם גרף של פונקציה   .51 (x).   

xלפונקציה יש אסימפטוטה  אנכית אחת שמשוואתה           5.  

;3)פונקציה היא נקודת האפס היחידה של ה          0),  

;3)מינימום,  (8;7)ונקודות הקיצון שלה הן             מקסימום. (0
  

1g(x), המקיימת g(x)מגדירים פונקציה   
f (x)

.  
  

  ?g(x)נקציה א. מהו תחום ההגדרה של הפו

  , g(x)ב. כתבו את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה 

  אם ישנן, וקבעו את סוג הקיצון.    

  .g(x)ג. כתבו את משוואת האסימפטוטה האופקית של הפונקציה 

  .g(x)של הפונקציה  ד. כתבו את משוואת האסימפטוטה האנכית

  .g(x)בגרף הפונקציה  "חור"ה. כתבו את שיעורי הנקודה שבה מתקבל 

1) 1ו. כתבו את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציות הבאות: (
f (x)

)  .2 (1
f ( x)

.  

  

פונקציה הנתונה   .52
2x 2x 1

f (x)
x 3

 



.  

fו עבור הפונקציה מצא   (x)נקודות קיצון.. :  א.  תחום הגדרה.   ב  

.  נתונה הפונקציה ג
1

g(x)
f (x)

 .:היעזרו בסעיפים קודמים, ומצאו עבור פונקציה זו  

  נקודות קיצון.        ) 2(                                         תחום הגדרה. ) 1(     

  שיעורי נקודה שבה יש "חור" בגרף. ) 4אסימפטוטות מאונכות לצירים.          ( ) 3(     

  שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה.           ) 5(     
  

1) 1ד. כתבו את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציות הבאות: ( 6
2 f (x)




)  .2 (1
f (2x)

.  

x

y

x

y
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  תשובות:

1ב.   .xא. כל   .31
6(0;   ו.            .(

  .x, שליליות: אף xג.  חיוביות: כל          

1ד.          
4(2;   .מקסימום (

xה. עלייה:    2 :ירידה ,x 2.  
  

  

  ה.                  . xא.  כל   .32

  .   xב.  חיוביות: אין, שליליות: כל        

;0)ג.          3).מינימום  

yד.          0.  
  

xא. . 33 3 ,y 0.              .ה  

xב. חיוביות:        3  ;  

xשליליות:            3.  

5ו.       
2f (a) .  

  

1א.     .34
2(2; 1מקסימום, (

4( 3; )1ב.     . מינימום
2(2;4 1מקסימום, (

4( 3;4 )מינימום .    

  

;1.5)) 1א. (     .35 0.25) ) .3(              .(0;1), (0;2), (2;0)) 2מינימום(    

     
x )1ב.  (            2 ,x 1 ,y 0 . 

      )2 ((1.5; 4) .ג.                  מקסימום  

1עלייה:  )3(        x 1.5   אוx 1.    
xירידה:              2 1.5 או x 2 .  
x) חיוביות: 4(        2  אוx 1 ,  

1שליליות:                     x 2 .  

  
fד.  (6) g(6) 1    .  

    

;0),(0;3) ;ימוםמקס (0;3)א.   .36 9) .   1(. ב (x 3 ,y 0  .   )2 ( ג         .לא.  

x) עלייה: 3(                                                                      3 ,  

xירידה:                                                                            3                   .  

  ) חיוביות: אין, 4(                                                                     

xשליליות:                                                                            3     .  

  

  
  

yא. דניאל אינו צודק.  ב.   .39נה.  א. לא נכונה.  ב. לא נכונה.  ג. נכונה.  ד. נכו  .37 1 ,y 1    .  
   
  

x

y

x

y

x

y

f (x)

g(x)

x

y

x

y

(3;0)
x

y x 3

x

y
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  ב.               .א  .40

       

  

  

  

  

  
  

  ב.               .א  .41

       

  
  
  
  
  
  
  

  

  ) 2(                     )1(  .א  .42  

       

  

  

  

  

  
  

     )2(              )1(  .ב          

       

  

   
  
  
  
  

xעלייה: .  ב  .43 3 :ירידה  ,x 3.    44.    .1ב
2(0;   מקסימום. (2;0)מינימום.   ג.  (

kא.   .45 0 .ב   .k 0.  

  

) 2.  (א  .46 2 1;
3 a

מקסימום,   2 1;
3 b

 .ב.           מינימום       

2) עלייה: 3(    2x
3 3

   ;  

2xירידה:                
3

  2אוx
3

 .   

           )4 (y 1. )5( .נקודה אחת  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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xא.   .47 0 ,x 5 ,x 10 :ב.  חיוביות   .x 10  0או x 5 :5 , שליליות x 10    אוx 0   .  

1ג.         
4(8; )1ום, מקסימ

3(2;   מינימום.   (

2ד.  עלייה:         x 5    5או x 8   :ירידה ,x 10   8או x 10     0או x 2     אוx 0.     

xה.  כן,          0 ,x 5 ,x 10 ,y 0.  

  

  ד.                מינימום.(1;3)ב.    . xא. כל   .48

x) עבור 1ג.  (          הפונקציהf (x) 0- שואפת ל ,  

  .- שואפת ל g(x)ולכן הפונקציה                 

x) עבור 2(      הפונקציהf (x) 0- שואפת ל ,  

  .- שואפת ל g(x)ולכן הפונקציה         

  

49.  )1  (1y
3

   .)2  (1y
5

 .  )3  (1y
3

    .)4  (1y
7

 .    

  

xא.   .50 3 .  :ב.  חיוביות x 3  :שליליות ,x 3 .1.   ג
2(2; ) 1ימום, מקס

2(4;   ימום.מינ (

x. עלייה: ד        4  אוx 2 :3, ירידה x 4     2או x 3 .  
  

1) 1.  (ה       
2(2;2 1מקסימום,  (

2(4;3 1)  2(מינימום.    (
2(5; ) 1ום, מקסימ

2(7;   מינימום. (

  

xא.    .51 3 ,x 5  ..1 ב
8(7; y. ג    ימום.קסמ( 0.    ד .x 3.    (0;5). ה.  

  

1) 1.  (ד         
8(7; )    .1)  2(מינימום

8( 7; ) .מקסימום  

  
x א.   .52 3 .מקסימום. (0;1)מינימום,  (8;5).  ב  

x)  1.  (ג         3 ,x 1   .            )5(  

            )2  (1
8(5;     מקסימום. (

            )3  (x 1 ,y 0 .    

            )4  ((3;0).  
  
  

15) 1.  (ד        
16(5; 5 )    .1)  2(מקסימום 1

2 8(2 ;   מקסימום. (

  

  

  

  

  

  

  

x

y
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  פונקציות עם שורשים ריבועיים
  

   השלמה, והוא מהווה 571פרק זה כולל פונקציות עם שורשים ריבועיים לשאלון          

  . כרך ד מאת יואל גבע ואריק דז'לדטי 806הלימוד הנמצא בספר  לפרק          

  עיון מסוים. פונקציה, אלא מדגישות רשל רוב השאלות קצרות ואינן כוללות חקירה מלאה          

  הדגשנו בעיקר את הרעיונות הבאים:          

  תחום הגדרה (כולל פתרון אי שוויונות עם פרמטרים), חיוביות ושליליות בדרך אלגברית         

  " בגרף, יםאו גרפית, נקודות קצה, הבעה על ידי פרמטרים, אסימפטוטות אופקיות, "חור         

   בועי לפונקציית הערך המוחלט, טרנספורמציות שלת השורש הריהשוואה בין פונקציי         

fוחקירה של הפונקציה  פונקציות          (x)  בהסתמך על גרף הפונקציהf (x).  

  

  

2fנתונה הפונקציה   .1 (x) x x 5  .   

  את תחום ההגדרה של הפונקציה. וא. מצא  

fשעבורם  x. האם יש ערכים של ב   (x) 0?   

fאריאל טוען שבנקודת המקסימום הנמצאת בקצה תחום ההגדרה של הפונקציה . ג   (x),  

  הנגזרת של הפונקציה מתאפסת.             

fהנ"ל הפונקציה רועי טוען שבנקודת הקצה               (x)  ,אבל הנגזרתאמנם מוגדרת f '(x) .אינה מוגדרת  

  .ומי מבין השניים צודק? נמק             
  

נתונה הפונקציה   .2
2

x 6f (x)
x 1




.   

  

  .xמוגדרת לכל ערך של  הפונקציהש הראוא.   

f מהם תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה. ב   (x) ?  
  

xאת תחום ההגדרה של הפונקציה   וא. מצא  .3 2f (x)
x
  .  

  

xאת תחום ההגדרה של הפונקציה   וב. מצא 2g(x)
x
   .  

  

נתונה הפונקציה    .4
2x 1f (x)

x k



  ,k 1.   

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  וא. מצא   (x).  

fב. האם לפונקציה  (x) יש אסימפטוטה המקבילה לציר ה -yו? נמק.  
  

נתונה הפונקציה    .5
(x 1)(x b)

f (x)
x 4
 




  ,b 4- הוא פרמטר גדול מ.  

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  וא. מצא (x).  

fב. נתון:   (b 4) f (4 b)   את הערך של  ו. מצאb.  
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2f הזוגית תחום ההגדרה של הפונקציה   .6 (x) cx bx 1     הוא x 4.   

fהפונקציה  xא. לאילו ערכי    (x) . מוגדרת  

   .c- ו b יםהפרמטר את ערכי ומצאב.          
  

2fתונה הפונקציה נ  .7 (x) x kx 1   ,k הוא פרמטר.  

fידוע כי הפונקציה           (x)  מוגדרת לכל ערך שלx.  

  .kאת התחום שבו נמצא הפרמטר  וא. מצא

2ב. נתון:    k 2  .  

fמהו תחום ההגדרה של הפונקציה ) 1(               (x)?  

f) ידוע כי הפונקציה 2(        (x)  7מקבלת את כל הערכיםy
4

 את הערך של  וורק אותם. מצאk.  

  

2g(x)נתונה הפונקציה   .8 2x c  .c .הפונקציה  הוא פרמטרf (x)  :מוגדרת כךf (x) g(x).  

fהגרפים של פונקציות הנגזרת, אחת מנקודות החיתוך של    '(x) ו -g '(x) ,  

   .1שלה הוא  x- נקודה ששיעור ההיא          

  .cאת  ערך הפרמטר  וא. מצא  

f- ש ) הוכיחו1ב. (   '(x) זוגית.- היא פונקציה אי  

fודות שבהן הגרפים של הפונקציות את שיעורי כל הנק ו) מצא2(       '(x) ו -g '(x) .חותכים זה את זה  
  

  

fנתונה משפחת הפונקציות    .9 (x) 2x m x 6   ,m .הוא פרמטר   

fאת תחום ההגדרה של הפונקציות  וא. מצא   (x) .השייכות למשפחה  

  והיא נמצאת על כל הגרפים  m- היא נקודה קבועה ששיעוריה אינם תלויים ב Pב. הנקודה   

fהשייכים למשפחת הפונקציות               (x).  

  ?Pהנקודה  של x- ) מהו שיעור ה1(      

  .Pאת שיעורי הנקודה  ו) מצא2(      
  

2xכמה פתרונות יש למשוואה    וקבע  .10 x 4 .  

2fאת הגרפים של הפונקציות  והדרכה: שרטט (x) x ו -g(x) x 4 .   
  

xfנתונה הפונקציה    .11 (x)
x

  .  

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  וא. מצא (x).  

g(x)ב. נתונה הפונקציה   x .  

  ?g(x)) מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 1(    

fיות  ) האם הפונקצ2(     (x) ו -g(x) וזהות זו לזו? נמק.  

fמתקיים  x) עבור אילו ערכים של 3(     (x) g(x)ו? נמק.  
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1שתי פונקציות:   נתונות  .12 xf (x)
1 x



   ,1g(x)
1 x




.  

  א. האם תחום ההגדרה של שתי הפונקציות זהה?

  ב. האם הגרפים של שתי הפונקציות מתלכדים זה עם זה?

  מה ההבדל ביניהם. אם כן, הסבירו מדוע. אם לא, רשמו    
  

2g(x)נתונות שתי פונקציות:   .13 2x x  ,2f (x) ax bx  .a ו -b  .הם פרמטרים  

aנתון:            0 ,b 0.  

a: הוכיחוא. ידוע שלשתי הפונקציות יש אותו תחום הגדרה.    2b.   
  

המנה  ב. נתונה   
f (x)

h(x)
g(x)

.  
  

  ?מהו תחום ההגדרה של המנה )1(    
  ) הראו שהמנה היא פונקציה קבועה ורשמו את משוואתה.2(             

   .סקיצה של פונקציית המנה ו) שרטט3(    
  

נתונה הפונקציה   .14
2xf (x)

x
.   

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  וא. מצא   (x).  

xר כי עבו . הראוב 0  מתקייםf (x) 1  ועבורx 0   מתקייםf (x) 1 .  

fסקיצה של גרף הפונקציה  וג. שרטט (x).  
  

x: עבור א. הסבירו מדוע מתקיים  .15 0 ם מתקיי
2x 1

x
  ועבורx 0 מתקיים 

2x 1
x

 .  

1fב. נתונות שתי פונקציות:    (x)
x

 ,
2

2
xg(x)

x
.   

  שתי הפונקציות.כל אחת מאת תחום ההגדרה של  ו) מצא1(    

xר שעבו ) הראו2(       0  מתקייםg(x) f (x)  ועבורx 0  מתקייםg(x) f (x) .  

fסקיצה של גרף הפונקציה  ו) שרטט1ג. ( (x).  

  .g(x)פונקציה סקיצה של גרף ה ו) שרטט1ג(- ) ו2הסעיפים ב(- ) בהסתמך על תת2(    
  

2fנתונה הפונקציה   .16 (x) (x 2) .   

  .xכי הפונקציה מוגדרת לכל ערך של  א. הראו  

f  מתקיים מדוע . הסבירוב (x) | x 2 | .  

fם: מתקיי xלאילו ערכי  וג. קבע   (x) x 2 ו. נמק.  

fסקיצה של גרף הפונקציה  וד. סרטט (x).  
  

2g(x)נתונה הפונקציה   .17 (x 1) .   

g(x)א. הסבירו מדוע    | x 1| .  

g(x)מתקיים:  xלאילו ערכי  וקבעב.           x 1 ו. נמק.  
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נתונה הפונקציה   .18
3

4 2

2x 2xf (x)
x 2x 1


 

.   

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  וא. מצא   (x).  

f- ו ש. הראב (x)  האלגברית של הפונקציה הקווית.קווית ורשמו את התבנית היא פונקציה  

2g(x)ג. נתון:     0.8xאת התחום שבו הגרף של  ו. מצאf (x)  נמצא מעל הגרף שלg(x).  
  

nfנתונה הפונקציה   .19 (x) x הפרמטר ,n .הוא מספר טבעי  

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  ומצא   (x):  

  זוגי. - אי nב. עבור      זוגי. nא. עבור   
  

2fנתונה הפונקציה   .20 (x) x 5 x  .  

fהפונקציה  את נקודות הקיצון של וא. מצא (x) .וקבע את סוגן  

g(x)הפונקציה  נתונהב.  f (x) c  .c .הוא פרמטר  

  .ונמק ?x- משיק לציר ה g(x)שעבורו גרף הפונקציה  cמהו הערך של     

h(x)נתונה הפונקציה ג.  2 f (x)  .  

  את סוגן. ווקבע ,h(x)את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה  ומצא          

k(x)נתונה הפונקציה ד.  f ( x)  .  

  את סוגן. ווקבע ,k(x)את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה  ומצא          

n(x)קציה נתונה הפונה.  f ( 5x)  .  

  את סוגן. ווקבע ,n(x)את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה  ומצא          
  

xנתונה הפונקציה   .21 mf (x)
x
 תחום ההגדרה של הפונקציה הוא .x 4.  

     .mר את ערך הפרמט וא. מצא  

f הפונקציה מהי משוואת האסימפטוטה האופקית של. ב   (x).  

f גרף הפונקציהסקיצה של  לפניכם. ג   (x).  

f הפונקציה ל גרףשבאותה מערכת צירים סקיצה  ושרטט       (x)   

g(x)המקיימת:  g(x)ושל גרף הפונקציה               f (x m) ,  

  בסעיף א'. םשמצאת mעבור הערך של הפרמטר       
  

נתונה הפונקציה   .22
2

x 3f (x)
x 6x 8


 

.  

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  ו) מצא1א. (   (x) .  

fאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה  ו) מצא2(       (x) .עם הצירים  

fאת האסימפטוטות של הפונקציה  ו) מצא3(       (x) .המאונכות לצירים  

fאת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה  ו) מצא4(       (x) .(אם יש כאלה)  

fסקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט5(       (x).  
  

g(x)המקיימת:  g(x)נתונה הפונקציה    f (x 3) .  

  זוגית.- היא פונקציה אי g(x)- ש וחי) הוכ1ב. (  

  .g(x)יצה של גרף הפונקציה סק ו) שרטט2(      

x

y
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נתונה הפונקציה   .23
2 2

2mxf (x)
x 4m




 .m .הוא פרמטר שונה מאפס  

mא. עבור    0  מצאו (הבע באמצעותm :(במידת הצורך  

  ההגדרה של הפונקציה.) את תחום 1(       

  ) את האסימפטוטות של הפונקציה המקבילות לצירים.2(              

  ) תחומי עלייה וירידה של הפונקציה (אם יש כאלה).3(       

  ) נקודות חיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים (אם יש כאלה).4(       

m) עבור 1ב. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה: (   0)     .2 עבור (m 0.  

g(x)ג. נתונה הפונקציה    f (2x) ,m 0 הביעו באמצעות .m:  

  .g(x)) את תחום ההגדרה של הפונקציה 1(       

  (אם יש כאלה). g(x)העלייה והירידה של הפונקציה  ) את תחומי2(       
  

2fנתונה הפונקציה    .24 (x) x a  ,a 1- הוא פרמטר גדול מ.  

fא. מצאו עבור פונקציית הנגזרת    '(x):  

  ) אסימפטוטות  מקבילות לצירים.2תחום הגדרה.    ( )1(             

  ) תחומי עלייה וירידה.4) נקודות חיתוך עם הצירים.   (3(      

f) שרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת 5(       '(x).  

f) סקיצה של גרף הפונקציה 5סעיף א(- ) הוסיפו לסקיצה ששרטטת בתת6(       (x) .  
  

:  II - ו Iב. נתונות שתי משוואות,   
2

xI. k
x a




 ,2II. x a k    

  . IIוגם אין פתרון למשוואה  Iשעבורם אין פתרון למשוואה  kמצאו את תחום הערכים של       

  במידת הצורך. aהביעו באמצעות              
  

  ,    xא. רשמו תבנית אלגברית של פונקציה המוגדרת לכל ערך של   .25

  טוטות אופקיות שונות.ויש לה שתי אסימפ              

  ב. רשמו תבנית אלגברית של פונקציה שיש לה שתי אסימפטוטות אנכיות שונות    

  ושתי אסימפטוטות אופקיות שונות.     
  

  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות:   .26

  ) מצאו את תחום ההגדרה.1(         

  קציות הבאות (אם ישנן): ) מצאו את האסימפטוטות האופקיות של כל אחת מהפונ2(         
         

א.   
4

2
x 1y
x
                  .ב

4

2
9x 1y
2x

                  .ג
4

2
16 xy
3x
     

  

   שתי טענות. לפניכם  .27

  .ועבור כל אחת מהן האם היא נכונה או לא נכונה. נמק וקבע  
f) אם פונקציה 1(   (x)   מקיימתf '(x) 0  עבור כלx אז כאשר ,x , הפונקציה שואפת ל -.  

f) אם פונקציה 2(   (x)   מקיימתf '(x) 0  עבור כלx אז כאשר ,x , הפונקציה שואפת ל -.  
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  . xלפניכם שלוש פונקציות המוגדרות לכל ערך של   .28

 של כל אחת מהפונקציות:  y- מצאו את האסימפטוטה המאונכת לציר ה         
   

2yא.    x 9 x 1             .2בy 5x 25x 1           .2גy 2x 4x 6 2      
  

29.   f (x)  היא פונקציה רציפה המוגדרת בתחוםx 3 .  

        f '(x)  היא פונקציית הנגזרת שלf (x) . בציור מוצג הגרף שלf '(x).  

נתון:   
2

3 2

x 2xf '(x)
x 3x




 .  

fא. מצאו את תחום ההגדרה של    '(x).  

fב. מצאו את האסימפטוטה האנכית של    '(x).  

  של נקודת הקיצון  x- ג. מצאו את שיעור ה  

fשל הפונקציה      (x) .וקבע את סוג הקיצון. נמקו  

f ד. מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה   (x)מקו.. נ  
  

xfנתונה הפונקציה   .30 (x)
2x 2




.    

  ) מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה.1א. (  

  ) מצאו את האסימפטוטות של הפונקציה המאונכות לצירים (אם יש כאלה).2(      

  ) מצאו את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים (אם יש כאלה).3(      

  יעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה, וקבעו את סוגן.) מצאו את הש4(      

  ) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה.5(      

f, המוגדרת בתחום ההגדרה של g(x)ב. נתונה הפונקציה    (x).  

gמקיימת:  g(x)הנגזרת של        '(x) f (x) f '(x) .  

       . נמקו. g(x)מצאו את תחום הירידה של הפונקציה              
  

2fנתון כי הפונקציה הזוגית   .31 (x) 8 ax bx c     2מוגדרת בתחום x 2   .בלבד  

  a ,b ו -c  ,הם פרמטריםc 0.   

  .bואת הערך של הפרמטר  aאת הערך של הפרמטר  וא. מצא  
  

  ג.- על הסעיפים ב וענ, וbואת הערך של  aאת הערך של  וביהצ  
  

fב. מעבירים ישר המשיק לגרף הפונקציה    (x)  בנקודה שבהx 2,  

xומעבירים ישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה        2 .  

49הוא  x- השטח המוגבל על ידי שני המשיקים ועל ידי ציר ה       2
2

 .  

  .cאת הערך של הפרמטר  ומצא             
  

2ג. בתחום    x 2    נתונה הפונקציהg(x)  :המקיימתg(x) f (x) .  

xבנקודה שבה  g(x)ק לגרף הפונקציה מעבירים ישר המשי       2,  

xומעבירים ישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה        2 .  

fהפונקציה  מהו סוג המרובע שנוצר על ידי שני הישרים המשיקים לגרף       (x)  

             . ו? נמקg(x)ושני הישרים המשיקים לגרף הפונקציה       
  

x

y

f '(x)
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2fנתונות שתי פונקציות:   .32 (x) x 8 x   ,2 4g(x) 8x x .  
                     

  ) לשתי הפונקציות יש אותו תחום הגדרה. מצאו את תחום ההגדרה.1א. (  

fאו את נקודות החיתוך של כל אחת מהפונקציות ) מצ2(       (x) ו -g(x) .עם הצירים  

  ב. מצאו את השיעורים של נקודות הקיצון המוחלט של כל אחת מהפונקציות, וקבעו את סוגן.  

fב, סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה - ג. על פי הסעיפים א ו   (x) ,  

  . g(x)וסרטטו סקיצה של גרף הפונקציה              

IVד. לפניכם ארבעה גרפים,    I .  

gאיזה מהגרפים מתאר את פונקציית הנגזרת               '(x) .נמקו ?     
    

  
  
  
 
 
 
  
  
  
  
  
  

  
  

בציור שלפניכם מוצגת סקיצה של גרף הפונקציה   .33
3 512x xf (x)
x
,  

0שתחום ההגדרה שלה הוא    x 2 3  ,x 2 3 .    

yא. הישר    k  חותך את גרף הפונקציהf (x)   

    .kי נקודות בדיוק. מצאו את תחום הערכים של בשת             
  

3g(x)ב. נתונה הפונקציה    12x x ,  

0שתחום ההגדרה שלה הוא        x 2 3  ,x 2 3 .  

  .g(x)) מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 1(      

  .g(x)) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 2(      

  שמצאת בסעיף א',  k) עבור הערכים של 3(      

yמצאו בכמה נקודות חותך הישר                    k  את גרף הפונקציהg(x).        
  

נתונות הפונקציות   .34
2

xf (x)
1 x




   ,
2

1g(x)
3x 2




 .  

  

  א. מצאו עבור כל אחת מהפונקציות:  

  ) את תחום ההגדרה.1(      

  ) את האסימפטוטות המאונכות לצירים (אם יש כאלה).2(      

  יצון (אם יש כאלה), וקבעו את סוגן.) את השיעורים של נקודות הק3(      

fב. סרטטו במערכת צירים אחת סקיצה של גרף הפונקציה    (x)  וסקיצה של גרף הפונקציהg(x) ,  

  אם ידוע כי הפונקציות נחתכות בנקודה אחת בלבד.             

h(x)ג. נתונה הפונקציה    g(x) k  ,k 0.  

fנקודות חיתוך עם הפונקציה  h(x)אין לפונקציה  kעבור אילו ערכים של               (x).נמקו ?   
  

x

y

x

y

x

y

x

y

I II III IV

x

y
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   תשובות:

xא.   .1 5  .רועי צודק. ג   .   ב. לא.  
  
xחיוביות:   ב.  .2 6 :שליליות ,x 6  .3.  .א x 2.  .ב x 2   אוx 0.  

x א.   .4 1     אוx 1  ,x k   .כן, הישר  בx k.       

xא.   .5 b  אוx 1.ב    . b 7  .  

x א.  .6 4   אוx 4  .ב   .b 0 ,1c
16

.  
  

2 א.   .7 k 2  .    .כל 1(ב  (x.   )2 (k 1.5  אוk 1.5 .      
  
cא.   .8 1.75 .  .(4;1)) 2( ב,( 1; 4) .  

xא.   .9 6.  .1(  ב (x 6)   .2( P(6;12).    10. .שני פתרונות  

xא.   .11 0.1( .  ב (x 0.   )2( .לא   )3 (x 0.  12.   .כן. ב.   כן. א  
  

0) 1( ב.  .13 x 2 .             )3.(  

  

           )2(  y b.          
  

  
  
  
  
xא.    .14  0.      .ג           
  

           
  
  
  
  
  
  
  

f) 1(ב.    .15 (x) - x 0 ,g(x) - x 0.     

  )2(              )1( ג.        
  
  
  
  
  
  
  
  
  
x  ג.   .16  2                     ..ד  
  
  
  
  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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xב.    .17 1 .  
  

fב.   .xא. כל    .18 (x) 2x .0.  ג x 2.5   .19.   .כל  אx  .ב. x 0.  
  

cב.  מקסימום.   (16;4)מינימום,  (0;0)מינימום,  (0;5)א.    .20 0 או c 16 .  

;4)ימום, מקס (2;0)ימום, מקס (2;5)ג.          14) ימום.  מינ  

)ד.          5;0)  ,מינימום,  (0;0)מינימום( 4;16)   .מקסימום   

)ה.          1;0)  ,מינימום,  (0;0)מינימום( 0.8;16)   .מקסימום   
  

mא.   .21 4.               .בy 0.    .ג  

    
              

  
  
  

  

  

x) 1א. (  .22 4   אוx 2)   .2 ((0; 1.06)  .  

           )3 (x 4 ,x 2 ,  כאשרx  :y 1 כאשר ,x   :y 1 .  

x) ירידה: 4(             4  אוx 2 עלייה: אף  ,x .  
  

  )2ב. (                      )5(           
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x) 1א. (  .23 2m  אוx 2m      .  

           )2 (x 2m ,x 2m  , כאשרx :y 2m כאשר ,x  :y 2m .  

x) עלייה: אף 3(            xירידה:  ; 2m  אוx 2m )  .4.אין חיתוך עם הצירים (  
  

mב. עבור         0  :           עבורm 0:   

    

  
  

   

  
  
  

x) 1ג. (         m   אוx m  . )2 (  עלייה: אףx :ירידה ,x m   אוx m  .   
  

  

x

y

f (x)

g(x)

x

y

x

y

x

y

x

y
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xכאשר )  2.   (x) כל 1א. (   .24 :y 1 כאשר ,x : y 1 .  )3 ((0;0).  

  ; ירידה: אין. x) עלייה: כל 4(               

        )5 (                   )6    (  

  

  

   
  

1ב.            k a   אוk 1 . 
  

א.  לדוגמה:    .25
2

xf (x)
x 1




ב.  לדוגמה:    .   
2

2x 1g(x)
x 4




   .  

x) 1א. (   .26 0)  .2 (y 1) .1)  1.  בx
3

    1אוx
3

 )  .2 (y 1.5) .2) 1.  ג x 2   ,x 0)  .2.אין (  

  .)  לא נכונה2(   .)  לא נכונה1(  .27

yא.    .28 1  כאשר)x ( .ב   .y 0  כאשר)x ( .ג     .y 2  כאשר)x (  .  

  

xא.  .29 3  ,x 0 .ב   .x 3  .ג   .x 2  .מקסימום  

xד. עלייה:         0  3 או x 2   ;   :2ירידה x 0  .  
  

x) 1א. (  .30 0 ,x 2)  .2 (x 2  .            )5(  

           )3 ((0;0)             .  

  מינימום. (4;8)מקסימום,  (0;0)) 4(           

2ב.         x 8 .  
  

  

aא.    .31 0 ,b 2  .ב   .c 3.ג. מעוין   .     

  

8 ) 1א. (  .32 x 8  .  
  

             )2 ( f (x) :( 8;0) ,(0;0) ,( 8;0).   g(x) :( 8;0) ,(0;0) ,( 8;0).     

f ב.          (x) :(2;4)  מוחלט,  מקסימום( 2; 4)  .מינימום מוחלט           

             g(x) :(2;4)   ,מקסימום מוחלט( 2;4) .מקסימום מוחלט         

                       ( ) מינימום מוחלט, (0;0)חלט,  מינימום מו (0;8 8;0) .מינימום מוחלט  

  ג.   

    

  

  

   

  
   .Iד. גרף   

x

y

x

yg(x)

x

y
f (x)

x

y

x

y
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0א.    .33 k 4 .              

0) עלייה: 1ב. (   x 2   ;                   )2(  

2ירידה:                     x 2 3   או x 2 3 .      
  

  נקודות. 3- ) ב3(              

  

  

  

  
  

f) 1א. (  .34 (x)  :x 0 ,g(x) כל :x.            .ב  

           )2 (f (x) :y 0 ,g(x)  :y 0.       

           )3 (f (x) :(0;0) ,מינימום 11;
2

  מקסימום.

                g(x):  10;
2

  מקסימום. 

1kג.        
2

 .   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

x

y

x

y

f (x)g(x)
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fפונקציה הקשר בין גרף של  (x)   לבין הגרף שלf (x)   
  

fנתמקד עכשיו בחקירה של הפונקציה    (x) בהסתמך על גרף הפונקציה ,f (x) .  
  

fנסכם את הכללים העיקריים לגבי הקשר בין פונקציה  (x)  לפונקציהg(x) f (x):  
  

fמוגדרת רק כאשר  g(x)פונקציה א. ה   (x) 0 ,  

fכלומר היא מוגדרת כאשר הפונקציה               (x) חיובית (והגרף שלה נמצא מעל ציר ה -x (  

fאו כאשר הפונקציה               (x) והגרף שלה נפגש עם ציר ה מתאפסת) -x .(  

fכאשר               (x) 0 הפונקציה ,g(x) מוגדרת. אינה  
  

  שווה לשורש הריבועי g(x)מוגדרת, ערך הפונקציה  g(x)בתחום שבו  xב. עבור כל   

fשל ערך הפונקציה               (x).  
  

fזהות לנקודות המפגש של  x- עם ציר ה g(x) ג. נקודות המפגש של   (x) עם ציר ה -x  

  (אם יש נקודות כאלה).     
  

  היא פונקציה אי שלילית בכל התחום שבו היא מוגדרת. g(x)ד. הפונקציה          
  

fה. כאשר הפונקציה           (x) הפונקציה (במצב זה, כאמור,  חיוביתg(x) (מוגדרת:  

fהפונקציה ) אם1(              (x) הפונקציה גם , אז עולהg(x) .עולה  

fהפונקציה ) אם2(              (x)  הפונקציה גם יורדת, אזg(x) .יורדת  

fלפונקציה יש  x לערך מסוים של) אם 3(              (x) פנימית,  נקודת קיצון  

  ומאותו סוג. פנימית נקודת קיצון יש g(x)פונקציה גם ל x אז עבור אותו ערך של                  
  

fהגרפים של הפונקציות ו.           (x) ו -g(x)  יכולים להיפגש רק בנקודות שבהןf (x) 1   

fאו                (x) 0  אם קיימות כאלה נקודות על הגרף של)f (x).(  
  

0שר זה, נשים לב שכאשר בהק        f (x) 1  אז ,f (x) f (x) כלומר הגרף של ,f (x)   

fנמצא מעל הגרף של                (x) .  

fוכאשר                (x) 1 אז ,f (x) f (x) כלומר הגרף של ,f (x)  נמצא מתחת לגרף שלf (x).  
  

fפונקציה לפניכם גרף של   .35 (x) המוגדרת וחיובית לכל ,x .  

fלפונקציה    (x) (5;4)- ון (מינימום) רק ביש נקודת קיצ.  

  .(9;0)בנקודה  y- והיא חותכת את ציר ה  
  

gמקיימת:  g(x)הפונקציה    (x) f (x).  

  בהסתמך על הציור:         

  .g(x)ה של הפונקציה תחום ההגדר את ומצא א.  

  .y- עם ציר ה g(x)נקודת החיתוך של הפונקציה  את ומצא ב.  

  את סוג הקיצון. ווקבע ,g(x)הפונקציה את נקודת הקיצון של  ומצא ג.  

fירים סקיצות של הפונקציות ד. שרטטו באותה מערכת צ   (x) ו -g(x).  
  

  

x

y

(0,9)

(4,5)
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x

y
fגרף הפונקציה  לפניכם  .36 (x) המוגדרת לכל ערך של ,x.  

fלפונקציה    (x) (4;2)- יש נקודת קיצון (מקסימום) רק ב  

  .(0;4)- ו (0;0)בנקודות  x- והיא חותכת את ציר ה  
  

gמקיימת:  g(x)הפונקציה    (x) f (x).   

  בהסתמך על הציור:         

  ?g(x)ם ההגדרה של הפונקציה א. מהו תחו  

  g(x)הפונקציה ת הקיצון של ואת נקוד ומצא ב.  

  את סוג הקיצון. ווקבע(כולל הנקודות שבקצות תחום ההגדרה של הפונקציה),              

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ורטט) ש1ג. (  

fאת הגרפים של  ורטט) ש2(              (x) ו -g(x) באותה מערכת צירים.   

f(את                    (x) .(שרטטו במקווקו  

fהסבירו מדוע הפונקציות  ) 1(ד.           (x) ו -f (x)  נפגשות כאשרf (x) 1  או כאשרf (x) 0.  

  כמה נקודות מפגש כאלה קיימות בסך הכול? נמקו.         

f) הסבירו מדוע כאשר 2(      (x) 1 אז ,f (x) f (x) 0, וכאשר f (x) 1  אז ,f (x) f (x).  

  

fפונקציה לפניכם גרף ה  .37 (x) x 3  .  

  א. מצאו את נקודת האפס של הפונקציה.         
  

gמקיימת:  g(x)הפונקציה    (x) f (x).  

  .g(x)ונקציה תחום ההגדרה של הפ את ומצא ב.  

  , g(x)הפונקציה את נקודת הקיצון של  ומצא ג.  

  את סוג הקיצון. ווקבע             

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה ד. הוסיפו למערכת הצירים   

fבין הגרף של  ) מצאו את שיעורי נקודות המפגש1ה. (          (x)  לגרף שלg(x).  

g(x)) באילו תחומים מתקיים  2(              f (x)?    

g(x)) באילו תחומים מתקיים  3(              f (x)?  
  

2fפונקציה לפניכם גרף ה  .38 (x) x 0.64  .  

fא. מצאו את נקודת המינימום של הפונקציה    (x).  

fב. מצאו את נקודות החיתוך של הפונקציה           (x) .עם הצירים  
  

gמקיימת:  g(x)הפונקציה    (x) f (x).  

  .g(x)ום ההגדרה של הפונקציה תח את ומצא ג.  

  עם הצירים. g(x)נקודות החיתוך של גרף הפונקציה  את ומצא ד.  

  את סוג הקיצון. ווקבע, g(x)הפונקציה את נקודת הקיצון של  ומצא ה.  

  .g(x)הפונקציה  סקיצה של גרף. הוסיפו למערכת הצירים ו  

fנקודות המפגש בין הגרף של ) הסבירו מדוע 1ז. (          (x)  לגרף שלg(x)   

fמתקבלות כאשר                    (x) 0  או כאשרf (x) 1.  

f) מצאו את שיעורי נקודות המפגש בין הגרף של 2(              (x)  לגרף שלg(x).  

g(x)) באילו תחומים מתקיים  3(              f (x)?  )4  באילו תחומים מתקיים (g(x) f (x)?  
  

  

x

y

x

y
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2fפונקציה רף הלפניכם ג  .39 (x) x 4x 4   .  

  א. מצאו את נקודת המינימום של הפונקציה.  

  ב. מצאו את נקודות המפגש של הפונקציה עם הצירים.         
  

gמקיימת:  g(x)הפונקציה    (x) f (x).  

  .g(x)תחום ההגדרה של הפונקציה  את ומצא ג.  

  עם הצירים. g(x)נקודות החיתוך של גרף הפונקציה  את ומצא ד.  

  את סוג הקיצון. ווקבע, g(x)הפונקציה את נקודת הקיצון של  ומצא ה.  

g(x) ) הסבירו מדוע 1ו. (   x 2 .   )2 ה של גרף הפונקציה סקיצ) שרטטוg(x).  
  

fהפונקציה   .40 (x) שהגרף שלה מתואר לפניכם, מוגדרת, רציפה וחיובית לכל ,x.  

  לפונקציה יש שלוש נקודות קיצון:

)מקסימום, (4;0)מינימום, (2;3) 3;2).מינימום  
  

gמקיימת:  g(x)הפונקציה    (x) f (x).  

  ?g(x)א. מהו תחום ההגדרה של הפונקציה   

  , ומהו סוגן?g(x)הפונקציה ת הקיצון של ונקוד ב. מהם שיעורי  

  באותה מערכת צירים. g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ורטטג. ש  
  

fלפונקציה   .41 (x)  ,יש נקודות קיצון שהגרף שלה מתואר לפניכם  

;2)- ב          16) ו -( 2;16) ת את ציר הוהיא חותכ -x   

), (0;0)בנקודות    )- ו (0;12 12;0).  

gמקיימת:  g(x)הפונקציה    (x) f (x).  

  :g(x)מבלי לחקור את הפונקציה          

  .g(x)תחום ההגדרה של הפונקציה  את ומצאא.   

  וקבע את סוג הקיצון. g(x)הפונקציה ת הקיצון של ואת נקוד ומצאב.   

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ורטטג. ש  

fהפונקציות   ) הסבירו מדוע1ד. (          (x) ו -g (x) f (x)  נפגשות על הישרy 1 או על ציר ה -x.  

f) כמה נקודות מפגש בין 2(     (x) ו -g (x) f (x) ?נמקו. קיימות בסך הכול  

h(x)ה. מצאו את נקודת הקיצון הפנימית של הפונקציה    f (x) 7  .וקבעו את סוג הקיצון ,  
  

fנתונה פונקציה   .42 (x)  המוגדרת, חיובית וגזירה לכל ערך של ,x .  

fשל הפונקציה  פנימיתהיא נקודת מינימום  1xידוע כי           (x).  ,1כמו כןf '(x ) 0 ,1f ''(x ) 0.   

g(x)מקיימת:  g(x)הפונקציה           f (x).  

  .g(x)של הפונקציה  פנימיתימום היא נקודת מינ 1x: וחיהוכ
  

fנתונה פונקציית פולינום    .43 (x) חיובית לכל ,x .  

fהוכיחו שאם הפונקציה            (x)  עולה בתחום מסוים, אז הפונקציהf (x) עולה גם היא  

fואם הפונקציה  ;באותו התחום           (x)  יורדת בתחום מסוים, אז הפונקציהf (x)  יורדת  

  .גם היא באותו התחום          
  

x

y

x
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x

y



72           לדטיכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'כל הז             

44.  f (x)  המוגדרת לכל פונקציה היאx .  

fא. הוכיחו שאם הגרפים של הפונקציות            (x) ו -f (x)  ,נפגשים זה עם זה  

yאז נקודת המפגש נמצאת על הישר                1 או על ציר ה -x.  

0ב. הראל טוען שכאשר            f (x) 1  אז ,f (x) f (x) .  

  האם הוא צודק?              

fג. טלי טוענת שכאשר             (x) 1 אז ,f (x) f (x) .  

  האם היא צודקת?              
  

fה לפונקצי  .45 (x) ,שהגרף שלה מתואר לפניכם ,  

  , (6;0)- יש נקודת קיצון יחידה (מקסימום) ב         

yואסימפטוטה אחת שמשוואתה           0.  

gמקיימת:  g(x)הפונקציה    (x) f (x).  

  .g(x)תחום ההגדרה של הפונקציה  את ומצאא.   

  , g(x)הפונקציה את נקודת הקיצון של  ומצאב.   

  את סוג הקיצון. ווקבע              

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ג. הוסיפו למערכת הצירים  

fד. תמר טוענת כי אם אם           (x)  אז גם הפונקציה  וחיוביתהיא פונקציה זוגית ,f (x)  

  היא פונקציה זוגית וחיובית. האם תמר צודקת? נמקו.              

  ה. בחרו את התשובה הנכונה:   

xעבור                גרף הפונקציה ,g(x)  נמצא מעל/מתחת לגרף הפונקציהf (x).  
  

fנתונה פונקציה   .46 (x) .  

fרועי טוען כי אם            (x) זוגית, אז גם הפונקציה  - היא פונקציה איf (x) זוגית.  - היא פונקציה אי  

  . ודקצאינו רועי  הסבירו מדוע          
  

נתונה הפונקציה   .47
2

x 2f (x)
x 4x 5


 

.  

   ) נקודות קיצון.  2(            ) תחום הגדרה.  1: (וא. מצא  

   .  יות ושליליותתחומי חיוב) 4(    ) תחומי עלייה וירידה.3(                        

  ) אסימפטוטות מקבילות לצירים.5(                        
  

  סקיצה של גרף הפונקציה. ורטטסב.   

g(x)מקיימת:  g(x)ג. הפונקציה    f (x) .  

  .g(x)הפונקציה  ) מצאו את תחום ההגדרה של1(      

  .g(x)הפונקציה  ) מצאו את נקודות הקיצון של2(      

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ורטט) ש3(      

h(x)ד. מצאו את נקודת הקיצון הפנימית של הפונקציה    f (x 5) 6  .וקבעו את סוג הקיצון ,  

h(x)פטוטה האופקית של הפונקציה ה. מצאו את משוואת האסימ   f (x 5) 6  .  

  

  

x

y
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לפניכם גרף הפונקציה   .48
2

3x 1f (x)
x x

 


.  

1נקודות הקיצון של הפונקציה הן:   
3( )מינימום, (9; 1;1)  .מקסימום  

  מגדירים:   
2

3x 1g(x)
x x

 


  

  ?g(x)מהו תחום ההגדרה של הפונקציה א. 

  , וקבעו את סוג הקיצון.g(x)ב. מצאו את נקודות הקיצון של הפונקציה   

fמצאו את שיעורי נקודות המפגש בין הגרף של הפונקציה . ג (x)   

  (אם ישנן). g(x)לגרף של הפונקציה    

fמתקיים  xמצאו לאילו ערכי . ד (x) g(x).  

h(x)ה. מצאו את משוואת האסימפטוטה האופקית של הפונקציה    f (x) 4 .  
  

נתונה הפונקציה    .49
2

x 6f (x)
x 1



   .  

fת תחום ההגדרה של הפונקציה א. מצאו א (x).  

fב. מצאו את תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה  (x).  

ג. נתונה הפונקציה    
2

x 6g(x)
x 1
 


  . מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?

ד. מהו תחום ההגדרה של הפונקציה   
2

x 6h(x)
x 1




?  

  

2fנתונה הפונקציה   .50 (x) x 6x 7    .  

  א. מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה.  

  ב. מצאו את נקודות הקיצון המוחלט של הפונקציה, וקבעו את סוגן.  

  ג. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה.  

1g(x)המקיימת  g(x)ד. נתונה הפונקציה   
f (x)

.  

  .g(x)) מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה 1(      

  .g(x)) שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 2(      
  

נתונה הפונקציה   .51
2

xf (x)
x 3



.   

  חיתוך עם הצירים. דות וירידה ונקו : תחום הגדרה, נקודות קיצון, תחומי עלייהוא. מצא

  סקיצה של גרף הפונקציה. וב. שרטט  

1g(x)מקיימת:  g(x)ג. הפונקציה   
f (x)

.  

  את סוג הקיצון. ווקבע, g(x)את נקודת הקיצון הפנימית של  ו) מצא1(      

  .g(x)רה: אין צורך לגזור את הפונקציה הע                  

  . g(x)של הפונקציה המקבילות לצירים את האסימפטוטות  ו) מצא2(      

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ו) שרטט3(      
  

x

y
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fנתונה פונקציית פולינום   .52 (x).   

1g(x) המקיימת  g(x)פניכם מתואר גרף הפונקציה בציור של  
f (x)
.  

xהישרים    a ו -x b  הם אסימפטוטות אנכיות  

g(x) ,aשל הפונקציה           b 0 .  

c ,(c;k)יש מקסימום  g(x)לפונקציה    0 ,k 0.  

fא. מהם תחומי החיוביות של הפונקציה    (x)?  

fב. מצאו את שיעורי נקודת הקיצון של הפונקציה    (x).וקבעו את סוג הקיצון ,  
  
  
  

   תשובות:
  

  ד.                   .x א. כל  .35

  .  (3;0)ב.          

;4)ג.             מינימום.     (5
  

  

0א.   .36 x 4 .              ) .2(                   ) 1ג(  

  מינימום, (0;4)ב.   

  מקסימום,(2;2)              

  ימום.   מינ (0;0)      

  ארבע נקודות.) 1(ד.   

  ,1- אשר מספר גדול מ) כ2(      

  השורש הריבועי שלו קטן ממנו,                  

  , השורש הריבועי שלו גדול ממנו.1- ל 0וכאשר מספר נצמא בין                   
  

  ד.                            .(0;3)א.   .37

xב.    3  .  

  מינימום,(0;3)ג.          

3) 2(  .(1;4), (0;3) )1( .ה          x 4 )   .3 (x 4.  
  

;0)א.   .38 0.64).     .0)ב; 0.64) ,(0.8;0) ,( 0.8;0)  .  ו .  

xג.           0.8   אוx 0.8 (0;0.8). .  ד ,( 0.8;0)  .  

)מינימום, (0;0.8)ה.           0.8;0).מינימום  

), (0;0.8)) 2( . ז          0.8;0) ,( 1.64;1) ,( 1.64;1).    

              )3 (0.8 x 1.64   1.64או x 0.8      .  

              )4 (x 1.64  אוx 1.64    .  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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)א.   .39 2;0).   .(4;0)ב ,( 2;0)  .          ) .2ו (  

  .   x.  כל  ג         

), (2;0). ד          2;0)  .  

)ה.           2;0).מינימום  
  

  ג.                   .x א.  כל  .40

;3)ב.    מינימום, (2

  מקסימום,(2;0)    

    ( 3; 2).מינימום  

  

  

xא.    . 41 12  12או x 0   .                              .ג  

)  .ב        2;4) ,מינימום, (0;0) מקסימום     

      ( ) מינימום, (0;12 12;0) .מינימום  

  ) שש נקודות.2ד.  (          

). ה           2;3) .מינימום  
  

  א. הראל צודק.   ב. טלי צודקת.     .44
  

  ג.                   .xכל א.   .45

;0)ב.                     מקסימום.  (6

  ד. כן, תמר צודקת.         

  ה. מעל.         
  

  .ב              .   x) כל 1א. (    .47

              )2 (1
2(1; )  ,1מינימום

2(3;   .      מקסימום (

1) עלייה: 3(               x 3  :ירידה  ,x 3  אוx 1.  

x חיוביות:) 4(                2 ,:שליליות x 2  .  

              )5 (y 0.  

  

  

x) 1ג.(   2.                                )3(  
  מינימום,  (0;2)) 2(            

                 
2

1(3;   .      מקסימום (
  

. ד        
2

1(8; 6) המקסימום     . .y 6       .  

     

  

x

y

x

y

x

y

x

y

2

x

y

x

y
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0א.    .48 x 1   1או
3x  1 ..   ב

3( 1,  מינימום (3;
3( ;0) ,מינימום( 1;1)  .מקסימום  

). ג         1;1)  ,1
3( ;0)1. .  ד

31 x     אוx 1 ה    . .y 2   .  

  

xא.  .49 1 ,x 1 .חיוביות: . ב x 6   1או x 1   ,  

1שליליות:      x 6    אוx 1  .ג  .x 6   1או x 1   .ד  .x 6  .  
  

  

1א.   .50 x 7     .      .1)  1ד. (            ג x 7    .   

  ) 2(                  מקסימום מוחלט,       (4;3)ב.        

           ( 1;0)  ,מינימום מוחלט  

  מוחלט.מינימום  (0;7)            

  
                                                                         

  

  

xא. תחום הגדרה:   .51 0 .                     .1ג. (             ב (( 1;4)     .מינימום  

x)  2(                         נקודות קיצון:      0      .  

(0;0) )מינימום,     1;0.25)3(                   .מקסימום (  

xה: עליי    1  :1, ירידה x 0  .  

  .(0;0)נקודות חיתוך:    

  

  

a  א.  .52 x b  .   .ב
2

1(c; )
k

  מקסימום. 

  

x

y

x

y

x

y

x

y
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  הקשר בין גרף של פונקציה לגרף הנגזרת שלה
  

fהקשר בין גרף של פונקציה  עםפרק זה כולל שאלות           (x)  הנגזרת שלהלגרף f '(x),  

fולגרף הנגזרת השנייה שלה    ''(x) , שלמה והוא מהווה ה ,571המתאימות לשאלון  

  כרך ד מאת יואל גבע ואריק דז'לדטי.  806לפרק הלימוד הנמצא בספר           

  ליות, פונקציות עם שורשים ריבועייםות פונקציות פולינום, פונקציות רציונהשאלות כולל         

  . נתונה פונקציות ללא תבנית אלגבריתו         

  שלה,  השנייההנגזרת ולגרף של הנגזרת הראשונה הדגשנו בעיקר: מעבר מגרף של פונקציה          

  מטה.כלפי כלפי מעלה ו נקודות פיתול ותחומי קעירות מציאת ולהיפך, כולל         

  ציה לגרף הנגזרת הראשונה והשנייה של הפונקציה.זיהוי ואבחנה בין גרף הפונק         

  זוגית. - אי וזוגית א כאשר הפונקציה היא  גרף הנגזרתתכונות מיוחדות של   

  הזזות, מתיחות וטרנספורמציות של פונקציות. הכוללות גרף של נגזרת ומשלבותשאלות   
  

fנתונה פונקציה   .1 (x) המוגדרת לכל ,x.  

fמוצג הגרף של פונקציית הנגזרת  בציור שלפניכם          '(x) המוגדרת לכל ,x.  

fא. על פי הגרף של    '(x) :  

fשל הפונקציה  עלייה וירידה תחומי ומצא) 1(              (x).  

    קעירות כלפי מעלה תחומי ומצא) 2(             

fשל הפונקציה   כלפי מטהתחומי קעירות ו                   (x).  

fתון כי גרף הפונקציה ב. נ   (x) חותך את ציר ה -x   

fסקיצה של גרף הפונקציה  ורטטבחלקו החיובי. ש       (x).  

fג. נתון כי פונקציית הנגזרת    '(x)   2היאf '(x) x kx m  .  

fמצאו את נקודת הקיצון של הפונקציה       '(x) .  
  

fבציור מתואר גרף הנגזרת   .2 '(x)  של פונקציהf (x)  1בתחום x 5  .  

  בחרו מביניהן את הטענה הנכונה: א. לפניכם שלוש טענות. אחת מהן נכונה.  

f) לפונקציה 1(       (x) .יש נקודת קיצון אחת ונקודת פיתול אחת  

f) לפונקציה 2(       (x) יצון אחת ושתי נקודות פיתול.יש נקודת ק  

f) לפונקציה 3(       (x) .יש שתי נקודות קיצון ונקודת פיתול אחת  
  

fמשוואת הפונקציה    (x)   4היא 3 2f (x) x ax bx cx   .  

  .c- ו a ,bב. מצאו את ערכי הפרמטרים   

fג. מצאו את התחום שבו הפונקציה    (x) .יורדת וקעורה כלפי מטה  
  

fנתונה פונקציה   .3 (x)הנגזרת הגרף של פונקציית  . לפניכםf '(x).  

fנתון כי           '(x)  היא פונקציה קווית וכי יש פתרון אחד בלבד  

fלמשוואה           (x) 2.  

fאת נקודת הקיצון של הפונקציה  וא. מצא          (x), את סוג הקיצון. ווקבע  

  g(x)את נקודת הקיצון של הפונקציה  וב. מצא         

g(x)המקיימת               1 f (x 1)   ,את סוג הקיצון. ווקבע         

h(x) המקיימת h(x)ג. מהם תחומי השליליות של הפונקציה    f '(x 2) ?   

x

f '(x)

(4;0)

2

f '(x)

x

y

1

x

f '(x)

1 4



78            לדטיכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'כל הז             

fנתונה הפונקציה   .4 (x) המוגדרת כאשר ,x 0.  

fלפונקציית הנגזרת    '(x) .יש נקודת קיצון אחת בלבד. נקודת הקיצון היא מסוג מקסימום  

fשלפניכם מתאים לגרף פונקציית הנגזרת השנייה  I ,II ,III ,IVא. איזה מבין הגרפים    "(x) ?  

  נמקו את תשובתכם.              

  

  

  

  

  
  

fב. נתון כי שיפוע המשיק בנקודת הפיתול של    (x) 0- שווה ל.  

f שרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת       '(x).  

fג. מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה    (x) .(אם ישנם)  
  

  . g(x) רציונליתבשרטוט שלפניכם מתואר גרף של פונקציה     .5

g(x) ,gהפונקציות           '(x) ,g"(x)  מוגדרת לכלx   

  , ואין להן נקודות קיצון או נקודות פיתול.0- השונה מ         

xהישר    0 הוא האסימפטוטה האנכית  

  לכל אחד מן הגרפים של הפונקציות האלה.  

gא. שרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת    '(x).נמקו .  

  . נמקו.g"(x)השנייה ב. שרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת  

  היא פונקציה זוגית. g(x)ג. נתון כי   

  היא פונקציה זוגית. נמקו. g"(x)הסבירו מדוע               
  

f גרפים של פונקציה רציונלית לפניכם  .6 (x), ונגזרתה f '(x) המוגדרות עבור ,x 0.   

  

  

  

  

  
  

  

  עבור כל אחת מהטענות הבאות האם היא נכונה: וא. קבע  

f- יכול להתאים ל ) הגרף הימני1(      (x) והשמאלי ל -f '(x) .  

f- ) הגרף השמאלי יכול להתאים ל2(      (x) והימני ל -f '(x) .  

fב. נתון כי משוואת הפונקציה  (x)  היאaf (x)
x

 ,a .הוא פרמטר  

f- ) איזה מבין שני הגרפים מתאים  ל1(      (x)?  

  ?a) מהו תחום הערכים המתאים לפרמטר2(     
  

  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y IIIIIIIV

x

y

g(x)
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f  גרפים של פונקציה רציונלית לפניכם  .7 (x) של נגזרתה ,f '(x)  ושל נגזרתה השנייהf ''(x).  

yהישר    0 ) 2(- ) ו1הוא אסימפטוטה אופקית לגרפים.(  

  א מתחתיו.ונמצ x- המקביל לציר ה ) היא הישר המקווקו,3(  האסימפטוטה האופקית לגרף  
  

  

  

  

  

  

  
  

  א. מבין שלושת הגרפים הבאים, זהה איזה גרף מתאים לכל פונקציה.     

fב. נתון כי משוואת הפונקציה  (x)  היא
2

af (x) k
x

 , a ו -k .פרמטרים  

  ?aתחום הערכים המתאים לפרמטר ) מהו1(     

  ?k) מהו תחום הערכים המתאים לפרמטר2(     
  

fה רציונלית נתונה פונקצי  .8 (x) המוגדרת בתחום ,x 0.  

fגרף פונקציית הנגזרת  לפניכם '(x),  המוגדרת אף היא בתחוםx 0.  

fהאסימפטוטות האנכיות של    '(x)  הןx 0 ו -x 3ציור. , ראו  

fידוע כי לפונקציית הנגזרת  '(x) סימפטוטה אופקית, יש גם אy 0.  

fנקודות החיתוך של            '(x)  (0;5)- ו (0;1)עם הצירים הן   .  

fהאם ישנן נקודות על הגרף של א.    (x)  שבהן שיפוע המשיק  

fלגרף הפונקציה                (x)  0.25הוא ?  

  אם כן, כמה נקודות כאלה קיימות?              

fאת התחומים שבהם הפונקציה  מובציור ורש וב. היעזר           (x) ,עולה  

  יורדת. ואת התחומים שבהם היא              

yהישר  ג.    4   משיק לגרף הפונקציהf (x)  בנקודה שבהx 3.  

  .ואת השיעורים של נקודת ההשקה. נמק ו) מצא1(             

fמדוע  ורי) הסב2(              (10) 4  .  
  

fה פונקציה נתונ  .9 (x) המוגדרת לכל ערך של ,x.  

fבציור שלפניכם מוצג הגרף של פונקציית הנגזרת    '(x) .  

  א. היעזרו בנתונים הרשומים בגרף, ומצאו:         

  של נקודת הקיצון  x- ) ערך מספרי עבור שיעור ה1(     

fשל הפונקציה                   (x), .וקבעו את סוגה  
  x- ) ערך מספרי עבור שיעור ה2(     

fשל נקודת הפיתול של הפונקציה          (x).   

   פי מעלה ) את תחומי הקעירות כל3(     

fשל הפונקציה  וכלפי מטה                    (x).  

fב. נתון:    (0) 0 .  

fשרטטו סקיצה של גרף הפונקציה               (x) ,  

yאם ידוע שהישר               0  הוא אסימפטוטה אופקית של הפונקציהf (x)  רק כאשרx .    
  

x

y

x

y

x

y

x

y (1)(2)(3)

f '(x)

1 1 x

y
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fה רציונלית לפניכם גרף של פונקצי  .10 (x) .  

xמשוואות האסימפטוטות של הפונקציה הן           2 ,x 1  ,y 1.   

8מקסימום,  (0;0)נקודות הקיצון של הפונקציה הן          
9( 4; ) .מינימום  

fא. לפונקציה    (x) בלבד. יש נקודת פיתול אחת  

  של נקודה זו. x- כתבו את התחום שבו נמצא שיעור ה              

fב. על פי הגרף של הפונקציה    (x) מצאו את התחום ,  

fשבו מתקיים: פונקציית הנגזרת               '(x) חיובית  

fנגזרת השנייה ופונקציית ה       "(x) .חיובית. נמקו   

fג. הפונקציה    (x)  של פונקציה  נגזרתהיאg(x) כלומר ,g '(x) f (x) .  

f תחום ההגדרה של הפונקציות               (x) ו -g(x)  :זהה  

g(x) ) האם לפונקציה1(       קיצון? יש נקודות  

  .g(x)של הפונקציה וכלפי מטה קעירות כלפי מעלה תחומי ומצא) 2(      
  

נתונה הפונקציה   .11
4

kf (x)
(x 1)




xבתחום   1  . k  .הוא פרמטר  

fהנגזרת השנייה  בציור שלפניכם נתון הגרף של פונקציית    "(x)  בתחוםx 1 .  

fהגרף של  "(x) אינו חותך את ציר ה -x.f "(x) .יורדת בכל התחום  

  הוא חיובי או שלילי? kא. האם הפרמטר 

f) מצאו בתחום הנתון את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה 1ב. ( (x)  

  במידת הצורך. kעם הצירים (אם יש כאלה). הביעו באמצעות          

  ) מצאו בתחום הנתון את תחומי העלייה והירידה 2(    

fשל הפונקציה           (x)  .(אם יש כאלה) בתחום הנתון  

f) האם לפונקציה 3(     (x) ש נקודות פיתול? נמקו.י  

f) סרטטו בתחום הנתון סקיצה של גרף הפונקציה 4(     (x).  

fג. האם לפונקציית הנגזרת הראשונה  '(x) .יש נקודות פיתול בתחום הנתון? נמקו  
  

2נתונה הפונקציה   .12 27f (x) x 60
x

    .  

2יעורים של נקודת הקיצון של הפונקציה את הש ומצאא.    f '(x).  

2g(x)ב. מצאו את משוואת הפונקציה    f (x ) ,  

  .g(x)נמצאת על הגרף של  והראו שהנקודה שמצאתם בסעיף א'             
  

fא. נתון כי הפונקציה   .13 (x) :היא פונקציה רציונלית המקיימת  

xלפונקציה יש שלוש אסימפטוטות:         4 ,x 1  ,y 0.  

xהפונקציה מוגדרת לכל                1  ו -x 4 .  

fנתון:                (0) 0 ,f (1.5) 0 ,f '(x) 0 1עבור  רק x 4   ,f (x) 0  עבורx 4 ו -f (x) 0  עבורx 1  .  

fאפשרית של גרף הפונקציה  ) על פי הנתונים שבסעיף זה, סרטטו סקיצה1(               (x).  

f) על פי הגרף שסרטטתם, הראו כי לפונקציית הנגזרת 2(               '(x)  1יש נקודת קיצון בתחום x 4   ,  

  אין צורך למצוא את השיעורים של נקודת הקיצון. וקבעו את סוגה. נמקו.                   
    

fב. נתון גם כי הפונקציה  (x)  מקיימת
2 2
3a 3bxf (x)

(x ax 4)


 
.     

      a ו -b  הם פרמטרים. מצאו את הפונקציהf (x).   

x

y

x

y

f "(x)
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fהפונקציה   .14 (x)  היא פונקציית מנה המוגדרת עבורx 1 .   

fבציור מוצג הגרף של פונקציית הנגזרת    '(x).  

   את תחומי הקעירות כלפי מעלה  וא. מצא  

fשל הפונקציה  וכלפי מטה                (x)ו. נמק.  

fב. נתון כי לפונקציה    (x) :יש שתי אסימפטוטות בלבד x 1  ,y 1 .   

fגרף הפונקציה               (x) חותך את ציר ה -y  בנקודה שבהy 1  .  

fסקיצה של גרף הפונקציה  וסרטט              (x),  

  לסעיף א' ועל פי הנתונים שבסעיף ב'. על פי תשובתכם      

axג. נתון גם    bf (x)
cx d




 .a ,b ,c ו -d .הם פרמטרים שונים מאפס  

  .d- ו b ,cאת  aבאמצעות  ועי) הב1(     

fת הפונקציה כתבו א) 2(      (x) ללא פרמטרים.          
  

נתונה הפונקציה   .15
2 2

6f (x)
x 3a




 .a  ,הוא פרמטרa 0.  

  במידת הצורך): aבאמצעות  ועי(הב וא. מצא  

f) את תחום ההגדרה של הפונקציה 1(       (x).  

f) את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה 2(       (x) (אם יש כאלה). עם הצירים     

f) את האסימפטוטות המאונכות לצירים של הפונקציה 3(       (x) .(אם יש כאלה)  

f) אם נקודות הקיצון של הפונקציה 4(       (x) ,(אם יש כאלה) את סוגן. ווקבע  

fסקיצה של גרף הפונקציה  וב. סרטט   (x).  

fג. ידוע שלפונקציה    (x)  יש שתי נקודות פיתול בלבד ובהןx a .  

fבגרף של  ו) היעזר1(       (x)צעות באמ ועי, והבa  את התחום שבו פונקציית הנגזרת השנייהf "(x)   

   .וחיובית, ואת התחום שבו היא שלילית. נמק                  

fשל נקודות הקיצון של  x- את שיעורי ה aבאמצעות  ועי) הב2(       '(x), את סוגן. ווקבע   
  

נתונה הפונקציה   .16
2

3

(x 2)
f (x)

(x 1)




 .  

fא. מצאו עבור הפונקציה    (x)  :  

  ) נקודות חיתוך עם הצירים. 3) אסימפטוטות מאונכות לצירים. (2) תחום הגדרה.   (1(             

  ) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה.5) נקודות הקיצון, וקבעו את סוגן. (4(             

fב. לפונקציה    (x) תול בלבד.יש שתי נקודות פי  

fעל סמך הגרף של הפונקציה        (x).ציינו באיזה תחום נמצאת כל אחת מנקודות אלה ,  

fג. האם השטח, המוגבל על ידי גרף הפונקציה    (x) 4- , קטן מ4- ועל ידי הצירים, גדול מ   

  ? נמקו.4- או שווה ל             

fיש לגרף הפונקציה ד. כמה נקודות קיצון    '(x)?  
  

  לפניכם שתי טענות. קבעו עבור כל אחת מהן האם היא נכונה או לא נכונה. נמקו את תשובתכם.  .17

fא. אם לפונקציה   (x)  המוגדרת עבורx 0 (6;3)- וגזירה בכל התחום יש נקודת מקסימום ב     

yואסימפטוטה אופקית שמשוואתה         2.אז לפונקציה יש לפחות נקודת פיתול אחת ,  

fב.  אם לפונקציה   (x)  המוגדרת עבורx 0 (6;3)- וגזירה בכל התחום יש נקודת מינימום ב   

yואסימפטוטה אופקית שמשוואתה         2.אז לפונקציה יש לפחות שתי נקודות פיתול ,  

1 x

y
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2fלפניכם גרף הפונקציה   .18 (x) x 24 x  .  
  א. מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה.  

fב. מצאו את שיעורי כל נקודות הקיצון של הפונקציה    (x).  

fג. הסבירו מדוע לפונקציה    (x) .יש לפחות נקודת פיתול אחת  
  

fנתונה פונקציית הנגזרת    '(x) 24דרת עבור מוג x 24  .  

fפונקציית הנגזרת  ) מצאו את תחום ההגדרה של1ד. (   '(x).  

fפונקציית הנגזרת  ) מצאו את תחומי החיוביות והשליליות של2(       '(x).  

  .IV- ו  I ,II ,ה. לפניכם ארבעה גרפים המסומנים   

fהנגזרת  עשוי לתאר את פונקצייתקבעו איזה מהם               '(x) .  

   .ו את תשובתכםנמק             
  

  

  

  

  

  

  

  
  

2fלפניכם גרף הפונקציה   .19 (x) 2x x 4  .  

fא. מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה    (x).  

fב. מצאו את שיעורי כל נקודות הקיצון של הפונקציה    (x).  

fג. האם לפונקציית הנגזרת    '(x) .יש נקודות אפס? נמקו  

fפונקציית הנגזרת  יות והשליליות שלד. מהם תחומי החיוב   '(x)?   

  .IV- ו  I ,II ,ה. לפניכם ארבעה גרפים המסומנים   

fהנגזרת  יתעשוי לתאר את פונקציקבעו איזה מהם               '(x) .  

  נמקו את תשובתכם.             

fו. בהסתמך על סעיפים קודמים, קבעו האם לפונקציה    (x) .יש נקודות פיתול  

fאם כן, קבעו כמה נקודות פיתול יש לפונקציה              (x) .  

  לא, נמקו.  אם            
  
  

  

  
  

  

  

  

  

  

IIIIIIIV

III
IIIIV
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3fלפניכם גרף הפונקציה   .20 (x) x 12x  .  
  

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא  12 ,12 x 0   .  

  היעזרו בגרף וענו על הסעיפים הבאים:

f) האם תחום ההגדרה של פונקציית הנגזרת 1א. (          '(x)  

fזהה לתחום ההגדרה של                     (x) ?  

  ) מצאו את משוואות האסימפטוטות האנכיות 2(              

fשל פונקציית הנגזרת                     '(x)  

IVב. איזה מן הגרפים           I הגרף של פונקציית הנגזרת  שלפניכם עשוי להיותf '(x) ?  

f, קבעו, מבלי למצוא את יכם לסעיפים קודמיםתוג. על פי תשוב ''(x) ,  

fהאם לפונקציה      (x) .הפיתול.כתבו את התחום שבו נמצאת נקודת  יש נקודת פיתול  
  

  

  

  

  

  

  
  

2fנתונה הפונקציה   .21 (x) ax 9  .a 0- הוא פרמטר גדול מ .  

f) מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 1א. (   (x) ?  

f) הראו כי לפונקציה 2(       (x) .אין נקודות פיתול  

f) מהו תחום ההגדרה של פונקציית הנגזרת 1ב. (   '(x)?  

f של פונקציית הנגזרת את האסימפטוטות האופקיות a) הביעו באמצעות 2(       '(x).  

fהנגזרת  ) מצאו תחומי עלייה וירידה של פונקציית3(       '(x) .(אם יש כאלה)   

f) סרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת 4(       '(x).  

f ) הראו שפונקציית הנגזרת1ג. (   '(x) זוגית.- היא פונקציה אי  

f) חניתה טוענת שלפונקציית הנגזרת 2(       '(x) .יש נקודת פיתול  

  האם היא צודקת? אם כן, קבעו מהם שיעורי נקודת הפיתול.                  
  

fהפונקציה   . 22 (x)  מוגדרת לכלxתונה הנגזרת השנייה של הפונקציה . נf (x)  :
2 5

3(1 x)(1 2x)
f ''(x)

(x 1)

 


.  

fזרת שלפניך, איזה גרף מתאר את פונקציית הנג I ,II ,III ,IVא. מבין הגרפים    '(x)ו? נמק.  
  

            I         II             III         IV    
  
  
  
  

  

fשל הפונקציה  ותחומי קעירות כלפי מעלה  ) מצאו תחומי קעירות כלפי מטה 1ב. ( (x).נמקו .  

f) היעזרו בגרף של 2(       '(x)  שבסעיף א', ומצאו בין אילו שני מספרים שלמים עוקבים  

fנקודת הקיצון של  של x- נמצא שיעור ה                   (x).נמקו .  

f) שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 3(       (x)אם ידוע כי הגרף חותך את ציר ה , -x   

xרק בנקודה אחת שבה                    3 .  

I

x

y
II

x

y
III

x

y
IV

x

y

( 12;0)
x

y

( 12;0)

xx

y y

x

y

x

y
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fאם פונקציה א. קבעו האם הטענה הבאה נכונה:   .23 (x)  היא פונקציה  

fנקציית הנגזרת אז פוזוגית,  - אי               '(x) .היא פונקציה זוגית  

f .זוגית - ב. נתונה פונקציה אי   (x)  

fמתואר גרף הנגזרת  משמאלבשרטוט ש     '(x)  בתחוםx 0 .  

fשל את הגרף  ) השלימו1(     '(x)  גם עבורx 0.  

g(x) מדוע וריהסב) 2(     f (x) f '(x)  זוגית.- היא פונקציה אי  
  

fאם פונקציה האם הטענה הבאה נכונה:  וקבעא.   .24 (x)  ,היא פונקציה זוגית  

fאז פונקציית הנגזרת                '(x) זוגית. - היא פונקציה אי    

fב. לפניכם גרף של פונקציה זוגית           (x)על הגרף מסומנים .  

fשל נקודות הפיתול של הפונקציה  x- שיעורי ה              (x).  

f) שרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת 1(       '(x).  

h(x)) מהו התחום שבו הפונקציה 2(       f '(x) f "(x)  ?חיובית  
  

fזוגית - אייור שמשמאל מתואר גרף של פונקציה רציונלית בצ  .25 (x).  

f א. הסבירו מדוע פונקציית הנגזרת '(x)    .היא פונקציה זוגית  

fהמשיק לגרף הפונקציה  1ב.  העבירו ישר  (x)  2)בנקודה; 1) ,  

fהמשיק לגרף הפונקציה  2והעבירו ישר אחר       (x)  ,בנקודה אחרתT.  

  היא הנקודה היחידה  Tשני המשיקים מקבילים זה לזה. (       

fעל גרף הפונקציה                  (x) 1- שבה המשיק מקביל ל .(  

  . נמקו.Tמצאו את השיעורים של הנקודה               
  

fזוגית - אינתונה פונקציה רציונלית   .26 (x) המוגדרת עבור ,x 0.  

fהגרף של  (x) הוזז ב -a הפונקציה דות ימינה, כך שהתקבלה יחיg(x).  

   .g(x)סקיצה של הפונקציה לפניכם   

  את משוואת האסימפטוטה האנכית aא. הביעו באמצעות   

  .g(x)של הפונקציה               

xבנקודה שבה  g(x)ישר המשיק לגרף הפונקציה ב. העבירו    3 ,  

xבנקודה שבה  g(x)והעבירו ישר המשיק לגרף הפונקציה               0.  

  .aהמשיקים מקבילים זה לזה. מצאו את הערך של       
  

fלפניכם שרטוט המתאר את הגרפים של הפונקציות   .27 "(x) ,f '(x) ,f (x) המוגדרות לכל ,x .  

  .גרף נמצא כולו מעל  גרף               
  

    , ,א. התאימו כל אחד מן הגרפים     

fלפונקציות                    "(x) ,f '(x) ,f (x).   

  כם.יתונמקו את קביע                  

  זוגית. - מייצג פונקציה אי ב. נתון כי גרף   

fהאם הנגזרת השלישית                 "'(x)   

  היא פונקציה זוגית,              

  זוגית, - פונקציה אי             

  נמקו.זוגית?  - וגית ולא איאו לא ז             

x

y

f (x)
44

x

y

x

y

x

y
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fנתונה פונקציה   .28 (x)  המוגדרת לכלx .  

fבציור שלפניכם מוצג הגרף של פונקציית הנגזרת           '(x) ,  

xהמוגדרת עבור           0 .  

IVארבעה גרפים  לפניכם   I .  

fאיזה גרף עשוי לתאר את הפונקציה    (x) ?  

  נמקו.          
  
  

  
  
  
  
  
   
  

fבציור שלפניכם מוצג גרף של הפונקציה   .29 (x)  1בתחום x 10 .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

fהגרף של  הסתמכו על   (x) :ועל הערכים הרשומים על הצירים, וענו על הסעיפים הבאים  

  מתקיים: 7- השונים מ xא. מצאו עבור אילו ערכים של   

      )1 (f '(x) 0)        .2. נמקו (f '(x) 0   .3(      . נמקו (f '(x) 0.נמקו .  

fב. לפונקציה    (x)  יש נקודות פיתול כאשרx 3 ו -x 5 .  

fמתקיים  מצאו את התחום שבו              '(x) f ''(x) 0 .  
  

  , של פונקציות  המוגדרות II- ו Iבציור שלפניכם מוצגים שני גרפים   .30

1.1בתחום           x 3.1   אחד הגרפים הוא של הפונקציה .f (x)   

fוהאחר הוא של פונקציית הנגזרת    '(x).  

fהוא של הפונקציה  II- ו Iא. קבעו איזה מבין הגרפים    (x).נמקו .   

1g(x)ב. נתונה הפונקציה   
f (x)

.  

  נקודות הקיצון של x- ) מצאו את שיעורי ה1(      

  , וקבעו את סוגן.g(x)הפנימיות של                   

  .g(x)) מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 2(      

1h(x)ג. נתונה הפונקציה   
f (x)

 .  

  , וקבעו את סוגן.h(x)של נקודות הקיצון הפנימיות של  x- מצאו את שיעורי ה     

x

y

f '(x)

1

k

4.5

6 73

3

2

2 54 8 x

y

1

9 10

1 0 1 2 x

y
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2

3
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נתונה הפונקציה   .31 n1f (x) 1
x

  ,x 0 .n 1- הוא מספר טבעי גדול מ.  

fשל הפונקציה  א. מצאו את האסימפטוטות   (x) .המאונכות לצירים  

fזוגי - אי nב. הראו כי עבור    '(x) 0  לכלx 0 .  

  
  צגות כל נקודות הקיצון).. (בגרפים מוII- ו Iלפניכם שני גרפים,   

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

fאחד הגרפים מייצג סקיצה של פונקציית הנגזרת    '(x)  עבורn ,זוגי  

fוהגרף האחר מייצג סקיצה של פונקציית הנגזרת    '(x)  עבורn זוגי.- אי  

  ה.- , וענה על הסעיפים ג, ד, וII- ו Iהיעזרו בגרפים   

  זוגי:- אי nג. עבור   

f) מצאו כמה נקודות קיצון (אם יש כאלה) יש לפונקציה 1(       (x).נמקו .  

fות פיתול יש לפונקציה ) מצאו כמה נקוד2(       (x).נמקו .  

  זוגי: nד. עבור  

f) מצאו כמה נקודות קיצון (אם יש כאלה) יש לפונקציה 1(       (x).נמקו .  

f)  מצאו כמה נקודות פיתול יש לפונקציה 2(       (x).נמקו .  

f) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 3(       (x).  
  

ה. נתונות הפונקציות:    31g(x) 1
x

  , 41h(x) 1
x

 .  

g"(x)מהו הסימן של המכפלה         h"(x)  עבורx 0.נמקו ?  
  

fמוצגים ערכים מסוימים של הפונקציה  שלפניכםבטבלה   .32 (x)  1בקטע x 2 .    

fהפונקציה  (x)  ,חיובית בקטע הנתון  

  בקטע זה. ואין לה נקודות קיצון פנימיות

fנתון כי פונקציית הנגזרת השנייה  "(x)   

   שלילית בקטע הנתון.

fמהו הסימן של  וא. קבע   .ו. נמק(1.2)'

fאם הטענה  וב. קבע '(1.3) f '(1.2) f '(1.1)  ונכונה. נמק.  
  

g(x)נתונה הפונקציה  f (x)     1בקטע x 2 .   

  .ו(אם יש כאלה). נמק g(x)תחומי עלייה וירידה של הפונקציה  וג. בקטע הנתון מצא

1.1 כי בתחום וד. הרא x 1.3   אין פתרון למשוואהg '(x) f '(x).     

  

  

  

  

1.4 1.3 1.2 1.1 x  
1.43 1.36 1.28 1.19 f (x) 

II
f '(x)

x

y

I

x

y f '(x)
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  ובות: תש
  

  .(1;1)  ג.              ב.            ;xכל : ) עלייה1( א. .1

  אין.    :ירידה              

  )2(  :x 1;    

        :x 1   .  

  

  

aב.   ).  2א. טענה (  .2 8 ,b 18,c 16 .   .1ג x 3 .  
  

;3)מינימום.    ב.  (2;4)א.   .3 1)  .מקסימום.   גx 6.  
  

  ב.                             .IVא. גרף   .4

  ג. עלייה: אין.      

xירידה:    0.  

  

  ב.            א.  .5

  
  
  

  
  

  

 

 

 

a) 2) הגרף הימני.  (1) נכונה.  ב. (2) נכונה.  (1א. (  .6 0.  
  

fא.   .7 (x)  - )3 , (f '(x)  -  )1  ,(f ''(x)  - )2)  .1).  ב  (a 0) .2  (k 0.  

 

3: עולה. כן, שתי נקודות.  ב. א  .8 x 5   1או x 3  ;יורדת :x 5  0או x 1 .  ) .5)) 1ג; 4)  .  
  

  
x) 1א. (    .9 1 .ב.            , מינימום  

           )2 (x 1  .  

           )3(  :x 1;  

                :x 1.  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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xא.   .10 4  .4.   ב x 1     .  
  

 :1 )2() לא.  1ג. (        x 0    4או x 1   ;   :x 2  0או x 2    אוx 4 .  

  

  )4(                    חיובי. א.  .11

xירידה:  ) עלייה: אין; 2. ((k;0)) 1( ב.         1 .  

         לא.  ) 3(           

  . לא.ג       
  

;3)א.   .12 18).4ב.    מקסימום
2

27g(x) x 60
x

   .  

  
  

קיימת נקודת קיצון מסוג מקסימום.     ב.  )2(                         )1א. (  .13
2 2

9 6xf (x)
(x 3x 4)


 

.  

  

    

  

  

  
  

 :xא.   .14 1  ,: x 1       .              .ב  
  

b) 1ג. (       a  ,c a ,d a  .  

          )2 (x 1f (x)
x 1



.        

  

  

  
  

  ב.                    . x) כל 1א. (  .15

           )2 (2
20;

a
 
 
 

)  .3 (y 0  .  

           )4 (2
20;

a
 
 
 

  מקסימום.   

f)  1ג. (         "(x) 0  כאשרx a  אוx a .f "(x) 0  כאשרa x a  .    

    )2 (x a  ,מינימוםx a  .מקסימום  
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x) 1א. (  .16 1)  .2  (x 1 ,y 0)  .3 (( 2;0) ,(0; 4).      )5(  

            )4 (( 2;0)  ,מקסימום 4
818;  .מינימום  

xנמצאת בתחום  ב. נקודת פיתול אחת   8  ,  

8ונקודת פיתול שנייה בתחום               x 2   .    

  ד. שתי נקודות.   .4- ג. השטח קטן מ   

  

      נכונה. ב.     נכונה. א.   .17
  
  

24א.    .18 x 24  .ב  . ( )מינימום, (0;24 )מקסימום, (12;12 12; 12)  ,מינימום( 24;0).מינימום  

fבתחום שבין שתי נקודות הקיצון הפנימיות של הפונקציה ג.          (x) הפונקציה ,f (x)  ,מוגדרת  

  ולכן יש לה בתחום זה נקודת פיתול.            

24) 1(ד.          x 24  .  )2 :12) חיוביות x 12   :12, שליליות x 24    24או x 12    .   

f(על פי תחומי החיוביות והשליליות של  גרף ה.          '(x).(  

  

x א.   .19 2  אוx 2   . .מינימום, (0;2)ב( 2;0)ג. לא.  .מקסימום  

xד. חיוביות:          2  אוx 2 ה. גרף  . , שליליות: איןIV .ו. שתי נקודות פיתול  .  

  

x ) 2) לא.  (1( א.   .20 12 ,x 0 ,x 12 .    .גרף  בII.   .כן, התחום הוא  ג x 12.    

  

  )4(                      .x) כל 1א. (  .21

                    .     x) כל 1ב. (       

            )2 (y a ,y a .  

    ; ירידה: אין.x) עלייה: כל 3(            

    .(0;0)ג. כן, חניתה צודקת. שיעורי נקודת הפיתול הם        

  

  )IV .            )3א.   .22

 :1) 1ב. (       
2x   אוx 1  ;      

          :1
21 x  .  

  .0- ל 1) בין 2(           
  

  

  

x

y
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x

y
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  )1( .ב                           ונה.  טענה נכא. ה  .23

  

  

  

  

  
  

       ) 1ב. (                              טענה נכונה.  א.  ה    .24

0) 2ב.  (          x 4   אוx 4 .    

       

  
)ב.     .25 2;1).  
  

x א.    .26 a.   .ב a 1.5.    
  

 - fא.    .27 (x) , - f '(x) , -f "(x)  . זוגית. - אי.  ב  

  
  .  IIIגרף   .28

  
4)  1א.  (  .29 x 6   1או x 2   .)2 (6 x 7    2או x 4 . )3 (7 x 10   או  x 6 או  x 4 או  x 2.  

6 ב.          x 7     4או x 5     2או x 3    .  

  

fהוא של  IIא. גרף      .30 (x) .  

x) 1(ב.             0 מקסימום , x 2ימוםמינ ,   

3) עלייה:  2(    x 3.1   2או x 3    1או x 0    1.1או x 1    ; :1 ירידה x 2   0או x 1 .  

xג.             0 ימוםמינ , x 2ימוםמקס.  

  
xא.   .31 0   . .בy 1  .               ) .3ד(  

  ) שתי נקודות פיתול.2) אין. (1ג. (       

                 ) נקודת קיצון אחת.1ד. (       

  ) נקודת פיתול אחת.2(           

  ה. חיובי.        

  

1א. הסימן הוא חיובי.   ב. הטענה נכונה.  ג. עלייה:   .32 x 2 .ירידה: אין ;  

  

  

  

  

  

  

  

x

y

x

y

x

y
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  פונקציות טריגונומטריות
  

  , 571פרק זה כולל שאלות עם פונקציות טריגונומטריות המתאימות לשאלון          

  לפרק הנמצא בספר הלימוד.  השלמהוהוא מהווה          

  רוב השאלות קצרות יחסית ואינן כוללות חקירה מלאה של הפונקציה,          

  דגשנו בעיקר את הרעיונות הבאים: אלא מדגישות רעיון מסוים. ה         

  הכרת הפונקציות הטריגונומטריות הבסיסיות  והגרפים שלהן, ובהסתמך על כך שרטוט          

  של פונקציות אלה,או טרנספורמציה אחרת מתיחה מהזזה,  של פונקציות המתקבלות         

  גם ללא שימוש בנגזרת.  

  גונומטריים,ת טריפתרון  או הוכחה של אי שוויונו         

  ."חור" בגרף מציאת ת  אנכיות ואופקיות,אסימפטוטומציאת          
  

fהפונקציה נתונה   .1 (x) 1 cos3x   20בתחום x 3   .  

fאת שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה , ללא שימוש בנגזרת, וא. מצא   (x), את סוגן. וקבעו  

yהדרכה: היעזרו בגרף הפונקציה                 cos x.  

fאת גרף הפונקציה  וב. שרטט   (x) .בתחום הנתון  
    

g(x)נתונה הפונקציה    f (x) 2 .  

20חום בת g(x)את גרף הפונקציה  וג. שרטט   x 3  .  

  

xyאת נקודות הקיצון הפנימיות של הפונקציה , ללא שימוש בנגזרת, ומצא  .2 3cos 1
3

     

2בתחום           x 5   . 

yהדרכה: היעזרו בגרף הפונקציה            cos x.  
  

2yיצון הפנימיות של הפונקציה את נקודות הק, ללא שימוש בנגזרת, וא. מצא  .3 sin x   

3בתחום                3
2 2x    .  

yבגרף הפונקציה  והדרכה: היעזר        sin x.  

2) הראו כי מתקיים: 1(ב.  22 cos x 1 sin x  .  

2yסקיצה של גרף הפונקציה  ושרטטוו בסעיפים קודמים היעזר) 2(           2 cos x   

3בתחום                    3
2 2x    .  

  

1yאת נקודות הקיצון הפנימיות של הפונקציה , ללא שימוש בנגזרת, ומצא  .4
cos x

   

x3בתחום           3
    .  

yבגרף הפונקציה  ו: היעזרהדרכה   cos x.   
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f תונה הפונקציהא. נ  .5 (x) sin x  .  הזיזו את הפונקציהf (x) 2- ב
 .יחידות שמאלה  

g(x)הגרף שהתקבל מתלכד עם הגרף של האם      cos x?  

  יחידות שמאלה. - ב g(x) ב. הזיזו את הפונקציה

h(x)) רועי טוען שהגרף שהתקבל מתלכד עם הגרף של 1(     cos( x) . והאם רועי צודק? נמק.  

k(x)) אריאל טוען שהגרף שהתקבל מתלכד עם הגרף של 2(     cos x . והאם אריאל צודק? נמק.  
  

fנתונה הפונקציה   .6 (x) cos2x  .  
fכי:  וחיא. הוכ (x ) f (x)  .  

fאת גרף הפונקציה יחידות ימינה  ב. ינאי מסתמך על סעיף א' וטוען כי אם נזיז  (x)  

fהגרף המתקבל מתלכד עם הגרף של      (x). והאם ינאי צודק? נמק.  

fיחידות שמאלה את גרף הפונקציה  ב. אסתי טוענת כי אם נזיז  (x)  
fהגרף המתקבל מתלכד עם הגרף של      (x) .והאם אסתי צודקת? נמק.  

  

fנתונה פונקציה   .7 (x) .2  יואב הזיז את גרף הפונקציה .יחידות ימינה  
  יחידות שמאלה. עידו הזיז את גרף הפונקציה 

  ת:ם קיבלו גרפים זהים זה לזה. לפניכם ארבע פונקציוה
  

  )1 (y 3cos x  )2 (y sin3x      )3 (y tan x      )4 (y cos6x  

fאילו מהפונקציות הבאות יכולות להיות  וקבע    (x) ..נמקו  
  

fמתוארים גרף הפונקציה  בציור  .8 (x) sin x   

0בתחום           x 2    (הגרף המקווקו)  

yוגרף הפונקציה           sin kx  3בתחום
20 x   .  

  .k את הערך של  וא. מצא  

  ימיות. קיצון פנת ונקודשתי ש ב. לכל אחת מהפונקציות הנתונות י         

  את שטח המרובע. וחשב מחברים את ארבע הנקודות הנ"ל ומקבלים מרובע.             
  

1נתונה הפונקציה   .9
2f (x) x sin x  .  

fבציור מתואר גרף הפונקציה           (x)  0בתחום x 2   .  

x כמה פתרונות יש למשוואה   2
sin x

  

  .ובתחום הנתון? נמק  
  

fהפונקציה גרף  לפניכם  .10 (x) cosax  0בתחום x   ,  

         a הוא פרמטר.    

  . aמהו הערך של הפרמטר  וקבעא.   

2fוע מתקיים מד וריהסבב.    (x) f (x ) .  

2fכמה פתרונות בתחום יש למשוואה . ג   (x) f (x).  

fכמה פתרונות בתחום יש למשוואה . ד   (x) 0.5.  
  

x

y

x

y

x

y

0
2

2
3

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3fנתונה הפונקציה   .11 (x) sin x 5sin x 7  .  

fמדוע גרף הפונקציה  וריהסב. א (x)  ציר האינו חותך את -x.  

g(x)גרף הפונקציה . האם ב f (x) 1   ציר החותך את -x?  

g(xגרף הפונקציה . האם ג 2)  ציר החותך את -x?  
  

2אי השוויון   את ורא. פת.    12
1sin x   0בתחום x 2  .   

22cosאת אי השוויון   ורב. פת          x 1 0   0בתחום x  .  
  

f.   א. נתונה הפונקציה 13 (x) 2cos x 1 .  

xבתחום  ליות של הפונקציה תחומי השליאת  ומצא             2   .  

2fב. נתונה הפונקציה          (x) sin x cos x 1    0בתחום x 2  .  

fהתחום שבו מתקיים את  ומצא             (x) 0.  
  

fנתונה הפונקציה  .   א.14 (x) sin 2x cos x   0בתחום x 2  .   

  תחום ההגדרה של הפונקציה.את  ומצא            

fב. נתונה הפונקציה          (x) 3 2cos x .  

  .xמדוע הפונקציה מוגדרת לכל ערך של  וריהסב            
  

2את אי השוויון  וחיא. הוכ  .15 21 sin x cos x 1    .  

4את אי השוויון  וחיב. הוכ 41 sin x cos x 1   .  

  בשתי דרכים: ורפת    

  ובנוסחאות הכפל המקוצר. בסעיף א' ו) היעזר1(    

  בתכונות של הפונקציות סינוס וקוסינוס במעגל היחידה. ו) היעזר2(    
  

fנתונה הפונקציה    .16 (x) sin x cos x  0, בתחום x  .   

  את נקודת המקסימום המוחלט של הפונקציה בתחום הנתון. וא. מצא  

2g(x)ב. נתונה הפונקציה     x 4x 8   0, בתחום x  .  

  את נקודת המינימום המוחלט של הפונקציה בתחום הנתון. ומצא             

2xאם קיים פתרון למשוואה ג. ה   4x 8 sin x cos x    ובתחום הנתון? נמק.  
  

נתונה הפונקציה     .17   x xf (x) sin cos
6 3
  ,  

30בתחום  xהמוגדרת לכל    x  .  

fבציור מוצג הגרף של הפונקציה    (x) חום הנתון.בת  

  את השיעורים של נקודת המקסימום  ומצא  

fשל הפונקציה           (x) .בתחום הנתון   
  

x

y
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fנתונה הפונקציה   .18 (x) sin x 2cos x 4x 2 1     .  

2x כאשר x- שהפונקציה נפגשת עם ציר ה ראו. הא   .  

  .xהפונקציה עולה לכל ערך של ב. הסבירו מדוע   

fהפונקציה  xלאילו ערכי  ומצאג.  (x) .חיובית   
  

fפונקציה ה נתונה  .19 (x) kx cos x   0בתחום x  .  

f, כך שלפונקציה kה תחום נמצא הפרמטר באיז ומצא   (x):  

     ) אין נקודות קיצון.1(  

     ) יש נקודת קיצון אחת.2(         

  ) יש שתי נקודות קיצון.3(         
  

afנתונה הפונקציה    .20 (x) cos x 2
cos x

    ,a 1.   

  . x- גרף הפונקציה משיק לציר ה

  .aאת הערך של  ומצא
  

fנתונה הפונקציה   .21 (x) x 2cos x k    0בתחום x   ,k .הוא פרמטר  

  . x- , גרף הפונקציה נמצא כולו מעל ציר הkמצא לאילו ערכים של   
  

fנתונה הפונקציה    .22 (x) x cos x .  

fשעבורם  x- ששיעורי ה א. הראו   '(x) 0  1מקיימיםtan x
x

.  

g(x)בציור מתואר גרף הפונקציה  tan x  0בתחום x 2  .  

   y- מהן האסימפטוטות המקבילות לציר ה ב.

  המופיעות בציור?     

  כמה נקודות ב וקבעהיעזרו בציור ו ג.

0בתחום      x 2   מתקיים  f '(x) 0.   
  

fהפונקציה  גרף לפניכם  .23 (x) sin x 1   0בתחום x 2   .  
  

fמדוע הפונקציה  וריא. הסב   (x)  מוגדרת לכלx .בתחום הנתון  
  

נתונה הפונקציה  . ב  
(sin x 1)cos x

g(x)
cos x
  0בתחום x 2  .  

  עבור התחום הנתון:      

  .g(x)ההגדרה של הפונקציה תחום את  ומצא) 1(      

fמתקיים  x) בעבור אילו ערכים של 2(       (x) g(x)?  

  .g(x)קיצה של גרף הפונקציה ס ושרטט) 3(      

  

  

  

x

y

x

y
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1fנתונה הפונקציה   .24 (x)
sin x cos x




2בתחום   2x    .  

  ) תחומי עלייה וירידה.  3(  ) נקודות קיצון.2) תחום הגדרה.   (1בתחום הנתון: ( וא. מצא  

  ) אסימפטוטות אנכיות.5) נקודות חיתוך עם הצירים. (4(                                             

fסקיצה של גרף הפונקציה  וב. שרטט   (x) .בתחום הנתון  
  

נתונה הפונקציה . ג  
2 2

sin x cos xg(x)
sin x cos x




2בתחום    2x   .  
  

  .g(x)ההגדרה של הפונקציה חום תאת  ומצא) 1(  עבור התחום הנתון:      

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ושרטט) 2(                                      
  

1yנתונה הפונקציה    .25 2x
tan x

   0בתחום x  .  

  .   של הפונקציה הגדרההתחום את הנתון  מצאו בתחוםא.          

  .של הפונקציה אנכיותהאסימפטוטות את המצאו בתחום הנתון ב.   
  

3fנתונה הפונקציה   .26 (x) cos (3x )   המוגדרת לכל ,x.  

20א. בתחום    x 3   ומצא:   

  חיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.את נקודות ה )1(              

  את סוגן. ו) את השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה, וקבע2(       
  

  כי הפונקציה זוגית. וחי) הוכ1ב. (

2סקיצה של גרף הפונקציה בתחום  ו) סרטט2(              2x3 3   .  

2 נקציה בתחוםאת משוואות הישרים המשיקים לגרף הפו ג. רשמו   2x3 3    ומאונכים לציר ה -y.   

  

1נתונה הפונקציה   .27
2f (x) sin x sin x    0בקטע x 3  .  

  הפונקציה מוגדרת. xעבור אילו ערכי בקטע הנתון מצאו  )1(א.   

  את סוגן. ואת השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה, וקבעבקטע הנתון מצאו ) 2(              

  סקיצה של גרף הפונקציה בקטע הנתון. ו) שרטט1ב. (  

  משוואת ישר המשיק לגרף הפונקציה בשתי נקודות בדיוק. ו) מצא2(             
  

1שוויון - נתון שעבורם מתקיים האיע הבקט xג. האם יש ערכים של   
2 sin x sin x .ונמק.   

  

1fנתונה הפונקציה   .28 (x)
sin x cos x

,  2ונתון התחום 2x   . ב. - בתחום הנתון ענו על הסעיפים א ו  

f) מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה 1א. (   (x).  

f) האם הפונקציה2(               (x) זוגית? נמקו.- היא פונקציה זוגית או אי  

f) מצאו את השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה 3(        (x).וקבעו את סוגן ,  

f) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 4(        (x).  

g(x)ב. נתונה הפונקציה    f (x) a .   

fשעבורם יש למשוואה  a) מצאו את הערכים האפשריים של 1(              (x) a 0   .פתרון אחד בלבד  

  ).1סעיף ב (- שמצאתם בתת aד מערכי עבור כל אח g(x)) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 2(    
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29.  f (x)  היא פונקציה גזירה, המוגדרת לכלxכך ש , -f (x) 0  לכלx.   

fשאם הפונקציה  וחיא. הוכ (x)  1עולה בקטע מסוים, אז הפונקציה
f (x)

    ;יורדת באותו הקטע 

fואם הפונקציה       (x)  1יורדת בקטע מסוים, אז הפונקציה
f (x)

  עולה באותו הקטע.  

  

2g(x)נתונה הפונקציה  sin x cos x 2  ,  המוגדרת לכלx.  

g(x)שבעבורו  xב. האם קיים  0ו? נמק.  

  .והיא פונקציה זוגית? נמק g(x)) האם הפונקציה 1ג. (

g(x)מתקיים:  xשלכל  ) הראו2(          g(x 2 )  .  

0בתחום  g(x)את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה  ו) מצא3(         x  את סוגן. ו, וקבע  

xבתחום  g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט4(          3   .  
  

נתונה הפונקציה 
2

1h(x)
sin x cos x 2


 

.  

  על הסעיפים הקודמים. ו להיעזר בתשובותיכםעל סעיף ד. תוכל ענו

  .ו? נמקh(x)) מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 1ד. (

xבתחום  h(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט2(               באותה מערכת צירים  

  .g(x)את גרף הפונקציה  םשבה סרטטת                  

  

3fנתונה הפונקציה   .30 (x) x sin x  המוגדרת בתחוםx    .  

fאם הפונקציה  ו) קבע1א. (     (x) וזוגית. נמק- זוגית או לא זוגית ולא אי- היא זוגית או אי.   

fאת שיעורי נקודות החיתוך של גרף הפונקציה  ו) מצא2(         (x) עם ציר ה -x .בתחום הנתון  
fמדוע הפונקציה  ורי) הסב3(         (x) שלילית בתחום הנתון.- היא אי  

fאם פונקציית הנגזרת,  ו) קבע4(         '(x)זוגית. - זוגית או לא זוגית ולא אי- , היא זוגית או אי  

  .ונמק                       
fשבעבורם  x- ששיעורי ה ) הראו1ב. ( '(x) 0   

3tanמקיימים           x x1 .  

  מתוארים הגרפים  ) בציור שלפניכם2(    

3h(x)של הפונקציות           x1  ו -g(x) tan x     

xבתחום             .  

   בציור, והיעזר         

xקודות בתחום כמה נ ווקבע               

fמקיימות           '(x) 0.  
  

fשל אחת מנקודות הקיצון של הפונקציה  x- ה נתון: שיעור (x)  בקירוב.  2.46הוא  

xר התחום ד בעבו- על הסעיפים ג ענו   .  

fשל כל נקודות הקיצון של הפונקציה  x- ) מהם שיעורי ה1ג. ( (x) את סוגן. ווקבע ובתחום? נמק  

fסקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט2(     (x)  .בתחום  

fסקיצה של גרף פונקציית הנגזרת,  ו) סרטט1ד. ( '(x).בתחום ,  

f) כמה נקודות פיתול לכל הפחות יש לפונקציה 2(     (x)  ?נמקו. בתחום  
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2fנתונה הפונקציה   .31 (x) a cos 2x sin x   המוגדרת בתחום ,x   .  

  a .הוא פרמטר  

fא. האם הפונקציה    (x) וזוגית או אף לא אחת מהן? נמק- היא זוגית או אי.     

fב. מה הם שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה    (x) באמצעות ועי(הב a  ,(אם צריך  

  אם נתון כי הפונקציה אינה קבועה?                   

  ).aעבור  ו לשתי האפשרויות(התייחס aאת סוגן בהתאם לערך של  וקבע    

fשעבורו הפונקציה  aאת הערך של  וג. מצא (x) וקבועה. נמק היא.  
  

aנתון  1.  

fסקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט1ד. ( (x).  

fסקיצה של גרף פונקציית הנגזרת  ו) סרטט2(     '(x).  
  

sinנתונות הפונקציות   .32 xf (x)
cos x

 ,cos xg(x)
sin x

.   

xעל סעיף א עבור התחום:  וענ  
2


   .  

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  ו) מצא1א. (   (x)  .  

fאת המשוואות של האסימפטוטות של הפונקציה  ו) מצא2(      (x)המאונכות לציר ה , -x. 

fאת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה  ו) מצא3(        (x) .(אם יש כאלה)  

fסקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט4(      (x).  
  

xתחום: הגם על סעיף ב עבור  וענ  
2


   .  

  .g(x)ל הפונקציה את תחום ההגדרה ש ו) מצא1ב. (  

:  וחי) הוכ2(     g(x) f x
2
    

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט3(    

  על הסעיפים הקודמים. כםלהיעזר בתשובותי ותוכל  
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  ובות: תש

. א  .1 ;23
2  ,מקסימום ;03

   ,מקסימום. (2;0)מינימום  

  

   .ג                .ב     

  

  

  

2. (3 ;4) ימום.  מקס  

  

  
   )2( .ב            מינימום,  (0;0) . א. 3

          2 ;1 ום, מקסימ  

        2 ;1 .מקסימום  

  
  
   מינימום.  (1;0). 4
  
  ) כן.2(  ) לא. 1כן.  ב. ( א. . 5

  

  ).4( - ) ו3( .7ב.  כן.   ג.  כן.     .6
  
kא.   .8 3  .3.   ב

4.   9.  א. פתרון אחד.     

  
aא.   .10 4.    .ג. לא.ב. לא.    .11   פתרונות. 8ד.    פתרונות. 7ג  

  

6 .  א. 12 6
5x   .     .4ב 4

3x   .  

  

3 .  א. 13
4x      .   .20 ב x    2או

3 x 2     .  

  

14  .20 x    6 או 2
7 3x     6 או

11 x 2     .  

  
3א.   .16

4( ; 2).    .(2;3) .17  לא. ג.   .(4;2)ב.    

  

2xג.   .18 .   19.  )1 (k 1  אוk 0  . )2 אף  (k  . )3 (0 k 1 .  

  
20.  a 3   .21.    k 0.886 .       

  

2x  .ב  .22  ,2
3x .  .שתי נקודות. ג     

  
  

x

y

x

y
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0) 1(. ב.  23 x 2   ,2x  ,2
3x .              ד.  

  

           )2 (0 x 2   ,2x  ,2
3x .  

      

  

  

2) 1א. (. 24 2x    ,4x .  

          )2 (2( ; 1)  ,2 מינימום
4 2( ; )  ימוםמקס,   

               2( ;1)   .מינימום  

2)  עלייה: 3(   4x     ;  

4ירידה:          4x     4או 2x  .  

         )4 ((0; 1))   .5 (4x    .  

  

  

2) 1. (ג 2x    ,4x  ,4x  .            )2(  

  

  

  

0א.   .25 x   ,2x   .ב .x   ,x 0.  

  

 

;0)) 1א. ( . 26 1) , 6 ;0 , 2 ;0   .          )  .2ב(  

            )2 ((0; 1)  ,מינימום 3 ;1 ,מקסימום  

                  2 ; 13     .מינימום  

yג.         1 ,y 1  ,y 0.  
  

0) 1א. (  .27 x    2או x 3   .  

מקסימום,  (0;0)) 2(            1 1
2 2;   ,מינימום( ;0) ,מקסימום  

     (2 ;0)  ,מקסימום 1 1
2 22 ;   ,3)מינימום ;0) .מקסימום  

  

1) 2(              )1ב. (        
2y  .  

  

    

  

   

     ג. לא.

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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20) 1א. (  .28 x      2או x 0   .               )4(  

  זוגית.    - ) אי2(           

           )3 ( 4 ;2  ,מינימום 4 ; 2  .מקסימום  

  

a) 1ב. (        2 ,a 2 .  )2  ( a 2              a 2            

   

  

  

  
  
  
  
  

  )4(              א. הוכחה.   .29

22ב. לא (         sin x 2 , cos x 1 ,  

  או שווה לו, 1- לכן סכומם גדול מ            

  ).0ולכן לא יכול להיות שווה             

2sin) כן (1ג. (         x ו -cos x .(הן פונקציות זוגיות    
  

  ) הוכחה.2(           

)1מינימום,  (3;0)) 3(            ;3 )3 4
  ,מקסימום( ;1) .מינימום  

  )2(      .x) כל 1ד. (   

      

  

  

  

  

  

f) 1א. (  .30 (x) )  .2זוגית (( ,0) , (0,0) , ( ,0) )  .3)  .4) הוכחה (f '(x) .אי זוגית  

  ודות. )  שלוש נק2)  הוכחה.   (1ב. (         

x)  1ג. (             ,מינימום קצהx 2.46  ,מקסימוםx 0 ,מינימום  

                  x 2.46   ,מקסימוםx   .מינימום קצה  

  נקודות פיתול לפחות. 2) 2ד. (                     ) 1ד. (                                     )         2(            

  

  

  

  

  

x

y

x

y

x

y
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fא.   .31 (x)         .זוגית  

1aב.  עבור           2 :     ( ;a) ,2מינימום( ;1 a) ,מקסימום(0;a) ,מינימום  

                                 2( ;1 a)  ,מקסימום( ;a),מינימום 

1aעבור                2  :( ;a) ,2מקסימום( ;1 a) ,מינימום(0;a) ,מקסימום  

                                  2( ;1 a)  ,מינימום( ;a),מקסימום 

1aג.            2    .  

       
  )2(                          )1ד.  (         

  

  

  

  

  

  

  

  

x)  1א. (  .32
2 2

 
   )  .2  (x

2


  ,x

2


 .          )4(  

                     

x)  עלייה:  3(   
2 2

 
          .ירידה: אין  ,  

  
0)  1ב. (        x       .        )3(  

  )  הוכחה.       2(           
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  בעיות ערך קיצון
  

  , 571פרק זה כולל שאלות בנושא בעיות קיצון בהתאם לשאלון          

  כרך ד' מאת יואל גבע ואריק דז'לדטי. 806והוא מהווה השלמה לפרק הלימוד בספר          

  רוב השאלות הן ברמת בחינת הבגרות.         
  

) ABCזווית - במשולש ישר  .1 ABC 90 )   אורך היתר הואk )  ס"מk  .(הוא פרמטר  

)שוקיים וישר זווית- , שהוא שווהADBהוא גם יתר במשולש  ABהניצב  ADB 90 ) .  

ABא. סמנו    x  והביעו אתBC  באמצעותx ו -k.  

2BCב. נתון כי הערך המקסימלי של המכפלה    AD  3הוא 3.  

2BC(ערך מספרי), כאשר המכפלה  ADBמצאו את שטח המשולש              AD  .היא מקסימלית  
  

2.  ABCD  ס"מ. 6הוא ריבוע שאורך צלעו  

K ו -L  הן נקודות על הצלעAB.  

  ,Eחותכים זה את זה בנקודה  DL- ו CKנתון כי הישרים 

  (ראו ציור). ABCDהנמצאת מחוץ לריבוע 

LKנסמן:  x.  

  .KLEאת גובה המשולש  xבאמצעות א. הביעו 

  סכום שטחי xב. עבור איזה ערך של 

  KLE- ו BCK ,ADLהמשולשים     

  לי? נמקו.הוא מינימ          

 תוכלו להשאיר שורש בתשובתכם.         
  

3.  CD  הוא קוטר במעגל שרדיוסוR.  

  AB  הוא מיתר במעגל המאונך לקוטרCD   

CE- כך ש, Eוחותך אותו בנקודה           R ציור).  (ראו  

  את השטח המקסימלי  Rבאמצעות  ועיהב

    .ABCשל המשולש 
  

ABנתון:  ABCבמשולש   .4 30 ,AC 20, CAB   . .הוא קבוע  

   ABנמצאת על הצלע    Dהנקודה  

  (ראו ציור). ACנמצאת על הצלע   Eוהנקודה          

  שנוצר באופן הזה  ADE: שטח המשולש נתון

  .ABCהוא רבע משטח המשולש 

   .x- ב ADסמנו את אורך הקטע 

. את אורך הקטע  xא. הביעו באמצעות  AE  

  .DEאת האורך המינימלי של הקטע  )  הביעו באמצעות 1ב.  (

DEשבעבורו היחס  x) את הערך של 1סעיף ב(- )  הסיקו מתת2(       ב.  
BC

  הוא מינימלי. הסבירו.  

  

A

B

C D
E
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  לשני חלקים ( לאו דווקא חלקים שווים). kמחלקים חוט שאורכו   .5

  מחלק אחד של החוט יוצרים מעגל ומהחלק האחר יוצרים ריבוע.  

5הוא  מינימלי כאשר היקף המעגל הוא סכום השטחים של שתי הצורות   
4



 .  

     .kאת הערך של  ומצא         
  

2fם מתואר גרף הפונקציה בציור שלפניכ  .6 (x) x 2x c    שליליות שלה.- בתחום האי  

  A ו -B  הן נקודות החיתוך של הפונקציהf (x) עם ציר ה -x.  

Axנתון:           t  ,Bx 2t (t 0).  

  .cואת  tא. מצאו את   
    

  M היא נקודת החיתוך של ציר הסימטריה של הפרבולה עם ציר ה -x.  

  K  היא נקודה כלשהי על גרף הפונקציהf (x) מעל ציר ה -x.  

  .Lבנקודה  AB, החותך את הקטע x- הורידו אנך לציר ה Kמהנקודה    

  ,Kשל הנקודה  xב. מצאו עבור אילו שיעורי    

  הוא מקסימלי.  KLMשטח המשולש               

  ובתכם.מצאו את שני הפתרונות האפשריים. תוכלו להשאיר שורש בתש       
  

xנתונה הפונקציה   .7 1f (x)
x 1



  (ראו ציור). 

  א. מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה,  

  ואת האסימפטוטות של הפונקציה המקבילות לצירים.      
  

  .x- ב. העבירו ישר המקביל לציר ה  

fהישר חותך את גרף הפונקציה        (x)   

yואת הישר  Cבנקודה        2x  בנקודהD.  

  .t- ב Cשל הנקודה  x- נסמן את שיעור ה      

   CD, כדי שהאורך של הקטע tלהיות הערך של  מצאו מה צריך      

t) עבור 1יהיה מינימלי:  (              1 )  .2 עבור (t 1 .  

tבור כל ע CDג. מצאו את האורך המינימלי של הקטע    1 .  
  

fלפניכם הגרפים של הפונקציות   .8 (x) ו -f '(x).  

fלבין הפונקציות  II- ו Iא. התאימו בין הגרפים    (x) ו -f '(x).נמקו .   
  

3fנתון:    '(x) x(x b)  .b 1 .הוא פרמטר  

fלגרף הפונקציה    (x) יש נקודת פיתול ב -x 1 .  

  .bב. מצאו את   

fהן נקודות החיתוך של הפונקציות  D- ו Cג.    (x) ו -f '(x)   

xבתחום               0.כמתואר בציור ,  

  בהתאמה,  II- ו Iנמצאות על הגרפים  B- ו Aהנקודות       

Cנתון:  .x- מאונך לציר ה ABכך הישר               A Dx x x  ,Cx 4  ,Dx 1 5 .  

         ABשעבורו אורך הקטע  B- ו Aשל הנקודות  x- מצאו את שיעור ה     

fה הוא מקסימלי  (אפשר לפתור את הסעיף בלי למצוא את הפונקצי              (x).(  
  

x

y

A

K

x

f (x)

BLM

B
C

D

x

y

A
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נתונה הפונקציה   .9
3

1f (x)
x

.    

fהעבירו ישר המשיק לגרף הפונקציה  (x)  בנקודה שבהx t.  :1נתון t 5 . 

  היא ראשית הצירים. O. הנקודה Bבנקודה  y- ואת ציר ה Aבנקודה  x- המשיק חותך את ציר ה

  מינימלי. הוא AOB של נקודת ההשקה שעבורו סכום ניצבי המשולש x- את שיעור ה וא. מצא

  הוא מקסימלי. AOBשל נקודת ההשקה שעבורו סכום ניצבי המשולש  x- את שיעור ה וב. מצא
  

ABC (ABשוקיים - במשולש שווה  .10 AC) ק הוא אורך השוb.  

  BD  הוא גובה לשוקAC .DE  הוא אנך לבסיסBC.  

BAC סמנו   2xמה צריך להיות הגודל של  ו, ומצאBAC,  כדי שאורך האנךDE .יהיה מקסימלי  

     עד שתי ספרות אחרי הנקודה העשרונית. ודייק כםבתשובת  
  

  . ABCDנתון מלבן   .11

  מונחת על הקוטר של חצי מעגל DCהצלע   

DC- כך ש Mומרכזו  Rשהרדיוס שלו    R.  

  ,Dמשיקה לחצי המעגל בנקודה  ADהצלע   

  (ראו ציור).נמצא על המעגל  Bוהקדקוד   

BMCנסמן:    x ,S(x)  –   שטח המלבןABCD.   

       יהיה מקסימלי. S(x), כדי ששטח המלבן xא. מצאו מה צריך להיות   

   x- ועל ידי ציר ה S(x)על ידי גרף הפונקציה את השטח המוגבל  R ב. הביעו באמצעות  

20בתחום               x  .    

  

1שהיא  BACנתונה גזרת עיגול   .12
  .Aומרכזו  Rמעיגול שרדיוסו  6

  ,BC, הנמצאת על הקשת Pמנקודה כלשהי   

  ).(ראו ציור Lבנקודה  ACהחותך את הרדיוס  AC- הורידו אנך ל  

  BCהשטח האפור שבציור הוא השטח הכלוא בין הקשת   

  .LC- ו LP, והקטעים AP- ו ABובין הרדיוסים   

24נתון שהשטח האפור המינימלי הוא    36.  

  שעבורה השטח האפור PAC) מצאו את הזווית 1א. (  

  שמתקבל הוא מינימלי.                   

    .R) מצאו את 2(      

  ? נמקו.APLב. מהו השטח המקסימלי של המשולש   
  

נתונה הפונקציה   .13 3
2g(x) sin x   7בתחום

30 x  .  

  עם הצירים. g(x)את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה  וא. מצא  

fעם גרף הפונקציה  g(x)את השיעורים של נקודות החיתוך של גרף הפונקציה  וב. מצא   (x) sin x.  

fעל גרף הפונקציה  נמצאת Bוהנקודה  g(x)נמצאת על גרף הפונקציה  Aג. הנקודה    (x),  

  .y- מקביל לציר ה ABכך שהקטע              

  .ABאת האורך המקסימלי של הקטע  ו) מצא1(             

  .ונמק שאורכם מקסימלי מתקבלים בתחום הנתון? AB) כמה קטעים כמו 2(      

A B

CD M

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fנתונות שתי פונקציות:    .14 (x) 0.5sin(2x) cos x    

                                                   g(x) sin(2x)     

0בתחום    x 2  .  
  

  בתחום הנתון הגרפים של הפונקציות   

  ,B- ו Aנפגשים בשתי נקודות,          

  כמתואר בציור. ,x- הנמצאות על ציר ה  

  , x- א. דרך נקודה על ציר ה  

  . x- , מעבירים אנך לציר הB- ו Aהנמצאת בין הנקודות              

fקציות האנך חותך את הגרפים של הפונ              (x) ו -g(x)  בנקודותM ו -N .  

  .MNמצא את האורך המקסימלי של הקטע              

20את בתחום , הנמצx- ב. דרך נקודה על ציר ה   x  מעבירים אנך לציר ה , -x.  

fהאנך חותך את הגרפים של הפונקציות        (x) ו -g(x)  בנקודותK ו -L .  

   .KLמצא את האורך המקסימלי של הקטע              
  

cosנתונה הפונקציה   .15 xf (x) 2x
sin x

   0בתחום x  .    

fא. מהו תחום ההגדרה של הפונקציה    (x)?  

f) מצאו את האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה 1ב. (   (x).  

f) מצאו את נקודות הקיצון של הפונקציה 2(       (x).וקבעו את סוגן ,  

f) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 3(       (x).  

fג. העבירו משיק לגרף הפונקציה    (x) .  

  מבין השיפועים של כל המשיקים  יפוע של משיק זה הוא המקסימליהש             

     לגרף הפונקציה בתחום הנתון.    

   .x- מצאו את הזווית שמשיק זה יוצר עם הכיוון החיובי של ציר ה             
  

2fנתונה הפונקציה   .16 (x) x sin(2x)   בתחוםx 0
2
  .  

  עבור התחום הנתון. ענו על הסעיפים שלפניכם  

fשל גרף הפונקציה דול ביותר ואת השיפוע הקטן ביותר את השיפוע הג וא. מצא   (x).  

fסקיצה של גרף פונקציית הנגזרת  וב. סרטט   '(x).  

fשל גרף הפונקציה  וכלפי מטה  מעלה את תחומי הקעירות כלפי  ו) מצא1ג. (   (x).  

fסקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט2(       (x).  
  

              
  

  

  

  

  

  

  

  

  

x

y

A B
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  תשובות:
 

2א.   .1 2k x .6א.   .2  סמ"ר.   1.5.   בx
6 x .6.   ב 3 2.   3 . 23 3 R

4
.             

150א.   .4
x

300)  1.   ב. ( 300cos .   )2 ( 150.  5. k 5.  

tא.   .6 2 ,c 8 .  .בx 1 3   אוx 1 3 .      

  
xא. תחום הגדרה:     .7 1 .  :אסימפטוטה אנכיתx 1 .  :אסימפטוטה אופקיתy 1.  

t) 1ב. (        0)  .2 (t 2 .   .1ג
2.    

     

fא.   .8 (x) : II,  f '(x) : I.    .בb 4.    .גA Bx x 2  .    

xא.   .9 3 .ב    .x 5.  10. 109.47.   

3 א.  .11
.    .21ב

21 R.   12.  ) .4 ) 1א
 . )2 (R 12.     .36ב.     

  

;30א.   .13
2

 
 
 

 ,  2 ;0
3
 , 5 ;0

3
 .3.  ב;

3 2
  
 

 , 4 3;
3 2

   
 

  ,7 3;
3 2

  
 

  ) שני קטעים.  2.  (1) 1ג. (  .

3א.  . 14 3 1.299
4

 .1.   ב.  

  

0א.   .15 x    .    
                                        )3(  
x   )1ב. (           0 ,x  .  
    

               )2 ( 4 2; 1    ,מינימום  4 2
3 3; 1      .מקסימום  

  .45ג.          
  

  

   ב.                   ;       0.886 הוא ביותר א. השיפוע הגדול   .16

  .2.255 הוא ביותר השיפוע הקטן            

  

 :5x) 1ג. (       
2 12
     ,x 0

12
  ;      )2(  

                 :5 x
12 12
    .     

  

  
  

x

y

x

y

x

y
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  חשבון אינטגרלי
  

  ,571בהתאם לשאלון  שאלות עם אינטגרלים זה כולל  חלק         

  כרך ד' מאת יואל גבע ואריק דז'לדטי. 806והוא מהווה השלמה לפרק הלימוד בספר          

  מדגישות רעיון מסוים.יחסית ו רוב השאלות קצרות         

  האינטגרל המסוים,  , משמעות c ה האינטגרצי קבועמשמעות הדגשנו בעיקר:          

  , בין גרפים של פונקציות הדומה והשונה בין חישוב אינטגרל מסוים לחישוב שטח         

  מתי הוא מינימלי  חיובי, שלילי או אפס,מתי האינטגרל המסוים  )גרפית(הבנה          

  מקסימלי.הוא  ומתי         

  של פונקציות  זזות ומתיחות, האלגברית ניתפונקציות ללא תבניתוח של אינטגרל של   

  ועל שטח בין שתי פונקציות.  x- וההשפעה שלהן על השטח בין הפונקציה לציר ה         

  חישובי שטחים הכוללים את גרף הנגזרת ואת הקשר בין גרף הפונקציה לגרף הנגזרת שלה,   

  טגרלים על ידי גזירה.אימות אינשטחים עם פונקציות של ערך מוחלט,  חישובי         
  

  פונקציות ללא תבנית אלגברית נתונהפולינומים, 
  

1.  f (x)  היא פונקציה שמוגדרת לכלx.   

fבציור שלפניכם מוצג הגרף של פונקציית הנגזרת    '(x).  

fהגרף של פונקציית הנגזרת  '(x)  עובר דרך הנקודות( 2;0) ,(1;0).  

f) על פי הגרף של פונקציית הנגזרת 1א. (   '(x),  

fמצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה             (x).  

fשל נקודת הקיצון של הפונקציה  x- ) מהו שיעור ה2(       (x) ,  

  ומהו סוג הקיצון? נמקו.                  

3f) נתון כי פונקציית הנגזרת היא 3(       '(x) 4x 12x 8  .  

fפונקציה של נקודת הקיצון של ה y- שיעור ה            (x)  10הוא.  

fמצאו את הפונקציה                    (x).      

  ב. מצאו את השיעורים של הנקודות שבהן שיפוע המשיק   

fלגרף הפונקציה               (x)  0הוא.   
  

fנתון כי הפונקציה   .2 (x)  מוגדרת לכלx :2, ומקיימתf '(x) x 6x 5  .  
    

2א. הישר 
3y 10  משיק לגרף הפונקציהf (x) .בנקודת המקסימום שלה  

fאו את השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה מצ        (x) .וקבעו את סוגן ,  
    

f, ומקיימת: xמוגדרת לכל  g(x)נתון כי הפונקציה    '(x) g '(x).  

fב. המרחק בין נקודת המקסימום של    (x)  לנקודת המקסימום שלg(x)  1הוא .  

  , וקבעו את סוגן.g(x)מצאו את השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה              

  מצאו את שתי האפשרויות.       

fת צירים סקיצה של גרף הפונקציה ) סרטטו באותה מערכ1ג. (   (x)   

  .g(x)וסקיצות  של שני הגרפים האפשריים של                   

        יש לכל אחד משלושת הגרפים שסרטטתם? x- ) כמה נקודות פגישה עם ציר ה2(      

f '(x)

x

y
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fמתואר גרף של פונקציה בשרטוט    .3 (x) 0 , המוגדרת בתחום x 13 .  

   כל משבצת מייצגת יחידה אחת.  

 א. חשבו את האינטגרל המסוים
6

0

f (x)dx.  

  היעזרו בנוסחה לחישוב שטח של משולש.    

 ב. חשבו את האינטגרל המסוים
13

0

f (x)dx. .היעזרו בנוסחה לחישוב שטח של טרפז  

  

fפונקציה גרף ה  .4 (x)  המקביל לציר ה ישרהוא -x  (1;0)ועובר בנקודה .  

 חשבו את האינטגרל המסוים
3

1

f (x)dx.  

  לחישוב שטח של מלבן.  היעזרו בנוסחה
  

fפונקציה בציור מתואר גרף של   .5 (x) .הגרף חותך את ציר ה -x (0;6), (0;3), (0;0) בנקודות.  

א. קבעו האם   
3

0

f (x)dx  ?חיובי או שלילי  

ב. קבעו האם   
6

3

f (x)dx ?חיובי או שלילי  

   ג. בכל אחד מתתי הסעיפים הבאים רשום נתון.          
  

1לפי הנתון, קבעו האם מתקיים:                  2S S ,1 2S S  1או 2S S.  
  

: ). נתון1(
6

0

f (x)dx 0    )2נתון .( :
6

0

f (x)dx 0      )3נתון .( :
6

0

f (x)dx 0  

  

fגרף הפונקציה   .6 (x) ציר ה רציף וחותך את -x יור.בשלוש נקודות, המסומנות בצ  

fבין גרף הפונקציה  השטח המוגבל (x) ציר הו -x  הואS.  

1S  גרף הפונקציה הוא השטח המוגבל על ידיf (x)   

  הוא השטח המוגבל  2S ברביע הראשון. x- ציר הו

fגרף הפונקציה על ידי  (x) ציר הו -x  .ברביע השלישי  

נתון גם: 
1

2

f (x) dx K


  הביעו באמצעות .S ו -K  1אתS 2- וS.  

  

fפונקציה  נתונה  .7 (x) המוגדרת, רציפה וגזירה לכל ערך של ,x.  
  

 נתון:א.   
4

1

f (x)dx 10  ,
6

4

f (x)dx 8  .     חשבו את
6

1

f (x)dx .  

  

 נתון:. ב  
12

8

f (x)dx 19  ,
10

8

f (x)dx 9   חשבו את    .
12

10

f (x)dx.  

2S

12
x

y

1S

x

y

1S

2S0

3
6

x

y

x

f (x)
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fבציור מתואר גרף של פונקציה   .8 (x) .  

fאת השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה  S- נסמן ב          (x) 

x  הישרעל ידי   3 (השטח המקווקו שבציור). הציריםשני על ידי ו  

g(x)א. מגדירים:  f (x) 1  .  

  ידיאת השטח המוגבל על  S באמצעות ועיהב    

x  הישר, על ידי g(x)הפונקציה  גרף     3ועל ידי שני הצירים.  

   - דרך א': היעזרו בכך ש              
3 3 3 3

0 0 0 0

g(x)dx (f (x) 1)dx f (x)dx 1dx        

  .1ורוחבו  3דרך ב': היעזרו בכך שלשטח המקווקו התווסף מלבן שאורכו               
  

n(x)ב. נתונה הפונקציה:  f (x) 4 . השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה n(x) הישר, על ידי x 3 

yועל ידי הישר  y- על ידי ציר ה k שווה ל -S.  מהו הערך שלkו? נמק .  
  

f ונקציהפבציור מתואר גרף של  .9 (x).  

f פונקציהגרף העל ידי שטח המוגבל את ה S- נסמן ב (x) ,  

xועל ידי הישרים  x- ציר העל ידי  2  ו -x 5 שבציור (השטח המקווקו.(  

g(x)מגדירים:  3f (x) ,f (x) 2h(x).  

  , h(x)הפונקציה  גרףאת השטח המוגבל על ידי  S באמצעות יעוא. הב

xוהישרים  x- ציר ה      2 ו -x 5.   

a  כלל הבא:תוכלו להיעזר ב      f (x)dx a f (x)dx  

   g(x)הפונקציה  גרף, h(x)הפונקציה  גרףאת השטח המוגבל על ידי  S באמצעות ועיב. הב

xוהישרים      2  ו -x 5.  
  

f ונקציהבציור מתואר גרף הפ  .10 (x)החותך את ציר ה , -x  (0;5), (0;1)בנקודות   .  

  ).שבציור (השטח המקווקו x- לבין ציר ה פונקציהשטח המוגבל בין גרף האת ה S- נסמן ב

g(x)א. נגדיר:  f (x 2)  .  

   g(x) פונקציהשטח המוגבל בין גרף ההאם ה וקבע    

  .ו. נמקS- גדול, קטן או שווה ל x- לבין ציר ה    

מתקיים: עיף א' על פי סקבעו האם . ב
5 7

1 3

f (x)dx f (x 2)dx  .  

  

h(x). נגדיר: ג f (2x) .  

  נמקו.. S- גדול, קטן או שווה ל x- לבין ציר ה h(x) פונקציהשטח המוגבל בין גרף ההאם ה וקבע    
  

fלפניכם גרף של פונקציה   .11 (x)לכל  רציפה, המוגדרת וx.  

fגרף הפונקציה י את השטח המוגבל על יד S- נסמן ב            (x) ,  

xועל ידי הישרים  x- על ידי ציר ה            k ו -x m,  

          k 0 ,m 0.  

g(x): , המקיימתg(x)מגדירים פונקציה חדשה             3 f (x)  .  

  , g(x)את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה  Sהביעו באמצעות            

xועל ידי הישרים  x- על ידי ציר ה   k ו -x m. .נמקו  

x

y

x

y

2 5

A
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B
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 לפניכם גרף הפונקציה  .12
3xf (x) x

3
  .  

f- א. הוכיחו ש   (x)   .היא פונקציה אי זוגית  

fב. מצאו את שיעורי נקודות החיתוך של הגרף של    (x)   .עם הצירים  

fה גרף הפונקציידי - את השטח המוגבל על וחשבג.  (x) ידי ציר ה- ועל -x.   

g(x)ד. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה    f (x).  

  ללא חישובי אינטגרלים את גודל השטח  ה. מצאו         

  . x- על ידי ציר הו g(x)הפונקציה המוגבל על ידי גרף              
  

  ם של שתי פונקציות: גרפי לפניכם .13

fונקציה ריבועית פ          (x)  ופונקציה קוויתg(x).  

  על ידי הגרפים שטח המוגבל את ה S- נסמן ב

  ).שבציור (השטח המקווקו של שתי הפונקציות

  הגרפיםהשטח המוגבל על ידי  א. האם

f הפונקציות של               (x) 3 ו -g(x) 3, גדול, קטן או שווה ל -S?  

  הגרפים השטח המוגבל על ידי  ב. האם

f הפונקציות של     (x 3) ו -g(x 3), ו שווה לגדול, קטן א -S?  

1 הפונקציות הגרפים שלהשטח המוגבל על ידי  ג. האם
2f ( x) 1- ו

2g( x), גדול, קטן או שווה ל -S?  

  

  גרפים של שתי פונקציות:  לפניכם  .14

fונקציה ריבועית פ          (x)  ופונקציה קוויתg(x).  

  1S הגרפים  הוא השטח המוגבל ברביע השני על ידי  

fשל שתי הפונקציות            (x) ו -g(x) ועל ידי ציר ה -y .(השטח המקווקו)  

h(x)א. מגדירים:     f (x) 2  ,t(x) g(x) 2 .  

      2S הוא השטח המוגבל משמאל לציר ה -y   

  .y- ועל ידי ציר ה t(x)- ו h(x)על ידי הגרפים של הפונקציות                

  .ו, קטן ממנו או שווה לו? נמק2Sגדול מהשטח  1Sהאם השטח         

k(x)ב. נתונות הפונקציות      f ( x)  ,m(x) g( x) .  

   m(x)- ו k(x)על ידי הגרפים של הפונקציות  y- את השטח המוגבל מימין לציר ה 3S- נסמן ב                

  .1Sבאמצעות  3Sהשטח את  ועיהב. y- ועל ידי ציר ה                
  

fהפונקציות      .15   (x) ו -g(x)  ערך של לכל וחיוביות  , רציפות, גזירותתומוגדרx.  

fאת השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה  S- נסמן ב         (x) ,  

xועל ידי הישרים  x- על ידי ציר ה             2 ו -x m,m פרמטר(m 2).  

fתון: השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה נ         (x)על ידי גרף הפונקציה ,g(x)   

xועל ידי הישרים              2 ו -x m (m 2)  2- שווה לS  בעבור כלm.  

fבאמצעות  g(x)את  ועיהב          (x)  בתחוםx 2 את שתי האפשרויות).  וב(כת  

   .אין צורך להוכיח את תשובתכם       
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y
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fפונקציה נתונה ה  .16 (x).   

fגרף הפונקציה  (x) יחידות 2- הוזז ב  

  .g(x)הפונקציה כלפי מעלה כך שהתקבלה 

fסקיצה של הפונקציה לפניכם    (x)   

  באותה מערכת צירים.  g(x)וסקיצה של הפונקציה          

  חשבו את השטח המוגבל על ידי הגרפים של שתי הפונקציות,   

xועל ידי הישר  y- העל ידי ציר            3.  
  

fנתונה פונקציה   .17 (x)  המוגדרת וגזירה לכל ערך שלx.  

g(x)המקיימת:  g(x)מגדירים פונקציה    f (x 2)  .  

aקבעו האם הטענה הבאה נכונה: לכל    b  :מתקיים השוויון
b b 2

a a 2

g(x)dx f (x)dx




 .  

  

fנתונה פונקציה   .18 (x) .  
  .g(x)יחידות, כך שהתקבלה פונקציה  3- גרף הפונקציה הוזז שמאלה ב         

fבאמצעות הפונקציה  g(x)א. בטאו את הפונקציה    (x).  

 - ח לציינו אילו מן הביטויים הבאים שווה בהכר. ב
3

0

f (x)dx  :  

 )1  (
3

0

f (x 3)dx        )2  (
0

3

f (x 3)dx


     )3  (
3

0

f (x 3)dx        )4  (
0

3

g(x)dx

  

  

  מתוארים, לאו דווקא לפי הסדר, ניכםבציור שלפ  .19

f הגרפים של הפונקציות   (x) ו -g(x)  

0בתחום    x 11  כאשר ,g(x) f '(x).  

  איזה מהגרפים הוא הגרף  א. זהו  

   .ו. נמקg(x)של הפונקציה       

f. נתון כי הישר המשיק לגרף הפונקציה ב   (x)  בנקודהx 0   

fהמשיק לגרף של מאונך לישר               (x)  בנקודהx 5.  

fחשבו את השטח המוגבל על ידי הגרף של הנגזרת השנייה        ''(x) רים.ועל ידי שני הצי  
  

2f  הבציור מתואר גרף הפונקצי  .20 (x) x 6x 5   .  

  .(0;5)- ו(0;1)בנקודות  x- הגרף חותך את ציר ה  
;3)נקודת המקסימום של הפונקציה היא     4).  

  .xציה קעורה כלפי מטה עבור כל ערך של הראו שהפונקא. 

  היעזרו בנתונים ובסעיף א' והסבירו (ללא שימוש באינטגרלים) ב. 

   x- לבין ציר ה הגרף הפונקצי השטח המוגבל בין מדוע    

  .16- קטן מו 8- גדול מ (השטח המקווקו)    
  

x

y
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A
x

y

B

x

y

1
2

3
5 6 8

10

I

II

A



112            לדטיכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'ל הזכ              

fלפניכם גרף הפונקציה   .21 (x)  בתחוםx 0.  

Aנתון:  Dx x k   ,B Cx x t .  

kנתון כי בתחום  x t  י מעלה. הפונקציה עולה וקעורה כלפ  

  . ABCDאת שטח הטרפז  S- נסמן ב

  קבעו עבור כל אחת מהטענות הבאות האם היא נכונה:
  

      )1 (S (t k) f (t)         )2 (S (t k) f (k)        
  

              )3 ( 2S (t k) f (t) f (k)          )4 (
t

k

S (f (x))dx   

  

fבציור מתואר גרף  של פונקציה אי זוגית   .22 (x).  

)- ו (0;0), (0;5) בנקודות x- הגרף חותך את ציר ה          5;0)ציור. , ראו  

g(x)מקיימת  g(x)א. הפונקציה    f (x) k .  

נתון:        
5

5

g(x)dx 20


את הערך של  ו. מצאk.  

h(x)מקיימת  h(x)ב. הפונקציה    f (x) b  .   

נתון:        
5

5

h(x)dx 30


את הערך של  ו. מצאb.  

  

fנתונה פונקציה זוגית   .23 (x) המוגדרת לכל ערך של ,x .  

. קבעו האם הטענה הבאה נכונה או לא נכונה בהכרח: א  
b a

a b

f (x)dx f (x)dx




  ,0 a b   

f) הסבירו מדוע פונקציית הנגזרת 1ב. (   '(x) זוגית.  - היא פונקציה אי  

) קבעו האם הטענה הבאה נכונה או לא נכונה: 2(             
b a

a b

f '(x)dx f '(x)dx 0




   ,0 a b   

  
  
  

  רים הגרפים של שתי פונקציות: בציור מתוא  .24

  2f (x) x 4x 5   ,2g(x) x 7x 10  .  

  . g(x)א. מצאו את שיעורי נקודות האפס של הפונקציה 

  ב. עבור התחום שבין שתי נקודות האפס שמצאתם בסעיף א',

  כונה או לא נכונה:קבעו עבור כל אחת מהטענות הבאות האם היא נ    

2yהיא  x- ) משוואת הגרף שנמצא מעל ציר ה1(     x 7x 10  .  

2yהיא  x- ) משוואת הגרף שנמצא מעל ציר ה2(     x 7x 10   .  

   y- נקציות ועל ידי ציר הג. חשבו את השטח המוגבל בין הגרפים של שתי הפו

  (השטח המקווקו).    
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2fנתונות שתי פונקציות:    .25 (x) x 4x b    

                     2g(x) x c      

  b ו -c 0- הם פרמטרים גדולים מ.  

  .Pלגרפים של שתי הפונקציות יש משיק משותף בנקודה משותפת   

  .P(במידת הצורך) את השיעורים של הנקודה  bבאמצעות  ועיהב) 1(א.   

cראו כי ה) 2(       b 2 .  

  את משוואת המשיק המשותף. bבאמצעות  ועיהב) 3(      

fבמערכת צירים אחת סקיצה של גרף הפונקציה  וב. סרטט   (x)  וסקיצה של גרף הפונקציהg(x) ,  

bאם ידוע כי               4.       
  

xהישר    a  חותך את המשיק המשותף בנקודהD את הגרף של ,f (x)  בנקודהA   

   נקודות שונות). הן שלוש B- ו B )D,Aבנקודה  g(x)ואת הגרף של          

  .b- ו aבאמצעות  B- ו D ,A) הביעו את שיעורי הנקודות 1(ג.   

  .PABהוא תיכון במשולש  PDכי הישר  והרא) 2(             

fד. השטח המוגבל על ידי הגרף של    (x)ועל ידי הישרים  , על ידי המשיק המשותףx a ו -x a  ,  

fאת השטח המוגבל על ידי הגרף של  Sבאמצעות  ועיהב .Sהוא               (x),  על ידי הגרף שלg(x)   

xועל ידי הישרים               a ו -x a .  
  

fלפניכם הגרפים של הפונקציות   .26 '(x) ו -f ''(x)   

f(פונקציית הנגזרת הראשונה ופונקציית הנגזרת השנייה של הפונקציה                (x) 2.5)  בתחום x 2.5   .  

  שני הגרפים עוברים בראשית הצירים.              

   II- ו Iא. התאימו בין הגרפים          

fובין הפונקציות               '(x) ו -f ''(x)ו.. נמק  

f) כמה נקודות קיצון פנימיות יש לפונקציה 1ב. ( (x)   

  בתחום המתואר בגרף? נמקו את תשובתכם.         

f) כמה נקודות פיתול יש לפונקציה 2(           (x)   

  בתחום המתואר בגרף?                   

  ם.נמקו את תשובתכ             

3בתחום  xג. עבור איזה ערך של  x 3     

fשיפוע המשיק לגרף פונקציית הנגזרת,     '(x) ,  

  הוא מינימלי?   
  

fנתון:  (x) זוגית.- היא פונקציה אי  

f ד. סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה (x).  
  

fנתון: ערך הפונקציה  (x)  בנקודת המקסימום שלה הואt.  

   x- ה ועל ידי החלק השלילי של ציר IIאת השטח המוגבל על ידי גרף  tה. הביעו באמצעות 

  (השטח המקווקו בציור).    

5- ממשיים כך ש c- ו a ,bו. נתון: קיימים  3f (x) ax bx c  .  

aואת היחס  cמצאו את          
b

 .  
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fנתונה הפונקציה   .27 (x)  המוגדרת לכלx ונתונה הפונקציה ,g(x).  

g(x)נתון:    k 2x  ,
1

0

(x)dx 0g  .k  פרמטר.הוא  

  .k) מצאו את הערך של 1(א.   

  עם הצירים. g(x)את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה  ומצא) 2(             

xב. נתון גם כי בתחום    0  :מתקייםf (x) g(x) ,f "(x) 0 ,f (0) k.  

fוסקיצה של הפונקציה  g(x)באותה מערכת צירים סקיצה של הפונקציה  וסרטט       (x)  בתחוםx 0 .  

xג. בתחום    0 גבל על ידי גרף הפונקציה איזה שטח גדול יותר: השטח המוf (x) הצירים שני ו  

xועל ידי הישר  x- , על ידי ציר הg(x)או השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה               1ו? נמק.   

3ד. נתון גם:    2f (x) x 3x ax f (0)    ,a  ,הוא פרמטר  

fלגרף של  משיק g(x)הגרף של      (x)  בנקודה הנמצאת בתחוםx 0 .  

;0)) הסבירו מדוע נקודת ההשקה היא 1(       1) .  

fאת הפונקציה  ומצא) 2(              (x).            
  

  תשובות:

x) עלייה: 1א. (  .1 2  :ירידה ;x 2 .  )2 (x 2  ) .4) 3מינימום 2f (x) x 6x 8x 14   .  

), (17;1)ב.       2; 10) .       

2א.   .2
3(1;10   )1ג. (               מינימום. (0;5)מקסימום,  (

  
  ב. אפשרות א':  

             2
3(1;11   מינימום. (1;5)מקסימום,  (

  
   אפשרות ב':      

             2
3(1;9 ;5)מקסימום,  ( 1) .מינימום  

     

f) לגרף של 2(ג.    (x) (המצויר בקו מלא) עם ציר ה יש שתי נקודות פגישה -x.  

   .x- יש נקודת פגישה אחת עם ציר ה (המצויר בקו מקווקו) g(x)לגרף העליון של                   

   .x- נקודות פגישה עם ציר ה 3יש  (המצויר בקו מקווקו) g(x)לגרף התחתון של                   
  

  . 2 .4.   45. ב. 18א.    .3
  
1).1א. שלילי.   ב. חיובי.   ג. (  .5 2S S.  )2.(1 2S S.  )3.(1 2S S.  
  

6.  1
S K

S
2


 ,2

S K
S

2


.  

  
Sא.   .8   .10 ..  ב18 א.  .7 3.  4. ב.    
  

1א.   .9
2 S.  1. ב

23 S.     10.   .שווה לא -S.   קטן מ. .  בב. כן -S.   11. 3 S.   

  

), (0;0)  .ב  .12 3;0) ,( 3;0) .1.   ג
1ה.           .    ד.21

21    .  

  

x

y

x

y
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    .S- גדול מ. ג   .S- שווה ל. ב  .S- שווה לא.   .13

  .1S. ב  .2S- שווה ל א.   .14
  

15.    g(x) 3 f (x)  וא g(x) f (x)   .  

  
16.  6.  

  

g(x)א.   .18   כן.  .17 f (x 3) ) .4( ),2.  ב  .(  
  

   . 2.  ב. g(x)הוא של  Iא. גרף   . 19
  

  ) נכונה.4) נכונה.    (3) נכונה.   (2) לא נכונה.   (1(   .21

  
kא.    .22 2  .ב   .b 3   .  

  

1).  נכונה.   ג. 2(  ) לא נכונה.1.  ב. ((0;2), (0;5). א  .24).  נכונה.   2. נכונה.  ב. (א  .23
246.  

  

)) 1(א.   .25 1;b 3)    .)2 (y 2x b 1  .          .ב      

D(a;2a) 1( ג.        b 1) ,  

                2A(a;a 4a b)  ,  

                2B(a; a b 2)  .  

     .2Sד.        

  

fא.   .26 ''(x) : I  ,f '(x) : II.                .ד  

  שתי נקודות קיצון פנימיות) 1ב. (       

f(כמספר נקודות החיתוך של                  '(x)  עם צירx.(  

  שלוש נקודות פיתול ) 2(            

f(כמספר נקודות החיתוך של                   ''(x)  עם צירx.(    

xג.          1.     .הS t.  

cו.           0   ,1
10

a
b
 .  

  
  

k) 1(א.   .27 1 )   .2 ((0; 1) , 1
2   ב.                        .0;

   ,g(x)ג. השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה        

xועל ידי הישר  x- ה על ידי ציר           1   

  הוא גדול יותר.           
  

3) 2(ד.        2f (x) x 3x 2x 1   .  
  

x

y

x

y



116            לדטיכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'ל הזכ              

  ם של פונקציות מורכבות עם מעריך שלםאינטגרלי
  

F(x) יואב מצא את הפונקציה הקדומה  .1 (2x 5)dx  :בשתי דרכים 

     –רך א ד
2

22xF(x) (2x 5)dx 5x c x 5x c
2

          

  

  יואב השתמש בנוסחה לאינטגרל של פונקציה מורכבת:  –דרך ב 
  

2 2
1 2(2x 5) 4x 20x 25F(x) (2x 5) dx c c x 5x 6.25 c

2 2 4
           
  

  כיצד אפשר להסביר את התוצאות השונות?
  

6fלפניכם הגרפים של הפונקציות    .2 (x) (x 2)  4 - וg(x) (x 2)  .  

   . מצאו את שיעורי נקודות המפגש בין שני הגרפים.א

  ).2) או גרף (1(ב. התאימו כל פונקציה לגרף          

  ג. קבעו עבור כל טענה האם היא נכונה:         

- ) השטח המקווקו כולו שווה ל1(            
3

1

(g(x) f (x))dx  

 - ) השטח המקווקו כולו שווה ל2(            
2 3

1 2

(g(x) f (x))dx (g(x) f (x))dx     

  כולו. חשבו את השטח המקווקוד.          
  

2נתונה הפונקציה   .3 3f (x) (x 6x) .  

fלפניכם גרף פונקציית הנגזרת    '(x) המוגדרת לכל ,x.  

fת א. מצאו את נקודות האפס של גרף פונקציית הנגזר   '(x).  

  ב. חשבו את השטח המוגבל על ידי גרף   

fהנגזרת פונקציית               '(x) וציר ה -x.  

ג. על סמך התוצאות שבסעיף ב' הסבירו מדוע    
6

0

f '(x)dx 0  

  
  
  
  
  
  

  תשובות:

1אינו זהה בשתי ההצגות של הפונקציה הקדומה (  cהקבוע    .1 2c c 6.25 .(  

f.   ב. (1;1),(1;3),(0;2)א.   .2 (x) - )1 ,(g(x) - )2) .4ד.    ) הטענה נכונה.2) הטענה נכונה.   (1).   ג
35.    

         .1,458 ב..  (0;6), (0;3), (0;0) א.  .3

x

y
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  תורציונלי אינטגרלים של פונקציות
  

fיכם גרף של פונקציה לפנ  .1 (x) מוגדרת עבור (המתואר מימין) הx 2  

g(x)(המתואר משמאל) המקיימת  g(x)וגרף של פונקציה  f (x)  .  
  

     

  

  

  

   

  
  

f המוגבל על ידי גרף הפונקציה  את השטח S- נסמן ב א.   (x),  

x ועל ידי הישרים x- על ידי ציר ה               a ו -x b (2 a b) .  

      x- , על ידי ציר הg(x) האם השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה      

x ועל ידי הישרים      a ו -x b  שווה אף הוא ל -S ?  

  . את תשובתכם נמקו     
  

  את האינטגרלים המסוימים הבאים:  Sב. הביעו באמצעות 

    )1  (
b

a

f (x)dx         )2  (
b

a

g(x)dx   

f את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה  Sהביעו באמצעות  ג.   (x) על ידי גרף הפונקציה , g(x)  

x ועל ידי הישרים x- על ידי ציר ה              a ו -x b (2 a b) .  
  

fפונקציה לפניכם גרף של   .2 (x) המוגדרת בתחום ,x 2 .  

  בשרטוט משמאל מתואר גרף הפונקציה.   

xבתחום    2  .הפונקציה יורדת וקעורה כלפי מעלה  

xבתחום    2  .הפונקציה יורדת וקעורה כלפי מטה  
  

  ים המסוימים הבאים,את הסימן של האינטגרל ומצאא.          

t( ת מה הסימןבמידה וניתן לדע               k 2  :(  

         )1 (
t

k

f (x)dx      )2 (
t

k

f '(x)dx     )3 (
t

k

f ''(x)dx  

  

  ים המסוימים הבאים,את הסימן של האינטגרל ומצאב.          

t( במידה וניתן לדעת מה הסימן              k 2  :(  

         )1 (
k

t

f (x)dx      )2 (
k

t

f '(x)dx     )3 (
k

t

f ''(x)dx  

  

  

  

  

x

y

x

y

x

y
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f  אי זוגיתנתונה פונקציה רציונלית      .3 (x) המוגדרת בתחום ,x 0.  

fרף הפונקציה לפניכם ג   (x) בתחום x 0.  :נתוןf (1) 0.  

xא. הוסיפו למערכת הצירים את גרף הפונקציה בתחום           0.  
g(x)מקיימת   g(x)ב. הפונקציה    2 f (x) .  

g(1)- ) הראו ש1(               0 .  

  . g(x)) למערכת הצירים שבסעיף א', הוסיפו במקווקו את גרף הפונקציה 2(              

  את השטח המוגבל ברביע השלישי  S- ג. נסמן ב  

fידי גרף הפונקציה על              (x)על ידי ציר ה , -x  ועל ידי הישרx 2 .  

 ) קבעו האם הטענה הבאה נכונה, ונמקו:1(             
1

2

f (x)dx S




.  

  הפונקציות,את השטח המוגבל ברביע השלישי על ידי הגרפים של שתי  S) הביעו באמצעות 2(      

xועל ידי הישר  x- על ידי ציר ה                   2 .  
  

הפונקציה  נתונה  .4
2(x 2)

f (x)
x 4





.   

f תחום ההגדרה של הפונקציה א. מהו   (x)?  

fב. מצאו את שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה    (x).וקבעו את סוג הקיצון ,  

fג. מצאו את תחומי עלייה והירידה של הפונקציה    (x) .  

fד. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה    (x).  

fהו תחום ההגדרה של פונקציית הנגזרת ) מ1ה. (   '(x)  ?ומהי האסימפטוטה האופקית שלה  

fהנגזרת  עשוי לתאר את פונקציית, שלפניכם I ,II ,III ,IVאיזה גרף מביו הגרפים ) 2(              '(x) ?     
  

  

  

  

  
  

f) מהם שיעורי נקודות החיתוך של גרף הנגזרת 1ו. (   '(x) עם ציר ה -x?  

f) חשבו את השטח המוגבל ברביע הראשון על ידי פונקציית הנגזרת 2(             '(x) .ושני הצירים  
  

נתונה הפונקציה   .5
2

2
x x af (x)
x x a

 
 

. a 1- הוא פרמטר גדול מ.   

fהפונקציה    (x)  מוגדרת לכלx.  

fאת האסימפטוטות של  ו) מצא1א. (   (x)  (אם יש כאלה). המקבילות לצירים    

fון של את השיעורים של נקודות הקיצ ו) מצא2(       (x)את סוגן. ו, וקבע  

  במידת הצורך.) aבאמצעות  ועי(הב           

f ) ידוע כי גרף הפונקציה3(       (x) חותך את ציר ה -x .בשתי נקודות בדיוק  

fסקיצה של גרף הפונקציה  וסרטט                     (x).  
xב. בתחום    0 השטח המוגבל על ידי הגרף של ,f '(x) ,  

xעל ידי הישר               1   ועל ידי ציר ה -x1- , שווה ל
2.  

fאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה  וחשב       (x) עם ציר ה -x ערכים מספריים). ו(מצא   

x

y

IIIIIIIV
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fבציור שלפניכם מוצג הגרף של פונקציית הנגזרת   .6 '(x).  

fשל הפונקציה  היחידההאסימפטוטה    (x)  היאx 0.  

fנתון כי יש פתרון אחד בלבד למשוואה    (x) 2   

fופתרון אחד בלבד למשוואה           (x) 2 .  

  א. רק על פי נתוני השאלה:  

  ) מצאו את שיעורי נקודות הקיצון 1(              

  של הפונקציה, וקבעו את סוג הקיצון.                   

f) סרטטו סקיצה של הפונקציה 2(               (x).נמקו .  
  

fב. נתון גם כי פונקציית הנגזרת    '(x)  היא
2

2
ax bf '(x)

ax
 , aו -b 0- הם פרמטרים שונים מ.  

a- ) הראו ש1(       b)   .2 מצאו את הפונקציה (f (x) .(בלי פרמטרים)   
  

  .g(x)בסרטוט שלפניכם מתואר גרף הפונקציה   .7

g(x) ,gהפונקציות    '(x) ,g"(x)  מוגדרת לכלx 0- השונה מ,  

  ואין להן נקודות קיצון או נקודות פיתול.  

xהישר    0 הוא האסימפטוטה האנכית  

  אחד מן הגרפים של הפונקציות האלה.לכל   

g) סרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת 1א. (   '(x).נמקו .  

  . נמקו.g"(x)) סרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת 2(       
  

  ,g"(x)נתון כי השטח המוגבל על ידי הגרף של פונקציית הנגזרת השנייה   

xועל ידי הישרים  x- על ידי ציר ה   1 ו -x 2 5.25- שווה ל.  

xב. הישר    1  חותך את הגרף של פונקציית הנגזרתg '(x)  בנקודהA,  

xוהישר        2  חותך גרף זה בנקודהB.  

  . נמקו.Bשל הנקודה  y- ובין שיעור ה Aשל הנקודה  y- מצאו את ההפרש בין שיעור ה      

ג. הביטוי   
3

ay
x

  מתאר אחת מן הפונקציותg(x) ,g '(x) ,g"(x) .a 0- הוא פרמטר גדול מ .  

  ) קבעו איזו מן הפונקציות הביטוי מתאר. נמקו את קביעתכם.1(      

  .a) מצאו את הערך של 2(      
  

נתון: הפונקציה   .8
4 4

18 18
g ''(x)

x (x 4)
 


  . g(x)היא פונקציית הנגזרת השנייה של הפונקציה  

g(x) ,gהפונקציות  '(x) ,g ''(x)  .מוגדרות באותו התחום  

3yבנקודת הפיתול שלה היא  g(x)נתון כי משוואת המשיק לפונקציה  x 32 .  

 .g(x) את הפונקציה ו) מצא1א. (

  ?g(x)) מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 2(א.           

  .g(x)את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה  ו) מצא3(         א.  

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט4(          א .
  

h(x) גדיר:ב. נ g(x) .סקיצה של גרף הפונקציה  םבאותה מערכת צירים שבה סרטטתg(x) ,    

 . h(x)בקו מקווקו סקיצה של גרף הפונקציה  הוסיפו    

ג. נתון כי 
2

a

g(x)dx t  ,0 a 2 , t .באמצעות  ועיהב הוא פרמטרt  את
2

a

(h(x) g(x))dx .  

1 x

f '(x)y

1

x

y

g(x)



120            לדטיכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'ל הזכ              

  תשובות:

    .2Sג.   .2 (S(  .S) 1(ב.   .כןא.   .1

  ) שלילי.   3) שלילי.  (2) לא ניתן לדעת.  (1) חיובי.   ב. (3) שלילי.  (2.  () חיובי1א. (  .2

  ) הטענה אינה נכונה.  1ג. (              )2ב.  (           א. .3

                              )2 (S.  
  

  

  

xא.   .4 4  .                  .ד  

  מינימום.  (8;6)מקסימום, (0;2). ב     

xג. עלייה:       6  אוx 2 :2, ירידה x 4   4או x 6 .    

x) תחום הגדרה: 1ה. (      4 ,  

yאסימפטוטה:                 1)  .2 גרף ( .  

  .1 )2.  ((0;6), (0;2) )1ו. (     
  

y) 1א. (  .5 1 .                   )3(  

              )2 ((0; 1)  ,מינימום 4a 12a;
4a 1




    מקסימום. 

  

), (0;1)ב.           2;0).   
  
  
  
  )2(              ימום, מינ (2;1)   )1( א.    .6

                    ( 1; 2)  .מינימום      

1f) 2ב. (     (x) x
x

 .   

  

            ) 2(             ) 1א. (  .7

  .5.25ב.                               

         

g) 1ג. (                                       '(x) .  )2 (a 6.     
  
  

)  1א. (  .8
2 2

3 3
g(x)

x (x 4)
  


      ב.           )4(            .

              )2  (x 4  ,x 0.    

x)  ירידה:  3(               4  אוx 0.    

0עלייה:                      x 4       .  

  .2tג. 

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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  אינטגרלים של פונקציות עם שורשים
  

2fנתונה הפונקציה   .1 (x) x bx 16   .  

 b  פרמטר.הוא  

  מתואר גרף  בשרטוט שלפניכם         

f הנגזרת פונקציית          '(x).  

   .b הערך של את וא. מצא 

fאת השטח המוגבל על ידי גרף הנגזרת  ו. חשבב   '(x),   

   x- ועל ידי ציר ה ,y- על ידי ציר ה             

  ).שבציור (השטח האפור            
  

2fנתונה הפונקציה   .2 (x) x 10x 16    .  
  

f תחום ההגדרה של הפונקציה א. מהו   (x)?  

fב. מצאו את כל נקודות הקיצון של הפונקציה    (x).  

fג. שרטטו סקיצה של גרף הפונקציה    (x).  
  

g(x)נתונה הפונקציה    2 f (x) .  
gתחום ההגדרה של פונקציית הנגזרת מצאו את ) 1(ד.    '(x).  

g) מצאו את שיעורי הנקודה שבה גרף פונקציית הנגזרת 2(       '(x) ה נפגש עם ציר -x.  
  

gה. מצאו את התחום שבו    '(x) .חיובית ואת התחום שבו היא שלילית  

gהנגזרת  עשוי לתאר את פונקציית Vאו  I ,II ,הגרפים  איזה גרף מביןו.    '(x) ?  
                

  

  

  

  

  

gז. חשבו את השטח המוגבל על ידי גרף פונקציית    '(x) על ידי הישר ,x 7 ועל ידי ציר ה -x .  
  

2fנתונה הפונקציה   .3 (x) x 6x 12   .  

fשהפונקציה  א. הראו          (x)  מוגדרת לכל ערך שלx .  

  את תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה (אם ישנם). וב. מצא         

   x- ל ידי ציר האת השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה, ע S- ג. נסמן ב         

xהישרים ועל ידי              2 ו -x 4 .  

  :המסוים הבא את האינטגרל Sבאמצעות  ועיהב    
4

2

2

3x 18x 36 dx    

  

  

IIIIIIIV

3 x

f '(x)
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נתונה הפונקציה   .4
2

x 1f (x)
x 9




.   

  

  ) את תחום ההגדרה של הפונקציה.1(  :וא. מצא

  ) את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים (אם יש כאלה).2(                  

  ) את האסימפטוטות של הפונקציה המקבילות לצירים.3(                  

  דה של הפונקציה.) את תחומי העלייה והירי4(                         

  סקיצה של גרף הפונקציה. וב. סרטט  

את הסימן של האינטגרל המסוים  וג. מצא
t

k

f '(x)dx (k t),  אם נתון כיk ו -t ו. נמק3- גדולים מ.    

  

נתונה הפונקציה   .5
2 2

xf (x)
x a




, a.פרמטר חיובי  

fבשרטוט משמאל מתוארת סקיצה של גרף הפונקציה    (x).  

fתחום ההגדרה של הפונקציה           (x)  הואx a  אוx a .  

fא. הראו שהפונקציה    (x) זוגית.- היא אי  
  

ב. מצאו את ערך הביטוי:   
3a 2a

2a 3a

f (x)dx f (x)dx




 .  

  הערה: אין צורך לבצע אינטגרציה.      
  

נתונה הפונקציה   .6
2

2xf (x)
x 6




.   

  את תחום ההגדרה של הפונקציה. וא. מצא  

xעבור  x- את האסימפטוטה המקבילה לציר ה ומצא) 1ב. (   0.  

xעבור  x- את האסימפטוטה המקבילה לציר ה ומצא) 2(       0.  

  ג. בשרטוט משמאל מתואר גרף הפונקציה.  

  ו בשרטוט וענה על תתי הסעיפים הבאים. היעזר      

  הערה: אין צורך לבצע אינטגרציה.             

מתקיים:  aי חיובמדוע עבור כל מספר  וריהסב) 1(   
a 1

a

f (x)dx 2


  .  

  

מתקיים:  b מספר שלילי מדוע עבור כל וריהסב) 2(            
b

b 3

6 f (x)dx 0


    .  

  

fנתון כי הפונקציה   .7 (x)  ופונקציית הנגזרת שלהf '(x)   מקיימות
3

0

f '(x)
dx 3

2 f (x)


  ,f (0) 1.  

fא. מצאו את הערך המספרי של    (3).  

fב. נתון גם:  '(x) kx 2  ,k  הוא פרמטר. מצאו את הפונקציהf (x)  .(בלי פרמטרים)  
  

g(x)מקיימת  g(x)ג. הפונקציה    f (x).  

g(x)) הראו כי 1(       | x 1|  .  

fוסקיצה של גרף הפונקציה  g(x)) סרטטו במערכת צירים אחת סקיצה של גרף הפונקציה 2(       (x).     

x

y

x

y
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xנתונה הפונקציה   .8 2f (x)
x
.  

fאת תחום ההגדרה של  וא. מצא   (x).   

fאת התחום שבו  וב. מצא   (x) 0.  
    

fג. בתחום שבו    (x) 0  נתונה הפונקציהg(x)  :המקיימת
f '(x)

g '(x)
2 f (x)

.  

)2עובר דרך הנקודה  g(x)נתון שגרף הפונקציה        ;3)
3

.   

  .g(x)את הפונקציה  ומצא             
  

גרף הפונקציה  לפניכם  .9
2

xf (x) 1
x 1

 


.  

  

f של הפונקציהא. מצאו את תחום ההגדרה    (x).  

fסימפטוטות האופקיות של הפונקציה את הא וב. מצא   (x).  

fהיא פונקציה המקיימת:  g(x)) 1(ג.  (x) g(x) 1 .  

  זוגית.- היא פונקציה אי g(x)שהפונקציה  וחיהוכ             

0המקיימים  c- ו bמדוע לכל שני מספרים  ורי) הסב2(           b c  :מתקיים  
b c

c b

f (x)dx f (x)dx 2(c b)




     

  להיעזר בסרטוט מתאים ובשיקולי סימטריה. ותוכל כםבתשובת                    

  אין צורך לבצע אינטגרציה.           
  

א. חשבו את האינטגרל המסוים      .10
8

2
3

x 1 dx
x 1




.   

  הדרכה: צמצמו את הביטוי שבתוך האינטגרל.            
  

ב. חשבו את האינטגרל המסוים      
11

2
6

x 4 dx
x 6x 8



 
.  

  

  ) בעזרת צמצום.  1תוכלו לפתור בשתי דרכים: (            

  ) בעזרת הזזה של האינטגרל מסעיף א'. 2(                                                     
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  תשובות:

bא.   .1 6.    .1ב.  

2א.     .2 x 8   .                .ג  

  מינימום.  (0;8)מינימום, (0;2)מקסימום, (3;5). ב       

2) 1ד.  (        x 8   .)2 ((5;0)  .  

2ה. חיובית:         x 5  :5, שלילית x 8  .   

  (על פי תחומי חיוביות ושליליות).   IVגרף  ו.       

2ז.         5 6 1.53  .  
  

3. ג  , שליליות: אין. xכל חיוביות: . ב   .3 S   .  
  

x) 1א.  (   .4 3  אוx 3    .               .ב  

  ) אין.   2(           

           )3 (x 3 ,x 3  ,y 1 ,y 1 .  

x) עלייה: 4(            9  :ירידה ;x 3  9או x 3   .        

  ג. הסימן שלילי.       
  

  .0ב.   .5
  
y) 1( ב. .  xא. כל   .6 2.  )2 (y 2 .  
  
fא.     .7 (3) 16   .                                           ) .2ג(  

2fב.         (x) x 2x 1  .  

2) 1. (ג        2g(x) f (x) x 2x 1 (x 1) | x 1|       .            

            
  

xא.     .8 0 .ב  .x 0  אוx 2  .ג   .x 2g(x) 1
x
 .  

y.  ב. xכל א.      .9 0 ,y 2.    

  .  2.  ב. 2א.   .10

  

f (x)

x

y

g(x)

x

y
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  אינטגרלים הכוללים את זיהוי הנגזרת הפנימית
  

נתונה פונקציית הנגזרת    .1
2

x
f '(x)

x 9



 .  

1הישר   
3y x 3   חותך את הגרף של הפונקציהf (x)  בנקודה שבהx 0.  

f א. מצאו את הפונקציה    (x).  

f) מהו תחום ההגדרה של פונקציית הנגזרת 1ב. (   '(x) ושל הפונקציהf (x)?  

f) מצאו את האסימפטוטות המקבילות לצירים של פונקציית הנגזרת 2(       '(x).  

fשל גרף פונקציית הנגזרת ) מצאו את שיעורי נקודות החיתוך 3(       '(x) .(אם יש כאלה) עם הצירים  

f) מצאו את תחומי העלייה והירידה של פונקציית הנגזרת 4(       '(x) .(אם יש כאלה)  

f) סרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת 5(       '(x).  

f) סקיצה של גרף הפונקציה 5סעיף ב(- יפו לסקיצה שסרטטתם בתת) הוס6(       (x).   
  

:  II - ו Iג. נתונות שתי משוואות,   
2

xI. k
x 9




,   2II. x 9 k   נתון כי  ,k 0.  

        

  . IIוגם אין פתרון למשוואה   Iשעבורם אין פתרון למשוואה  kמצאו את תחום הערכים של     
  

1f:    פונקציותבציור נתונות שתי   .2 (x)
3 x




 ,2x 3g(x)
x(3 x)




.  

  

f) מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה 1(א.    (x),       

  .g(x)ואת תחום ההגדרה של הפונקציה                    

f) מצאו את האסימפטוטות המאונכות לצירים של הפונקציה 2(       (x) ,  

  .g(x)ואת האסימפטוטות המאונכות לצירים של הפונקציה                   

fב. מצאו את השטח המוגבל על ידי הגרפים של הפונקציות    (x) ו -g(x) ,  

xועל ידי הישר  x- על ידי ציר ה               1.  
  

1h(x)ג. נתונות הפונקציות    2
3 x

 


 ,2x 3t(x) 2
x(3 x)

 


,  

     1S  הוא השטח המוגבל על ידי הגרפים של הפונקציותf (x) ו -g(x)  ועל ידי הישרx 2.5.   

     2S  הוא השטח המוגבל על ידי הגרפים של הפונקציותh(x) ו -t(x)  ועל ידי הישרx 2.5.  

  , קטן ממנו או שווה לו? נמקו.2Sגדול מהשטח  1Sהאם השטח       
  

נתונה הפונקציה   .3
3

4 2

ax 2axf (x)
x 4x 4


 

 ,a 0- הוא פרמטר גדול מ.  

fא. מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה    (x).  

fב. האם הפונקציה    (x) זוגית? נמקו.- היא זוגית או אי  

fג. השטח, המוגבל על ידי גרף הפונקציה    (x)על ידי ציר ה , -x  ועל ידי הישריםx 1 ו -x 1  ,  

  .a. מצאו את הערך של 4- שווה ל             

fמקיימת  g(x)ד. נתון כי הפונקציה    (x) g '(x).  

fאחת מנקודות החיתוך בין הגרפים של הפונקציות        (x) ו -g(x)  היא נקודה שבהx 0.  

2g(x)מקיימת:  g(x)) הראו כי הפונקציה 1(        2x.  

f) מצאו את התחום שבו מתקיים 2(       (x) g(x).  

x

y
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 נתונה הפונקציה  .4
2

2

x bx c
f (x)

x 4

 



 .c ו -b .הם פרמטרים   

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  וא. מצא     (x).  

fנתון כי הפונקציה ב.      (x) .את  ומצא היא זוגיתb.   
  

fנתון: לגרף הפונקציה      (x) יש שתי נקודות חיתוך עם ציר ה -x .בין שתי האסימפטוטות האנכיות שלה  

  .cאת תחום הערכים של  וג. מצא    

fאת שיעורי נקודת הקיצון של הפונקציה  ו) מצא1ד. (     (x) ,  

  אם צריך). cבאמצעות  ועי(הב ת סוגהא ווקבע                       

fאת האסימפטוטה האופקית של הפונקציה  ו) מצא2(     (x) ,  

fסקיצה של גרף הפונקציה  ווסרטט          (x).  

g(x)ה. נתונה הפונקציה  f (x) f '(x)  ת באותו תחום שבו מוגדרות הפונקציות המוגדרf (x) ו -f '(x).  

גרפים  לפניכם      .  

) איזה מן הגרפים, 1(       הוא גרף הפונקציה ,g(x)ו.? נמק  

  .x- ועל ידי ציר ה g(x)את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה  cבאמצעות  ועי) הב2(    
  

  

  

  

  

  

  

  
  

נתונה הפונקציה   .5
2 2

xf (x)
x a




 ,a .הוא פרמטר  

  

aו עבור - א ענו על הסעיפים   0 .  

  במידת הצורך. aהביעו את תשובותיכם באמצעות   

  א. מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה.  

  ב. מצאו את האסימפטוטות של הפונקציה המאונכות לצירים.  

  ג. מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה (אם יש כאלה).  

fד. סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה    (x).  

f) רשמו את האסימפטוטות המאונכות לצירים של גרף הנגזרת 1ה. (   '(x).  

f) סרטטו סקיצה של גרף הנגזרת 2(       '(x).  
  

  

ו. מצאו את ערך הביטוי:   
3a 2a

2a 3a

f (x)dx f (x)dx




 .  

  

aענו על סעיף ז עבור    0 .  

f) מצאו את תחום ההגדרה של 1ז. (   (x).  

f) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 2(       (x) .  
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נתונה הפונקציה   .6
2

x 5f (x)
x 10x 24


 

.  

  

fהגדרה של הפונקציה ) מצאו את תחום ה1א. (   (x) .  

f) מצאו את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה 2(       (x) .(אם יש כאלה) עם הצירים  

f) מצאו את האסימפטוטות של הפונקציה 3(       (x) .המאונכות לצירים  

fהעלייה והירידה של הפונקציה ) מצאו את תחומי 4(       (x) .(אם יש כאלה)  

f) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 5(       (x).  
  

g(x)המקיימת:  g(x)נתונה הפונקציה    f (x 5) .  
  

  זוגית.- היא פונקציה אי g(x)- ) הוכיחו ש1ב. (  

   .g(x)) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 2(      

1ג. הסבירו מדוע לכל    x b   :מתקיים השוויון
b b 5

a a 5

g(x)dx f (x)dx




 .  

  

 ההפונקצי הנתונ          .7
2

ax 1
f (x)

ax 2x 1




 
 ,a .הוא פרמטר  

 

fנתון: הפונקציה  (x)  מוגדרת לכלx. 

a: וחיהוכ א. 1.   
  

  .a. אם יש צורך, הביעו באמצעות ענו על סעיף ב

fיתוך של גרף הפונקציה ) מצאו את שיעורי נקודות הח1ב. ( (x) .עם הצירים  

f) כתבו את משוואות האסימפטוטות של הפונקציה 2(           (x) המקבילות לציר ה -x.  

f) מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 3(          (x) .(אם יש כאלה)  

f) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 4(          (x).  
  

aנתון:  3.  
fג.  חשבו את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה  (x)על ידי ציר ה , -x ,  

3xל ידי הישרים וע          2 ו -x 2.  

  .xהיא פונקציה רציפה המוגדרת לכל  g(x)ד. 

fאת השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה  S- נסמן ב          (x)על ידי ציר ה , -x   

3xועל ידי הישרים                1 ו -x b )3b 1.(  

fנתון: השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה           (x)רף הפונקציה , על ידי גg(x)         

3xועל ידי הישרים           1 ו -x b 2- שווה לS  בעבור כלb.  

fבאמצעות  g(x)הביעו את            (x)  3בתחוםx 1 את שתי האפשרויות).  (כתבו  

  אין צורך להוכיח את תשובתכם.        
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משפחת הפונקציות  הנתונ  .8
2x x 2

f (x)
2x a

 



, a  4הוא פרמטר המקיים a 2  .   

fאת תחום ההגדרה של הפונקציה  ו) מצא1א. (   (x).    

fמדוע לפונקציה  ורי) הסב2(א.      (x) אין אסימפטוטה מקבילה לציר ה -y.  

fאת משוואות האסימפטוטות של הפונקציה  ו) מצא3(     (x) המקבילות לציר ה -x.  

f) מה הם שיעורי נקודות החיתוך של גרף הפונקציה 4(     (x) ?עם הצירים  

fאת תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה  ו) מצא5(     (x).  

fשבעבורם  x- את שיעורי ה aבאמצעות  ועי) הב1ב. (   '(x) 0 .(אם יש כאלה)  

fשבעבורו  aאת הערך של  ו) מצא2(       '(x) 0  לכלx .בתחום ההגדרה  
  

a וביהצ   1   במשוואת הפונקציהf (x) ד.- על הסעיפים ג וענו  

f) מה הם תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 1ג. (   (x) ?(אם יש כאלה)  

fסקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט2(    (x).  

את  וד. חשב
4

3

1 dx
f (x)ו להשאיר שורש בתשובתכם. תוכל.  

  
    

  
  
  

  תשובות:
  

2fא.   .1 (x) x 9 .   

f) 1ב. ( '(x)  -  כלx ;f (x)  -  כלx.   )2  (y 1 ,y 1 )  .3 ((0;0).  )4 עלייה: כל (x .ירידה: אין ;
      

      )5 (                     )6(      

  

  

  

1ג.            k 3 .   
  
  
  
f) 1א. (    .2 (x) :x 3 ,g(x) :0 x 3 .  )2 (f (x): y 0 ,x 3.   g(x): x 0 ,x 3.  

1ג. .   0.6945ב.         2S S.   

  
aג.    זוגית.- ב. אי  .xא. כל   .3 4.  .0) 2( ד x 2 .  

  
xא.        .4 2 ,x 2      .           .2(ד (y 1.  

b ב.             0    .  

0ג.            c 4    .  

) 1ד.  (          
c

(0, )
4

  מקסימום.     

 

x

y

x

y
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xא.     .5 a  אוx a .                    .ד 

xב.          a ,x a  ,y 1 ,y 1 .  

xג. ירידה:          a  אוx a  ;  

      עלייה: אין.          

          

  
  

 

x) 1ה. (        a ,x a  ,y 0.      )2(  
  

  .0- ו. ערך הביטוי שווה ל      
  

x) 1ז. (       0.  
          

          )2(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x) 1א. (    .6  6   אוx 4.         )5(               ) .2ב(  

             )2 ((0; 1.02).  

             )3 (x 4 ,x 6,  

                 y 1 ,y 1 .  

x) ירידה: 4(              4  אוx 6.  

   .xעלייה: אף                   
  
  

  )4(                א. הוכחה.     .7

,0)1 ) 1ב. (         1) ( ,0)a   .  

            )2 (y a ,y a   .  

  .x)  עולה לכל 3(            

g(x).   ד. 2ג.          f (x)  , g(x) 3f (x). 

  
  

x)  1א. (  .8 1 ,x 2 )   .2)   .3)  הוכחה  (
1 1

y , y
2 2

  .  

              )4  (( 2,0) , (1,0))   .5  (f (x) 0   עבורx 2 ,  f (x) 0  עבורx 1.  
  

)  1ב. (          
8 a

x
2a 2





)   .2  (a 1     .  

  

f)  1ג. (           (x)  עולה לכלx .2(           בתחום ההגדרה  (  
               

2.166ד.            2 2 10 .  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y



            לדטיכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'הז לכ            

 
130

 פונקציית הצטברות (אינטגרל מצטבר) –אינטגרלים 
  

fגרף של פונקציה לפניכם   .1 (x)החותך את ציר ה , -x  (0;5), (0;1)בנקודות.  

: פונקציה חדשה מגדירים  
a

0

g(a) f (x)dx  ,a 0.  

  חיובי, שלילי או אפס? נמקו. g(1)א. האם 
  

g(1))  1ב. הסבירו מדוע:  ( g(0.5)) .2 (g(3) g(1)) .3(  g(6) g(5).   
  

0מדוע בתחום  וריהסב .ג a 3  , הפונקציהg(a) ימום עבור מקבלת מינa 1.  
  

fבציור מתואר גרף של פונקציה   .2 (x)החותך את ציר ה , -x  (0;3), (0;1)בנקודות.  

מגדירים:   
t

0

g(t) f (x)dx  ,t 0.  

  .tשלושה ערכים של  א. לפניכם

  .ו? נמקביותר גדולהוא ה g(t)בעבור איזה מהם הערך של     

    )1 (t 0.5)   .2 (t 1)   .3 (t 2.  
  

2מדוע בתחום  וריהסב ב. t 4  , הפונקציהg(t)  מקבלת מינימום עבורt 3.  
  

fבציור מתואר גרף של פונקציה   .3 (x) המוגדרת וגזירה לכל ערך של ,x.  

  ויש לו מינימום  (0;0), (0;4) בנקודות x- גרף הפונקציה נפגש עם ציר ה         

xעבור           1.   לפניכם האינטגרל
t

0

f (x)dx ,t 0 .  

tהסבירו מדוע עבור א.  0 .ערך האינטגרל הוא אפס  

  ערך האם עבור כל אחד מן המקרים שלפניך  ו. קבעב

  הוא חיובי, שלילי או שלא ניתן לדעת. נמקו.האינטגרל     

t) עבור 1(     1)   .2 עבור (t 4)   .3 עבור (t 6.  

שבעבורו האינטגרל   t. האם קיים ערך של ג
t

0

f (x)dx  מקבל ערך מינימלי? אם כן, מהו ערכו שלt?   

  

f ריבועית  פונקציהלפניכם גרף של   .4 (x)חותך את ציר ה, ה -x  (0;5)- ו (0;2)בנקודות .  

: נתון         
5

0

1f (x)dx 4
6

 .בלבד גרף ובנתוניםב והיעזר.   

  .2S או 1S א. קבעו איזה שטח גדול יותר:  
  

נסמן: 
k

0

S(k) f (x)dx  ,0 k 6 .  

  הוא מקסימלי. S(k), כך שהערך של הפונקציה k) מצאו את 1ב. (

  יורדת. S(k)הפונקציה  k) מצאו לאילו ערכים של 2(    

  ?S(k)ג. מהם שיעורי נקודת המינימום הפנימית של הפונקציה   

y

x

x

y

f (x)

x1 3

x

y

2S
1S

2 5
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fפונקציה גרף ה  .5 (x)  ציר החותך את -x   (0;8), (0;4), (0;0)בנקודות.  

: נתון
8

0

f (x)dx 0.  

1 א. הסבירו מדוע  2S S (ראו ציור).  

ב. לפניכם האינטגרל 
t

0

f (x)dx ,0 t 8  .  

  האינטגרל הוא מינימלי? t) לאיזה ערך של 1(    

  האינטגרל הוא מקסימלי?  t) לאילו ערכי 2(    

  קסימלית של האינטגרל?מהי התוצאה המ         

ג. נסמן: 
a

1

h(a) f (x)dx


  ,a 1  הסבירו מדוע .h(8) h(0).  

  

f לפניכם גרף של פונקציה  .6 (x)  0בתחום x 4  .  

xבנקודה שבה  x- חותך את ציר ה הגרף          2.  

  1S שלעל ידי הגרף  הוא השטח המוגבל f (x)  

  ).והצירים (השטח המקווקו בציור

2S המוגבל על ידי הגרף של  הוא השטחf (x),  

xהישר ו x- ציר ה 4 השטח האפור).(  

 סמן: נ
x

0

g(x) f (t)dt  ,0 x 4 .  

  .(0;0)עובר דרך הנקודה  g(x)ציה א. הסבירו מדוע גרף הפונק  

g(4)נתון: ב.    0 1 . הסבירו מדוע 2S S.  

  יורדת. נמקו. g(x), הפונקציה xג. מצאו לאילו ערכים של           
  

fזוגית פונקציה לפניכם גרף של   .7 (x) ה, החותך את ציר -x   בנקודותx 2 ,x 1 ,x 1  ו -x 2 .  

  (השטח המקווקו) x- ח הכלוא על ידי גרף הפונקציה ועל ידי ציר ההשט ידוע כי  

  .8- שווה ל         

נתון:   
2

2

2f (x)dx 2
15



.  

  ,x- הנמצא מעל ציר השטח ה א. חשבו את

  .x- היה וציר גרף הפונקצעל ידי ומוגבל     

  נתונה הפונקציהב. 
x

2

g(x) f (t)dt


  ,x 2 .   

  .g(0)) חשבו את 1(    

)7) הסבירו מדוע הנקודה 2(     1; 1 )
15

   נמצאת על גרף הפונקציהg(x).  

x) הסבירו מדוע בתחום 3(     0  הפונקציהg(x) .אינה שלילית  
  

  

x

y

1S

2S
0

4
8

f (x)

2S

1S

0 x
4

y

2

x

y
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fהפונקציה גרף   .8 (x) .כל משבצת מייצגת יחידה אחת. הוא קו ישר  

f :את א. מצאו   (0) ,f (4).   

 ב. נסמן:
a

0

h(a) f (x)dx   ,a 0.  

  בחישוב שטח של משולש. . היעזרוh(4)את  ) חשבו1(   

  .h(a)הפונקציה מצאו את שיעורי נקודת המקסימום של  )2(   

  . h(6)את  ) חשבו3(   
  .)1סעיף ב(- דרכה: היעזרו בתתה        

h(a) כמה פתרונות יש למשוואה )4(    2 ?  
  

fבשרטוט שלפניכם מתואר גרף הפונקציה   .9 (x)  0בתחום x 7 .  

  כל משבצת מייצגת יחידה אחת.  

הפונקציה  נתונה  
t

0

h(t) f (x)dx  .בתחום זה  

  .h(0) ,h(3) ,h(5)א. חשבו את הערכים של 

  יורדת.  h(t)ב. קבעו באיזה תחום הפונקציה 

  נמקו.    

  בתחום הנתון,  tג. האם קיים ערך 

  שלילית? h(t)שבעבורו הפונקציה    
  

f גרף של פונקציה לפניכם   .10 (x) 0.5 בתחום x 6.5   .  

  כל משבצת מייצגת יחידה אחת.         

f) מהם שיעורי נקודת המינימום של 1א. ( (x) .  

f) מהם שיעורי נקודות האפס של 2(     (x) .  

נתונה הפונקציה 
x

0.5

g(x) f (t)dt


  ,0.5 x 6.5  .  

  אחת מנקודות הקיצון  כלשל  x- ) מצאו את שיעור ה1ב. (

  , וקבעו את סוגן.g(x)של הפונקציה          

  .g(x)) מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 2(    

  .g(x)של נקודת הפיתול של הפונקציה  x- ) מצאו את שיעור ה1ג. (
  .g(x)) של הפונקציה ת כלפי מעלה () מצאו את תחומי הקעירו2(    

g(5)ד. האם מתקיים  g(1).נמקו ?  

g(6.5): תוןה. נ 0.   

0.5בתחום  g(x)שרטטו סקיצה של      x 6.5  .  
  

  

  

  

  

  

x

y

f(x)

x
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f זוגית גרף של פונקציהלפניכם   .11 (x) 4, המוגדרת בתחום x 4  .  
  

fשל נקודות האפס ונקודות הקיצון הפנימיות של הפונקציה  x- על הגרף מסומנים שיעורי ה (x).  
  

הפונקציה 
x

4

g(x) f (t)dt


 , 4 מוגדרת בתחום x 4  .  

  

  , g(x)של כל נקודות הקיצון של הפונקציה  x- א. מצאו את שיעורי ה

4בתחום      x 4   .וקבעו את סוגן ,  

  .g(x)של נקודות הפיתול של הפונקציה  x- ) מצאו את שיעורי ה1ב. (

  .g(x)) של ) וכלפי מטה () מצאו תחומי קעירות כלפי מעלה (2(    

g(4)ג. נתון:  0 .  

4בתחום  g(x)שרטטו סקיצה אפשרית של      x 4  .   
  

3fבציור מתואר גרף הפונקציה    .12 (x) x 4x .  

fנקודות החיתוך של גרף הפונקציה שיעורי את  ומצא) 1(א.         (x) עם ציר ה -x.  

f) הראו שהפונקציה 2(               (x) .היא אי זוגית  
  

שעבורו מתקיים השוויון   aאת הערך של  וב. מצא      
4

0

f (x a)dx 0   

ג. נסמן: 
t

2

S(t) f (x)dx


  :2. נתון t 2   .  

  שלילית? נמקו. S(t), שעבורם הפונקציה t) האם קיימים ערכים של 1(   

V) לפניכם ארבעה גרפים (2(      .(  

2בתחום  S(t)איזה מן הגרפים מתאר את הפונקציה          t 2   ?  
  

  
  
  
  
  
  
  

f בציור מתואר גרף הפונקציה  .13 (x).  

fנקודות החיתוך של גרף הפונקציה בציור מסומנות         (x) עם ציר ה -x.  

נסמן: 
0

t

g(t) f (x)dx  :נתון .t 0 .  

  , g(t)של נקודות הקיצון של הפונקציה  t- א. מצאו את ערכי ה

  וקבעו את סוגן.      

  הדרכה: שימו לב שהגבול התחתון של האינטגרל משתנה,      

  וע.והגבול העליון של האינטגרל קב     

  . g(t)ב. מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 
  

  

x

f (x)

0 33

22

x

y

3 1 x

f (x)

y
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5גרף הפונקציה  לפניכם   .14 3f (x) 3x 12x .  

fשל גרף הפונקציה  שיעורי נקודות האפסאת  וא. מצא        (x).  

  ורך בחישובים. נמקו.ב. קבעו האם הטענה הבאה נכונה. אין צ      

    
1 1.5

1 1

f (x)dx f (x)dx
 

 .  

ג. נסמן: 
1

a

S(a) f (x)dx  ,a 1.  

aבתחום  S(a)מצאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה     1.  
  

fפונקציה אי זוגית של בציור מתואר חלק מגרף   .15 (x).  :נתוןf (7) 0ציור. , ראו  

את ערך האינטגרל המסוים  וא. חשב  
4

4

f (x)dx

  

8מקיים  tב. המספר  t 8    .  

בעבורו האינטגרל  tהאם קיים ערך של     
t

8

f (x)dx

?הוא חיובי  

יהיה הערך של האינטגרל  tלאילו ערכים של  וג. מצא 
t

8

f (x)dx

:  )1) .מקסימלי.2) מינימלי (  

  

xבציור מתוארים הישר   .16 2 רף של פונקציה  וגf (x) בתחום ,x 0 ,  

xבנקודות  x- החותך את ציר ה          1 ו -x 5 :נתון .f (2) 3  ,f ''(x) 0  לכלx.   

א. האם ייתכן   
5

1

f (x)dx 0 ?  

11.5 ב. הסבירו מדוע    S 3 .  

ג. נתונה פונקציה המקיימת   
t

0.5

g(t) f (x)dx  ,t 0.5.  

   .ו. נמקg(t)של נקודות הקיצון של הפונקציה  t- את שיעורי ה ומצא     
  

בציור מתואר גרף הפונקציה    .17
2

8 12
f (x) 1

x x
  .   

f גרף הפונקציהשל  שיעורי נקודות החיתוךאת  ומצא) 1(א.         (x) עם ציר ה -x.   

f הפונקציהשל האופקית  משוואת האסימפטוטהאת  ומצא) 2(             (x).  

ב. נתונה הפונקציה 
x

2

S(x) f (t)dt  ,2 x.  

  מתקבלת נקודת הקיצון? x, ועבור איזה ערך של S(x)מהו סוג נקודת הקיצון של     

  ג. קבעו עבור כל טענה אם היא נכונה או אינה נכונה. אין צורך בחישובים.       

fהיעזרו באסימפטוטה האופקית של הפונקציה               (x).נמקו .  
  

    )1 (
1 1

2

3 3

f (x)dx f (x)dx
 

 

 .    )2 (
8 8

6 6

f (x) dx f (x)dx  .  

x

y

x

y

1 5

x

y

1S

x

y
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fונקציה קווית פלפניכם גרפים של  .18 (x)  ופונקציה ריבועיתg(x).  

;2)נקודות הגרפים נחתכים ב          3) 8)- ו; 6).  

נסמן:  
t

1

h(t) f (x) g(x) dx  :1. נתון t 9  .  

  ? נמקו. h(1)א. מהו הערך של 

  חיובי או שלילי? נמקו. h(2)ב. האם 

  או קטן ממנו? נמקו. h(2)- גדול מ h(8)ג. האם 

  יש לה מקסימום פנימי? נמקו. tמינימום פנימי, ולאיזה ערך של  h(t), יש לפונקציה tד. לאיזה ערך 

  

3f בציור מתוארים הגרפים של הפונקציות  .19 (x) x 9x  2- וg(x) x 3x   .  

x שבהן הגרפים נחתכים בנקודות    3 ,x 0 ו -x 4 .  

  את השטח המקווקו כולו. S- נסמן ב

א. קבעו עבור הטענה הבאה האם היא נכונה או לא נכונה: 
3

4

(f (x) g(x))dx S


   

ב. נסמן:  
t

4

h(t) f (x) g(x) dx


  :נתון .t 4  .  

)h) מהו הערך של 1(    4).נמקו ?  

)h) האם 2(    2) .חיובי או שלילי? נמקו  

  או קטן ממנו? נמקו. h(0)- גדול מ h(2)) האם 3(   

  נקודת מינימום, h(t), יש לפונקציה t) לאיזה ערך של 4(   

  יש לה נקודת מקסימום? נמקו. tולאיזה ערך של         
  

  . II- ו Iמתוארים הגרפים  בציור שלפניכם  .20

fהפונקציה אחד הגרפים הוא של  (x),  

fוהאחר הוא של פונקציית הנגזרת  '(x).  
    

  . ולאיזו פונקציה הוא מתאים. נמק גרףעבור כל  וא. קבע
  

 - ) אריאל טוען ש1(. ב  
5

0

f (x)dx 0?האם אריאל צודק .  

 - ) אריאל טוען ש2(              
5

7

f '(x)dx 0




?האם אריאל צודק .  

  : משיק אחד בנקודת המקסימום הפנימית שלו ומשיק שני Iמעבירים משיקים לגרף . ג  

  . kבנקודת המינימום הפנימית שלו. המרחק בין שני המשיקים הוא              

  .x- ועל ידי ציר ה IIאת השטח המוגבל על ידי גרף  S- נסמן ב             

S) 1קבעו איזו טענה מהבאות היא נכונה:  (       k     )2 (S k       )2 (S k  

ד. נתונה הפונקציה   
5

x

g(x) f '(t) f (t) dt  המוגדרת בתחום ,x 5 .  

  , ומהו סוג הקיצון? נמקו.g(x)כמה נקודות קיצון יש לפונקציה               
  

x

y

I

II
7 5 2

3
5

x

y

x

y
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fונקציה גרף הפ לפניכם  .21 (x).  נתון כי הפונקציהg(x)  מקיימתg(x) | f (x) |.  

  .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  וא. שרטט  
  

   מקיימות: t(a)- ו h(a)ב. הפונקציות   

     
a

1

t(a) g(x)dx


    ,
a

1

h(a) f (x)dx


    ,a 1    

1) קבעו האם עבור 1(       a 0    הפונקציהh(a) .חיובית או שלילית   
1) קבעו האם עבור 2(       a 0   הפונקציה t(a) .חיובית או שלילית   

  

  .t(a)- ו h(a)פונקציות ג. מצאו את השיעורים של נקודת הפגישה בין הגרפים של ה  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  תשובות:
  

t) 2א. (  .2א. שלילי.      .1 1  .  

t) לא ניתן לדעת.   ג. כן, 3) שלילי.   (2) שלילי.  (1( ב.   .3 4.  

k) 1גדול יותר.  ב. ( 1Sא.    .4 2)  .2 (2 k 5  .4;5)1.   ג )
6

.  

t) 1ב. (   .5 4) .2 (t 0 ,t 8.התוצאה המקסימלית היא אפס .  

2ג.    .6 x 4   .7.   .15א
15

11) 1ב. (.  
15

.  

fא.  .8 (0) 2 ,f (4) 0) .1.  ב (h(4) 4) .2 ((4;4)) .3 (h(6) 3) .4.פתרון אחד (  

h(0)א.   .9 0 ,h(3) 7 ,h(5) 5.    .3ב x 7 .ג. לא  .  

  

;3)) 1א. (  .10 4))  .2 ((1;0) ,(5;0).            .ה  

x) 1ב. (       1  ,מקסימוםx 5 ,מינימום         

                x 0.5  ,(קצה) מינימום  

                  x 6.5   .(קצה) מקסימום  

0.5) עלייה: 2(            x 1    5או x 6.5  ,  

1ירידה:                  x 5 ..  

x) 1ג. (        3) .2 ( :3 x 6.5   .  

g(5)ד. לא,         g(1).  
  

x

y
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xא.  . 11 3   ,מקסימוםx 3           .ד.        מינימום  

           x 4  ,(קצה) מינימום  

           x 4   .(קצה) מקסימום  

x) 1ב. (        2  ,x 0 ,x 2.  

           )2 ( :2 x 0     2או x 4 .  

                 :4 x 2      0או x 2 .  

  

), (0;0), (0;2)) 1א. (  .12 2;0) .ב  .a 2 ) .גרף 2) לא. (1.   ג (  .  

t א.  .13 3   ,מקסימוםt 1   :מינימום.  ב. עלייהt 3   1או t 0   :3, ירידה t 1    .  

), (0;0), (0;2) א.  .14 2;0) :0.  ב. הטענה נכונה.  ג. עלייה a 1     אוa 2  :2, ירידה a 0   .  

t)  1לא.   ב. (  .   ב.0א.    .15 0)  .2 (t 8 ,t 8 .  

tא. לא.  ג.   .16 1  ,מקסימוםt 5  .מינימום  

y) 2.  ((0;2), (0;6)) 1( א.  .17 1 .ב  .x 6 .מינימום  

  ) הטענה נכונה. 2) הטענה נכונה.  (1ג.  (       

h(1). א  .18 0.   .בh(2) .ממנו.  ד.  ג. גדול   שליליt 2  ,מינימוםt 8 .מקסימום  

  א. נכונה.     .19

)h) 1(. ב        4) 0 . )2 (h( 2) .4) קטן ממנו.  (3(  חיובי (t 0  ,מקסימוםt 3 .מינימום  

I–fא.   .20 (x) . II–f '(x) . ) .1. (. לא.  ג)2(. כן. )1ב( S k  .  

0ד. נקודת קיצון אחת, מסוג מינימום (על פי הציור, בתחום         x 3 .(  

  

). ) חיובית.   ג2) שלילית.  (1ב. (            א.   .21 1;0).  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

x

y



            לדטיכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'הז לכ            

 
138

  אינטגרלים של פונקציות טריגונומטריות
  

F(x) עידו מצא את הפונקציה הקדומה  .1 4sin x cos x dx    :בשתי דרכים 

2sinעידו השתמש בזהות    –דרך א  cos sin 2     .  

cosהוא קיבל:   2xF(x) 4sin x cos x dx 2sin 2x dx 2 c cos 2x c
2

             

sinעידו זיהה את הפונקציה  –דרך ב  x  ואת הנגזרת שלהcos x,  
  

ונעזר באינטגרל על פי זיהוי הנגזרת הפנימית: 
2(f (x))

f (x) f '(x)dx c
2

    

הוא קיבל: 
2

2sin xF(x) 4sin x cos x dx 4 c 2sin x c
2

           

  

cosו בדק וראה כי עיד 2x 22- שונה מsin x.  
  

  כיצד אפשר להסביר את התוצאות השונות?
  

 יואב מצא את הפונקציה הקדומה  .2
2

tan xF(x) dx
cos x

   .בשתי דרכים  

taיואב זיהה את הפונקציה  - דרך א  n x שלה  ואת הנגזרת
2

1
cos x

   

ונעזר באינטגרל על פי זיהוי הנגזרת הפנימית: 
2(f (x))

f (x) f '(x)dx c
2

    

הוא קיבל: 
2

2 2
tan x 1 ta n xF(x) dx tan x dx tan x (tan x) 'dx c

2cos x cos x
          

sintaיואב השתמש בזהות  - דרך ב  n
cos

 


  ואחר כך נעזר באינטגרל 

על פי זיהוי הנגזרת הפנימית: 
2(f (x))

f (x) f '(x)dx c
2

    

3הוא קיבל:           
2 3

tan x sin xF(x) dx dx (cos x) sin xdx
cos x cos x

       

                     
2

3
2

(cos x) 1
F(x) (cos x) ( si n x)dx c

2 2cos x


       

  

יואב בדק וראה כי 
2ta n x

2
 - שונה מ 

2

1

2cos x
.  

  

  כיצד אפשר להסביר את התוצאות השונות? 
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fקציה הפונלפניכם גרף   .3 (x) k cos x  0בתחום x 2   ,k .הוא פרמטר  

  קבעו מהו תחום הערכים האפשריים א.   

  . נמקו. kעבור הפרמטר               

fפונקציה השל  y- תחום ערכי ה. מהו ב   (x)?  

  .kהביעו תשובתכם באמצעות              

 המסוים ג. קבעו ללא חישובים את הערך של האינטגרל
2

0

f (x)dx


.  

  

20בציור מוצגים בתחום   .4 x   הגרפים של הפונקציה העולה f (x) של הפונקציה היורדת וg(x).  

נקודת החיתוך היחידה של שני הגרפים בתחום הנתון היא    2
4 2;.  

  השטח המוגבל על ידי הגרפים של שתי הפונקציות,  

2xי הישר ועל יד y- על ידי ציר ה            

2(השטח האפור בציור) הוא           2 2 .  

נתון גם:  
2

0

f (x) g(x) dx 0



   

  מצאו את השטח המוגבל על ידי הגרפים של שתי הפונקציות   

  ן בציור).(השטח השמאלי המסומ y- ועל ידי ציר ה         
  

2 חשבו את האינטגרל המסוים א.   .5 2

0

(cos x sin x)dx


 .  

2 היעזרו בסעיף א' והסבירו מדוע . ב 2

0 0

cos xdx sin x dx
 

 .    

2 חשבו את האינטגרל המסוים . ג 2

0

(cos x sin x)dx


.    

  היעזרו בסעיפים קודמים וחשבו את האינטגרלים המסוימים הבאים:. ד

    )1 ( 2

0

(cos x)dx


)          .2 ( 2

0

(sin x)dx


.  

  

  מצאו את האינטגרלים הבאים. יש להיעזר, בין היתר, בזהויות טריגונומטריות.    .6

2cosא.  x dx     .3בsin x dx       .2ג(ta n x 1)dx    

  

3fנתונה הפונקציה   .7 (x) sin x  0בתחום x 2  .   

fהנגזרת  א. מצאו את שיעורי נקודות האפס של פונקציית   '(x).  

fב. מצאו את תחומי החיוביות והשליליות של פונקציית הנגזרת    '(x).  

fשטח המוגבל בתחום הנתון על ידי גרף הנגזרת ג. חשבו את ה   '(x) ועל ידי ציר ה -x.  

y

x

x

y
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fנתונה הפונקציה   .8 (x) x tan x .   

2fא. הוכיחו כי    '(x) tan x .  

2ב. מצאו את האינטגרל   2 2(sin x cos x tan x)dx   

  

aנתונה הפונקציה   .9 16cos xf (x)
16sin x 9
 


6בתחום    6

7x   .  

  a הפונקציה מוגדרת לכל 0- הוא פרמטר גדול מ .x .בתחום הנתון  
  

x)   :1 (fא. בתחום הנתון מצאו עבור אילו ערכי    (x) 0  .2(  . נמקו (f (x) 0.נמקו .  
  
  

ב. מצאו את ערך האינטגרל   

7
6

6

f (x) dx





 .  

  

fג. נתון כי השטח, המוגבל על ידי גרף הפונקציה    (x)על ידי ציר ה , -x  6ועל ידי הישריםx     

6- ו             
7x  מצאו את הערך של 8- , שווה ל .a.        

  

2נתונה הפונקציה   .10 2f (x) 4sin x cos x   0בתחום x   .  

fמצאו את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה בתחום הנתון א.    (x) .עם הצירים  

fמצאו את נקודות הקיצון של הפונקציה בתחום הנתון ב.    (x).וקבעו את סוגן ,  

fסרטטו סקיצה של גרף הפונקציה בתחום הנתון ג.    (x).      

1) נתונה הפונקציה 1ד. ( 1
2 8g(x) x sin(4x)  הראו כי .g '(x) f (x).  

f) בתחום הנתון מצאו את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה 2(              (x) ועל ידי ציר ה -x.                
  

2fתונות שתי פונקציות: נ  .11 (x) 2sin x ,g(x) sin(2x) 0, בתחום x  .  

   של נקודות החיתוך בין הגרפים של שתי הפונקציות. x- את שיעורי הבתחום הנתון מצאו ) 1( א.   

  .x- ת החיתוך של כל אחת משתי הפונקציות עם ציר האת נקודובתחום הנתון מצאו ) 2(     
  

) נתונה הפונקציה 1ב. (
sin(2x)

h(x) x
2

  הראו כי .h '(x) f (x).  

0) בתחום 2(     x    מצאו את השטח הכלוא בין הגרפים של שתי הפונקציותf (x) ו -g(x).      
  

2נתונה הפונקציה   .12 xf (x) x cos
2

   2בתחום x 5   .   

fתחומי עלייה וירידה של פונקציית הנגזרת  ו) מצא1א. (   '(x) .(אם יש כאלה) בתחום הנתון  

fונקציית הנגזרת כי פ ו) הרא2(        '(x) .חיובית בתחום הנתון  

fשל פונקציית הנגזרת  סקיצה ו), סרטט2(- ) ו1סעיפים (- ) רק על פי התשובות לתת3(        '(x) ,  

  בתחום הנתון.                   

f) כמה פתרונות יש למשוואה 4(        '(x) 40 ובתחום הנתון? נמק.  

fאת הערך המקסימלי של פונקציית הנגזרת השנייה  ) רשמו1ב. (   "(x) .בתחום הנתון  

fעל ידי הגרף של פונקציית הנגזרת בתחום הנתון ) האם השטח, המוגבל 2(       '(x)   

fנייה גרף של פונקציית הנגזרת השוה            "(x), האינטגרל המסוים  שווה לערך
5

2

f '(x) f "(x) dx( )




 ?  
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sinנתונה הפונקציה   .13 xf (x)
cos2x

  30ונתון התחום x
4
   .(ראו ציור)   

  ג עבור התחום הנתון.- ענו על הסעיפים א, ב ו  

fרה של הפונקציה ) מצאו את תחום ההגד1א. (   (x).  

f) מצאו את האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה 2(        (x).  

f) מצאו את השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה 3(        (x) ,  

  וקבעו את סוגן על פי הציור.                     

f. סרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת ב   '(x).  

g(x)המקיימת  g(x)ג. נתונה הפונקציה    2f (x) f '(x) .  

6xר והיש x- , ציר הg(x)מצאו את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה         .  

  

נתונה הפונקציה   .14
2

2
2cos x 1f (x)

2cos x
.  

0א. בתחום    x 2  :  

f) מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה 1(       (x).  

f)  מצאו את האסימפטוטות של הפונקציה 2(       (x) מאונכות לציר הה -x  .(אם יש כאלה)  

f) מצאו את נקודות החיתוך של הפונקציה 3(       (x) עם ציר ה -x  .(אם יש כאלה)  

f) מצאו את נקודות הקיצון של הפונקציה 4(           (x)  יש כאלה), וקבע את סוגן.(אם  
  

x2ב. בתחום  2   :  

f) הראו שפונקציה 1(      (x) .היא זוגית  

f) סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה 2(      (x).  

fג. מצאו את השטח ברביע הראשון המוגבל על ידי גרף הפונקציה    (x)ציר ה , -x ציר הו -y .  
  

2fנתונה הפונקציה   .15 (x) a sin x b cos(4x)     20בתחום x
3
  ,a ו -b .הם פרמטרים  

fלפונקציה    (x)  3יש קיצון בנקודה שבהx   נתון כי .b 0.  

f(במידת הצורך) את השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה  bא. הביעו באמצעות  (x)   

  בתחום הנתון, וקבעו את סוגן.    

fב. סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה    (x) .בתחום הנתון  

fג. סרטטו סקיצה של גרף פונקציית הנגזרת    '(x) .בתחום הנתון  
  

) מצאו את הערך של האינטגרל 1ד. (  

2
3

2

f "(x) dx




.  

2) בתחום 2(             
2x
3
  הגרף של פונקציית הנגזרת השנייה ,f "(x) חותך את  ציר ה -x   

xבנקודה אחת שבה                    k.   
  

2בתחום                    x k  השטח המוגבל על ידי הגרף של ,f "(x)על ידי ציר ה , -x   

2xועל ידי הישר                     שווה ל , -S.  

fאת השטח המוגבל על ידי הגרף של  Sהביעו באמצעות             "(x)על ידי ציר ה , -x   

2xועל ידי הישר                   
3
  2בתחוםk x

3
 .נמקו .  

fאין צורך למצוא את  הערה:               "(x).   

x

y
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נתונה הפונקציה   .16
3

2sin xf (x)
cos x

 .  

  

f) מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה 1א. (   (x).  

f) מצאו את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה 2(       (x) .עם הצירים  

f) מצאו את האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה 3(       (x).  

fאו את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה ) מצ4(       (x) .(אם יש כאלה)  

fב. סרטטו סקיצה של גרף הפונקציה    (x)  2בתחום 2
3x   .  

20ג. נתון:    a  .  

fציה השטח המוגבל על ידי גרף הפונק              (x) הישר ,x a וציר ה -x מצאו את 1- שווה ל .a.  
  

17.  f (x)  היא פונקציה המוגדרת לכלx.  גרף הפונקציהf (x) חותך את ציר ה -y .בחלקו השלילי  

fנקודת החיתוך היחידה של גרף הפונקציה    (x) עם ציר ה -x  היא 2 ;0 ציור).  (ראו  

fשטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה נתון: ה   (x) ,  

xועל ידי הישר  על ידי הצירים          2   (השטח האפור בציור)  

210- שווה ל          16 .  
  

נתון גם:   
2

2

0

f (x)dx 8


 .  

  

fעל ידי גרף הפונקציה את השטח המוגבל  וא. מצא   (x)   

  המסומן בציור). 1Sועל ידי הצירים (שטח               
  

fהיא פונקציה קדומה לפונקציה  F(x)הפונקציה    (x) :נתון .F(0) 0.  

את  וב. מצא   2F .  
    

fנתון: ג.    '(x) 8sin x 8 . את  ומצאf (x) .  
  

fנתונה הפונקציה   .18 (x) 2sin x cos2x 1     2בתחום 2
3x    . 

f את שיעורי נקודות החיתוך של גרף הפונקציה ו) מצא1א. ( (x) הצירים. עם  

fאת שיעורי נקודות הקיצון של הפונקציה  ו) מצא2(            .א (x) ,את סוגן. ווקבע   

fסקיצה של גרף הפונקציה  ו) סרטט3(   א         . (x).  
  

fגרף הפונקציה  (x) 2- הוזז שמאלה ב
  כך שהתקבלה פונקציהg(x) , המוגדרת בתחוםx    .  

fבאמצעות הפונקציה  g(x)את הפונקציה  ו) בטא1ב. ( (x).  

 .g(x)סקיצה של גרף הפונקציה  וטט) סר2(           ב. 

  היא פונקציה זוגית. g(x)כי  וחי) הוכ3( ב.           

 III - I : : Iשלושה ביטויים,  לפניכם
2

0

f (x )dx



      : II 
0

2

2f (x )dx


       : III 
2

0
2f (x )dx



   

 - שווה ל  III - Iאיזה מן הביטויים  ג. ציינו
2

0

f (x)dx



. אין צורך בחישוב.ו את תשובתכםנמק .  

  

1S
2
 2 x

f (x)

2S
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  ובות:תש
  

2שונה בשתי ההצגות,  cקבוע האינטגרציה    .1 1c c 1  .  

2שונה בשתי ההצגות,  cקבוע האינטגרציה    .2 1 2
1c c  .  

kא.   .3 0.    .בk f (x) k  .    .0ג.    

4 . 2 1  .5.   .ג. 0א   .) 2) 1.   ד
1 ) .2 (2

1    .  

2א.   .6 4
1 1x sin 2x c .    .3ב

3
1cos x cos x c   .ג   .tan x c   .  

א.   .7 0;0 , 2 ;0 , ;0 , 3 ;02
 , 2 ;0.    

20ב. חיוביות:       x    3או x 22    :2, שליליות
3x 2   ,x  .    .4ג   .  

tanב.   .8 x c  .  

2) 1א. (  .9 6
7x  )  .2 (6 2x    .1.   ג. 0.  ב

2a .  

  

, (0;0)א.   .10 2 ;0 ,( ;0).              .ג  

מינימום,  (0;0)ב.        4 ;1 ,מקסימום  

           2 ;0)  ,מינימום 3 ;14
  ,מקסימום( ;0) .מינימום  

2) 2ד. (      
.  

  

x) 1א. (    .11 0 ,4x   ,x  .   )2(  f (x) :(0;0) ,( ;0).  g(x): (0;0) , 2 ;0 ,( ;0).    .22) 2( ב .  

  

2) תחום עלייה: 1א. (  .12 x 5        ;          )3(  

  תחום ירידה: אין.                

  ן פתרונות בתחום הנתון.) אי4(           
  

  ) כן.  2.  (2.25) 1ב. (       

  

  
  

40) 1א. (  .13 x      3או
4 4x     .              .ב   

           )2 (4x   ,4
3x     .  

  מינימום, (0;0)) 3(  

          2 ; 1 .מקסימום  

   .1ג.       
  

x

y

x

y

x

y
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0) 1א. (    .14 x
2
  )  .2 (x

2
    .          ) .2ב(  

             )3(  ;0
4
.

.
  

             )4(  10;   מקסימום. 2

  

1ג.  0.285424
  .  

  

מינימום,  (b;0)א.   .15 1
2; 3 b

3
   ,מקסימום ; 3b

2
   ,מינימום 2 1

3 2; 3 b  .מקסימום  

  ג.                ב.       
  

   
  
  
  
  

   .S) 2.  (0) 1ד. (    
  

x) 1א. (  .16 k2
  .                       .ב 

              )2 ( k;0    .  

           )3 (x k2
  .  

           )4 (f (x)  עולה לכלx .בתחום ההגדרה שלה  

  

4aג.        .     

  

2א.   .17
1S 8    .   .ב  2

2f 8   .ג    .f (x) 8cos x 8x 4    . 

  

))  1א. (  .18 ;0) ,( ;0)2
 ,(0;0).               )3(  

              )2( 3( ; 4)2
   ,5מינימום 1( ; )6 2

,מקסימום  

                   ( ;0)2
  ,1מינימום( ; )6 2

  ,מקסימום ( ; 4)2
  מינימום   .  

    

g(x))  1ב. (       f (x )2
 .                 )2  (  

  

  ) הוכחה.3(        
  

  .IIג. גרף      

  

  

x

y

x

y

x

y



            לדטיכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'הז לכ            

 
145

  בעיות קיצון עם אינטגרלים
  

2בציור שלפניכם מתואר גרף הפונקציה   .1
1f (x)
x

  בתחוםx 0,  

  ומלבן ששתיים מצלעותיו נמצאות על הצירים

  .4נתון: שטח המלבן הוא  והוא נמצא ברביע הראשון.
  

1a. נתון: x- את אורך צלע המלבן שנמצאת על ציר ה a- נסמן ב 4.  

  את השטח המוגבל על ידי הצירים,  aא. הביעו באמצעות 

fעל ידי צלעות המלבן ועל ידי גרף הפונקציה      (x)   

  (השטח המקווקו בציור).    

  ,aב. עבור איזה ערך של 

  ת בסעיף א הוא מקסימלי?השטח שמצא    
  

2yישר משיק לפרבולה   .2 x  0בנקודה שבה x 1 .  

xועם הישר  x- המשיק יוצר משולש עם ציר ה   1 .  

    מצאו את השטח המקסימלי של המשולש הנוצר באופן שתואר.  
  

2fבציור שלפניכם מתוארים הגרפים של הפונקציות   .3 (x) x 7x   ו -g(x) 14 2x  .  

fגרף הפונקציה  (x) חותך את ציר ה -x בראשית הצירים ובנקודה B ,  

  , כמתואר  בציור.D- ו Bהוא חותך בנקודות  g(x)יה ואת גרף הפונקצ

fאת תחומי ההגדרה של הפונקציות  ו) מצא1א. ( (x) ו -g(x).  

  .D- ו Bשל הנקודות  x- את שיעורי ה ו)  מצא2(    
  

a  1הוא פרמטר המקיים a 2 .  

fהשטח המוגבל על ידי הגרפים של הפונקציות  (x) ו -g(x) ,    

xעל ידי האנכים  a ו -x a 1  ועל ידי ציר ה -x ,  

    . x- מסתובב סביב ציר ה
  

  ימלי.שבעבורו נפח גוף הסיבוב המתקבל הוא המקס aאת  ו) חשב1ב. (

  שבעבורו נפח גוף הסיבוב המתקבל הוא המינימלי. aאת  ו) מצא2(    

  שתי ספרות אחרי הנקודה העשרונית. ו בתשובותיכםריאם צריך, השא         
  

  

  

  ובות:תש
  

4א.   .1 a 1S a
 .1.    בa 4.   2. 8

27.            

0)  1א. (  .3 x 7 : f (x)   ,x 7 : g(x))   .2  (B Dx 7 , x 2 .   ) .1ב  (a 1.63)   .2  (a 1.  

f (x)

x

B
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 אינדוקציה מתמטית
  

  אינדוקציה מתמטית היא שיטת הוכחה במתמטיקה שבעזרתה ניתן להוכיח נכונות 

  של טענות, שבהן ערכי המשתנה הם מספרים טבעיים.

  אנו מכירים מהעבר שיטות של הוכחה ישירה והוכחה על דרך השלילה. 

  נוסיף לארגז הכלים עוד שיטת הוכחה.
  

  טבעי, ונתקשה להוכיח אותה ישירות,  nכל טענה עבור כאשר נרצה להוכיח נכונות של 

  נוכל להיעזר בשיטת האינדוקציה המתמטית. 

  הבאה:כדי להסביר את משמעות המושג אינדוקציה מתמטית נתבונן בטענה 

3nהביטוי  8n עבור כל  ללא שארית 3- מתחלק בn .טבעי  

3nטבעי שנציב בביטוי  nמשמעות הטענה היא שעבור כל  8n , ...)3 ,2 ,1 n  (  

  ללא שארית. 3- נקבל מספר שמתחלק ב

nכדי לבדוק האם הטענה נכונה עבור  1 נציב ,n 1  3בביטויn 8n.  :31נקבל 8 1  ,  

nלכן עבור  ללא שארית, 3- . קיבלנו מספר שמתחלק ב9כלומר  1 .הטענה נכונה  

nכדי לבדוק האם הטענה נכונה עבור  2 נציב ,n 2  3בביטויn 8n .  

32 נקבל: 8 2  ללא שארית  3- . שוב קיבלנו מספר שמתחלק ב24, כלומר  

nולכן גם עבור  2  .הטענה נכונה  

nנכונה עבור  נעבור לבדוק האם הטענה 333: . נציב ונקבל 8 3  51, כלומר .  

nללא שארית, לכן גם עבור  3- שוב קיבלנו מספר שמתחלק ב 3 .הטענה נכונה  

4n, 5, 6, 7ניתן כמובן להמשיך ולבצע הצבות נוספות (... , .(  

  , nואולם, לא משנה כמה ערכים נציב במקום 

  טבעי. nזה עדיין לא מוכיח שהטענה נכונה עבור כל 

  טבעי,  nכל קרים כאלה, בהם נרצה להוכיח נכונות של טענה עבור במ

  נוכל להיעזר בשיטת האינדוקציה המתמטית. 

  אם טענה מתייחסת למספרים טבעיים, אז כדי להוכיח על פי שיטת הוכחה זו, 

  לקיים את שתי התכונות הבאות:היא צריכה  טבעי, nשהטענה נכונה עבור כל 

n) הטענה צריכה להיות נכונה עבור 1( 1 ."זה "בסיס האינדוקציה.  

n) בהנחה שהטענה נכונה עבור 2( k )k (נובע שהטענה נכונה  הוא מספר טבעי כלשהו  

nעבור       k 1  .(המספר העוקב לו) "זה נקרא "צעד האינדוקציה.  

  על פי עקרון האינדוקציה, אם הטענה מקיימת את שתי התכונות הנ"ל,       

  טבעי. nנובע שהיא נכונה עבור כל  
  

   הסבר:

n) הטענה נכונה עבור 1על פי תכונה ( 1 .  

n), אם הטענה נכונה עבור 2ל פי תכונה (ע k 1, נובע שהיא נכונה עבורn k .  

nמאחר והטענה נכונה עבור  1 1, נובע שהיא נכונה עבורn 1 כלומר עבור ,n 2 .  

nכעת אנו יודעים שהטענה נכונה עבור  2 ,) 2ולכן בשילוב תכונה (  

1nנובע שהטענה נכונה עבור  2עבור  , כלומרn 3 .  

nדרך, כעת אנו יודעים שהטענה נכונה עבור  באותה 3 ,  

1n) נובע שהטענה נכונה עבור 2לכן בשילוב תכונה ( 3כלומר עבור , n 4 .  

  טבעי.  nאם נמשיך בדרך זו נקבל שהטענה נכונה עבור כל 
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 טבעי נפעל לפי השלבים הבאים: nכדי להוכיח באינדוקציה שטענה נכונה עבור כל 
  

   בדיקה: –שלב א'   

nנבדוק שהטענה נכונה עבור           1 במקום  1, כלומר נציב n .ונראה שהטענה נכונה  

 .שלב זה נקרא "בסיס האינדוקציה"         

  הבדיקה מהווה חלק מהותי מההוכחה השלמה באינדוקציה.
  

   –שלב ב'   

nעל סמך ההנחה שהטענה נכונה עבור           k  , נוכיח שהטענה נכונה עבורn k 1  .  

  כולל שני חלקים.שלב זה נקרא "צעד האינדוקציה" והוא          

  הנחת האינדוקציה: החלק הראשון נקרא          

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי           k.  

  . kנציב  nבשלב זה נרשום את הטענה כאשר במקום 
  

nנרשום את מה שצריך להוכיח עבור הוכחה: החלק השני נקרא  k 1  .  

kנציב  nבשלב זה נרשום את הטענה כאשר במקום  1 .  

nאת ההוכחה שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

nבצע על סמך ההנחה שהטענה נכונה עבור נ k.  
  

  לאחר השלבים הנ"ל נרשום את המשפט המסכם הבא:  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  1 .  

nהראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור  k  טבעי, נובע שהיא נכונה עבורn k 1  ,  

  טבעי.  nולכן על פי עקרון האינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל 
  

kטבעי כלשהו ולהוכיח עבור  kבמקום להניח עבור הערה:    1 ,  

nטבעי ולהוכיח עבור  nניתן להניח עבור            1 .  
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 הוכחת תכונות התחלקות – אינדוקציות
    

  

  להוכיח נרצה  המקרה הראשון בו נראה שימוש באינדוקציה מתמטית הוא מקרה בו

  ללא שארית. מתחלק במספר טבעי  בשיטת האינדוקציה שביטוי מסוים

  לדוגמה: 

3nטבעי הביטוי  nשעבור כל באינדוקציה כיח להו 7n ללא שארית. 6- מתחלק ב  
  

  השלבים להוכחה באינדוקציה של התחלקות כזו הם: 

nנבדוק שהטענה נכונה עבור  בדיקה: –שלב א'  1.  

nעל סמך ההנחה שהטענה נכונה עבור  – שלב ב' k נוכיח שהטענה נכונה ,  

nעבור  k 1 ."שלב זה נקרא "צעד האינדוקציה .  
 

   לב! שימו

   :להיעזר בתכונות הבאות של מספרים טבעיים שאלות אפשרבחלק מה

  ללא שארית. 2- ) מספר זוגי מתחלק ב1(

  ) סכום או הפרש של שני מספרים שלמים הוא מספר שלם. 2(

  סכום או הפרש של שני מספרים זוגיים הוא מספר זוגי.     

  זוגיים הוא מספר זוגי.- סכום או הפרש של שני מספרים אי     

  י. זוג- הוא מספר איזוגי - פרים שאחד מהם זוגי והשני איסכום או הפרש של שני מס     

a (a) מכפלה של מספרים שלמים שאחד הגורמים שלה הוא מספר שלם 3( 1)   

4ללא שארית. למשל המכפלה  a- תמיד מתחלקת ב      7 3 ללא שארית.  3- מתחלקת ב  

  ללא שארית  a- ) מכפלה של מספרים שלמים שאחד הגורמים שלה מתחלק ב4(

  ללא שארית.  a- מתחלקת אף היא ב     

  ללא שארית  a- ) מכפלה של מספרים שלמים שאחד הגורמים שלה מתחלק ב5(

a- ללא שארית מתחלקת תמיד ב b- שלה מתחלק ב אחרוגורם       b  .ללא שארית  

  ללא  7- מתחלק בשארית ומספר שני ללא  4- אם מספר ראשון מתחלק בלדוגמה:      

4- ארית, אז מכפלתם מתחלקת בש      7  ,ללא שארית  

  ללא שארית.  28- כלומר מתחלקת ב     

  ללא שארית.  a- מתחלק ב naטבעי הביטוי  nמספר שלם, אז עבור כל  a) אם 6(

  טבעי. nללא שארית עבור כל  3- מתחלק ב n3הביטוי לדוגמה:      

  ללא שארית  שלם) , אז הוא מתחלק pללא שארית  ( p- ) אם ביטוי מתחלק ב7( 

  .pגם במספרים שהם מחלקים שלמים של       

  ולכן הוא מתחלק  טבעי nללא שארית עבור כל  12- מתחלק ב n12למשל, הביטוי        

 .12שהם מחלקים שלמים של המספר  6- ו 4, 3, 2ארית גם במספרים ללא ש       

  ללא שארית,  p- )  אם כל אחד משני מספרים מתחלק ב8( 

  ללא שארית  p- אז גם הסכום של שני המספרים מתחלק ב       

  ללא שארית. p- וגם ההפרש בין שני המספרים מתחלק ב       

  שארית.  ללא 2- )  מכפלה של שני מספרים טבעיים עוקבים מתחלקת תמיד ב9(

  זוגי,- הסיבה לכך היא שאחד מהם הוא זוגי והשני הוא אי       

  ללא שארית. 2- לכן מכפלתם זוגית ומכאן שהיא מתחלקת ב       

n(nטבעי, אז הביטוי  nכך למשל, אם         1)  הוא מכפלה של שני מספרים טבעיים  

  ללא שארית.  2- עוקבים ולכן הוא מתחלק ב       
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  ללא שארית.  6- ) מכפלה של שלושה מספרים טבעיים עוקבים מתחלקת תמיד ב10( 

n(nטבעי הביטוי  nכך למשל, עבור כל          1)(n 2)   הוא מכפלה של שלושה מספרים  

  ללא שארית.  6- טבעיים עוקבים ולכן הוא מתחלק ב        

   ללא שארית,  2- הסיבה לכך היא שלפחות אחד המספרים מתחלק ב        

  שארית, ללא  3- ואחד המספרים מתחלק ב        

2- לכן המכפלה מתחלקת ב         3 ללא שארית. 6- ללא שארית, כלומר מתחלקת ב  

  ללא שארית. 4- ) מכפלה של שני מספרים זוגיים כלשהם מתחלקת ב11(

  ללא שארית,  2- בהסיבה לכך היא שכל אחד מהמספרים מתחלק        

2- לכן מכפלתם מתחלקת ב        2 ללא שארית 4- ללא שארית, כלומר מתחלקת ב  

  ללא שארית).  4- (הערה: נובע כמובן שגם ריבוע של מספר זוגי מתחלק ב       

  ללא שארית.  8- מתחלקת תמיד ב עוקביםכמו כן, מכפלה של שני מספרים זוגיים        

  ללא שארית,  2- הסיבה לכך היא שאחד מהם מתחלק ב       

2- ד בללא שארית, לכן מכפלתם מתחלקת תמי 4- האחר מתחלק ב        4  ,ללא שארית  

  ללא שארית. 8- כלומר מתחלקת ב       
  

  דוגמה: 

2nטבעי הביטוי  nהוכיחו באינדוקציה (או בדרך אחרת), שעבור כל  5n 2- מתחלק ב   

  ללא שארית. 

  פתרון:

2nטבעי הביטוי  nכדי להוכיח שעבור כל  5n ללא שארית, 2- מתחלק ב  

נוכיח שהביטוי 
2n 5n

2
 .הוא מספר שלם  

  הערה: המונה הוא כמובן מספר שלם.

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  בדיקה: –שלב א'    1 .  

nנציב  1  בביטוי
2n 5n

2
 :נקבל .

21 5 1
2
  6, כלומר

  . 3, ומכאן 2

nקיבלנו מספר שלם ולכן עבור  1 .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי          
2k 5k

2
  .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
2(k 1) 5(k 1)

2
  

  הוא מספר שלם. 

nנפתח את הביטוי שקיבלנו עבור  הוכחה:          k 1  :
2k 2k 1 5k 5

2
   .  

לפי ההנחה הביטוי   
2k 5k

2
 .הוא מספר שלם  

  בביטוי שקיבלנו בהוכחה, כנס איברים דומים לא נכדי להיעזר בהנחה, 

  האינדוקציה.  אלא נפצל אותו לשני חלקים, שאחד מהם שווה לביטוי שבהנחת 
  

נקבל:  
2 2k 2k 1 5k 5 k 5k 2k 6

2 2 2
        

  לפי הנחת המחובר השמאלי הוא מספר שלם  קיבלנו ביטוי הכולל שני מחוברים.  

  ימני הוא מספר שלם.נותר להוכיח שהמחובר ה. האינדוקציה         
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k)2 - המחובר הימני שווה ל 3)2k 6 k 3
2 2

    ,כלומר גם הוא מספר שלם ,  

  לכן סכום שני הביטויים הוא מספר שלם.
  

nמשפט מסכם: בדקנו שהטענה נכונה עבור  1 .  

nהראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור  k ובע שהיא נכונה עבור נn k 1  ,  

  טבעי,  nעבור כל האינדוקציה נובע שהטענה נכונה  עקרוןולכן על פי 

2nכלומר הביטוי  5n ללא שארית עבור כל  2- מתחלק בn .טבעי   
  

  נוכיח את הטענה בדרך אחרת, ללא אינדוקציה:                                            

נוכיח שהביטוי 
2n 5n

2
 :הוא מספר שלם. נוציא גורם משותף n(n 5)

2


.  

  

n)- ל nההפרש בין  5)  ולכן אחד הגורמים במונה הוא מספר זוגי, 5הוא ,  

  זוגי. - והגורם השני הוא מספר אי

n(nנובע שמכפלתם  5) ללא שארית. 2- היא מספר זוגי, ולכן מתחלקת ב  

  חות חלק ממנה גם ללא אינדוקציה.במקרים רבים אפשר להוכיח טענה או לפהערה: 
  

  שימו לב!

  מפעולת חקר,  מהותי מההוכחה השלמה באינדוקציה, זאת בשונה בדיקה מהווה חלקה

  שם הבדיקה נועדת כדי להבין טוב יותר את הטענה,לתמוך בהשערה, לתת מוטיבציה 

   להוכחה או להפריך אותה.

  תלויים זה בזה. שני שלבי האינדוקציה (שלב הבסיס ושלב הצעד) אינם 

  קיומו של אחד אינו מעיד על קיומו של השני.

  אם הוכחנו את אחד השלבים ולא הוכחנו את השלב האחר, לא השלמנו את ההוכחה 

  טבעי. nבאינדוקציה, כלומר לא הוכחנו שהטענה נכונה עבור כל 

  

 דוגמה:
3nטבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ 11n ללא שארית. 6- מתחלק ב 

  פתרון:

3nכדי להוכיח שהביטוי  11n ללא שארית,  6- מתחלק ב  

נוכיח שהביטוי 
3n 11n

6
 .הוא מספר שלם  

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  בדיקה: –לב א' ש 1.  

nנציב  1  בביטוי
3n 11n

6
 :נקבל .

31 11 1
6
  12, כלומר

  . 2ומכאן  6

nלכן עבור קיבלנו מספר שלם ו 1 .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
3k 11k

6
  .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
3(k 1) 11(k 1)

6
  

  הוא מספר שלם. 

nנפתח את הביטוי שקיבלנו עבור  הוכחה:          k 1 .  
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k)3את הביטוי  1)  :3נפתח לפי הנוסחה 3 2 2 3(a b) a 3a b 3ab b              
                                                           

נקבל:  
3 3 2(k 1) 11(k 1) k 3k 3k 1 11k 11

6 6
         

לפי ההנחה הביטוי 
3k 11k

6
  .הוא מספר שלם  

  בביטוי שקיבלנו בהוכחה, לא נכנס איברים דומים כדי להיעזר בהנחה, 

  ינדוקציה.אלא נפצל אותו לשני חלקים, שאחד מהם שווה לביטוי שבהנחת הא
  

נקבל: 
3 2k 11k 3k 3k 12

6 6
  .  

  לפי הנחת  קיבלנו ביטוי הכולל שני מחוברים. המחובר השמאלי הוא מספר שלם  

  נותר להוכיח שהמחובר הימני הוא מספר שלם. האינדוקציה.         
  

הימני ונקבל:  נפתח את המחובר
22 23(k k 4)3k 3k 12 k k 4

6 6 2
       

 

  ת לפיהן ניתן להוכיח שהביטויקיימות שתי דרכים עיקריו
2k k 4

2
   .הוא מספר שלם  

שהביטוי  נוכיח באינדוקציה נוספת – דרך א'
2n n 4

2
    .הוא מספר שלם  

 

nנציב  בדיקה: –שלב א'  1  בביטוי
2n n 4

2
  :נקבל .

21 1 4
2
  , 3כלומר. 

nקיבלנו מספר שלם, לכן עבור  1 .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
2k k 4

2
   .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
2(k 1) (k 1) 4

2
   

  הוא מספר שלם. 
  

nנפתח את הביטוי שקיבלנו עבור  הוכחה:          k 1  :
2k 2k 1 k 1 4

2
    .  

חה הביטוי לפי ההנ  
2k k 4

2
  .הוא מספר שלם  

  בביטוי שקיבלנו בהוכחה, לא נכנס איברים דומים כדי להיעזר בהנחה, 

  אלא נפצל אותו לשני חלקים, שאחד מהם שווה לביטוי שבהנחת 
  

האינדוקציה.  נקבל:  
2 2k 2k 1 k 1 4 k k 4 2k 2

2 2 2
          

  לפי הנחת ר השמאלי הוא מספר שלם קיבלנו ביטוי הכולל שני מחוברים. המחוב  

  נותר להוכיח שהמחובר הימני הוא מספר שלם. האינדוקציה.         

k)2 - המחובר הימני שווה ל 1)2k 2 k 1
2 2

    ,  

  כלומר גם הוא מספר שלם, לכן סכום שני הביטויים הוא מספר שלם.
  

ללא אינדוקציה:             הוכחה  –דרך ב' 
2 2 2k k 4 k k 4 k k 2

2 2 2 2
        
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  קיבלנו סכום של שני ביטויים. 

- הביטוי הימני הוא מספר שלם. הביטוי השמאלי שווה ל
k(k 1)

2


.  

  המונה של הביטוי השמאלי הוא מכפלה של שני מספרים טבעיים עוקבים, 

  הביטוי השמאלי גם הוא מספר שלם,ר ללא שארית, כלומ 2- לכן הוא בוודאות מתחלק ב

  ולכן הסכום של שני הביטויים הוא מספר שלם.
  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  1 הראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור .n k   

nנובע שהיא נכונה עבור  k 1   קציה נובע שהטענה נכונה האינדו עקרוןולכן על פי  

3nטבעי, כלומר הביטוי  nעבור כל  11n ללא שארית עבור כל  6- מתחלק בn .טבעי  
  

 א שארית:טבעי מתחלק לל nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ
  

1.  2n n 2  .2       2- בn 9n 2- ב    
  

3 .  2n 7n 40  3    .4          2- בn 8n 3- ב           
  

5.  3n 4n 12  3  .6    3- ב 22n 3n n  6- ב  
  

7.   3n n  3   .8               6- בn 5n 6- ב               
                                 

9.  3 2n 6n 5n 42   2  . 10   6- בn(n 11) 6- ב                
  

11.  2n(n 12n 17)  3   .12      6- ב 3 3n (n 1) (n 2)    9- ב  
  
  

  

  דוגמה: 

n8טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ 13 ללא שארית. 7- מתחלק ב  

  פתרון:

נוכיח שהביטוי 
n8 13

7
  הוא מספר שלם עבור כלn .טבעי  

  

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  בדיקה: –שלב א'  1 .  

nנציב  1  בביטוי
n8 13

7
 :נקבל .

18 13
7
 3, כלומר .  

nקיבלנו מספר שלם ולכן עבור  1  .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
k8 13

7
  .הוא מספר שלם  

nעל כך נוכיח שהטענה נכונה עבור בהסתמך  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
1k8 13
7

  .הוא מספר שלם  

nנפתח את הביטוי שקיבלנו עבור  הוכחה:          k 1  :
1k8 13
7

 .  

  . k8בהנחת האינדוקציה מופיע הביטוי 
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1k8נפרק את הביטוי  כדי להיעזר בהנחת האינדוקציה  1- לk8 8 כלומר ,k8 8 .  

נקבל: 
1 kk 1 k8 13 8 8 13 8 8 13

7 7 7

        

  

k88כעת במקום הביטוי    נרשוםk87 k8.  
  

נקבל:                     
k k k k k

k8 7 8 13 8 13 7 8 8 13 8
7 7 7 7

          

  

  קיבלנו ביטוי הכולל שני מחוברים.  

  פי הנחת האינדוקציה. המחובר השמאלי הוא מספר שלם על          

k(8הימני  המחובר            ,גם הוא מספר שלם (

  ים הוא מספר שלם.ולכן הסכום של שני המחובר         
  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  1 .  

nהראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור k  נובע שהיא נכונה עבורn k 1    

  , טבעי nהאינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל  עקרוןולכן לפי 

n8כלומר הביטוי  13 ללא שארית עבור כל  7- מתחלק בn .טבעי  
  

  הערה: 

  לשני מחוברים,  בשלב ההוכחהביטוי שהתקבל פיצלנו את הבדוגמאות האחרונות, 

  שהוא מספר שלם,  א ביטוי המופיע בהנחת האינדוקציה,שאחד מהם הו

  והוכחנו שהביטוי שנותר גם הוא מספר שלם.

  שאחד מהם  כעת נכיר מקרים שבהם נפצל את הביטוי שבהוכחה לשני מחוברים

  הנחת האינדוקציה.המופיע באת הביטוי  מספר פעמיםכולל 

  הוא מספר שלם, בהיר שאם הביטוי המופיע בהנחת האינדוקציה נ

  מספר שלם. כאשר כופלים אותו במספר שלם מתקבלגם כמובן שאז 
  

  דוגמה:  

2טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ   1n n3 4  רית.ללא שא 5- מתחלק ב  

  פתרון:

נוכיח שהביטוי   
2 1n n3 4

5

  הוא מספר שלם עבור כלn  .טבעי  

  

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  בדיקה: –שלב א'    1.  

nנציב  1  בביטוי
2 1n n3 4

5

 :נקבל .
21 1 13 4

5

 .  5 לאחר חישוב נקבל.  

nקיבלנו מספר שלם, לכן עבור  1  .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
2 1k k3 4

5

  .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
2( 1) ( 1) 1k k3 4

5

   .הוא מספר שלם  

nנפתח את הביטוי שקיבלנו עבור  הוכחה:          k 1  :
2 2 1 1k k3 4

5

  .  
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  ,כינסנו איברים דומיםסוגריים, אך לא  פתחנובמעריך החזקה הערה: 

  .הנחת האינדוקציהמאחר שאנחנו מעוניינים להיעזר ב

1k4- ו 2k3מופיעים הביטויים  בהנחת האינדוקציה  .  

2נפרק את הביטוי  כדי להיעזר בהנחה 2k3  2- ל 2k3 39 , כלומר2k3 .  

kכמו כן, נפרק את הביטוי  1 14   ל -( 1) 1k4 4  , 4כלומר1k4 .  

נקבל:  
2 2 k 1 1 2 2 1 1 2 1k k k k k3 4 3 3 4 4 9 3 4 4

5 5 5

                                               .  

2k39במקום      2נרשוםk35 2k34 .    

נקבל:   
2 2 1 2 1 2 2 1

2
k k k k k k k k

k4 3 5 3 4 4 4 3 4 4 5 3 3 44 3
5 5 5 5

                 

 פי הנחת האינדוקציה הביטויעל   
2 1k k3 4

5

  ,הוא מספר שלם  

פעמים  4- שווה לההשמאלי  מחוברלכן ה         
2 1k k3 4

5

 הוא מספר שלם.  גם  

2k(3הימני המחובר    כן סכום שני הביטויים הוא מספר שלם.ול ,הוא מספר שלם (
  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  1 .  

nהראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור k  נובע שהיא נכונה עבורn k 1   

  טבעי,  nהאינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל  עקרוןולכן לפי 

2טבעי הביטוי  nכלומר עבור כל  1n n3 4  ללא שארית. 5- מתחלק ב  
  

  דוגמה:

1טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ   2 1n n2 7 2   ללא שארית. 6- לק במתח  

  פתרון:

נוכיח שהביטוי   
1 2 1n n2 7 2
6

    הוא מספר שלם עבור כלn .טבעי  

  

nנבדוק את נכונות הטענה עבור בדיקה:   –שלב א'    1.  
  

nנציב    1 יטוי בב
1 2 1n n2 7 2
6

   :נקבל .
0 12 7 2
6

  0, כלומר.  

nקיבלנו מספר שלם, לכן עבור    1  .הטענה נכונה  
  

  אין הכרח להראות שהמספר  כדי להראות בבדיקה שמתקבל מספר שלם, הערה:  

  כלומר המספר המתקבל יכול להיות גם אפס או שלילי. חיובי,הוא המתקבל          
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
1 2 1k k2 7 2
6

    .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  
  

כלומר נוכיח שהביטוי 
1) 1 2( 1) 1(k k2 7 2

6

     .הוא מספר שלם  
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nנפתח את הביטוי שקיבלנו עבור  הוכחה:          k 1  :
1 1 2 2 1k k2 7 2

6

    .  

  הערה: במעריך החזקה פתחנו סוגריים, אך לא כינסנו איברים דומים,

  שאנחנו מעוניינים להיעזר בהנחת האינדוקציה.מאחר 

1k2בהנחת האינדוקציה מופיעים הביטויים  7  2- ו 1k2  .  

1נפרק את הביטוי כדי להיעזר בהנחה  1k2 7   1- ל 1k2 7 7  ,  

71k2כלומר  7   2. את הביטויk 2 12   2- נפרק ל 1 2k2 2  4, כלומר2 1k2  .  
  

נקבל: 
1 2(k 1) 1 1 2 1(k 1) k k2 7 2 2 7 7 2 4
6 6

                                                             

71k2במקום:   7   3נרשום1k2 7  41k2 7    

נקבל:      
1 1 2 1 1 2 1 1k k k k kk2 7 4 2 7 3 2 4 2 7 4 2 4 2 7 3

6 6 6

                     

                                   
1 2 1k k

k 12 7 24 7
6

       

פי הנחת האינדוקציה הביטוי על 
1 1k 2k2 7 2
6

    ,הוא מספר שלם  

פעמים  4- השמאלי השווה ל מחוברלכן ה
1 1k 2k2 7 2
6

     .גם הוא מספר שלם  

kהימני מחובר ה 1(7 ) ולכן סכום שני הביטויים הוא מספר שלם. ,שלם הוא מספר  
  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  1 .  

nהראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור k  נובע שהיא נכונה עבורn k 1    

  טבעי. nהאינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל  עקרוןולכן לפי 
   

  טבעי מתחלק ללא שארית:  nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ
  

13.  n7 5  14                                      6- ב.  
n12 45  11- ב  

 

15.  2n3 7   5  .16                          8- בn2 63   31- ב    
  

17.    n3 3  18                    6- ב  .  n5 15   10- ב    
  

19.  n10 4  20                    6- ב.  n n9 2   7- ב    
  

21.  n n11 3  2  .22      8- בn n5 7    18- ב         
  

23 .  2 2n n3 2  3  .24         5- ב 4n n3 2  11- ב  
  

25.  1n5 3   3  .26     4- ב 1n2 12   14- ב  
  

27.  2 2n14 1   28          15- ב.  n2 4 1   3- ב   
  

29.  n7 9 17   30             8- ב.  n n9 9 4   5- ב                                   
  

31. n n8 10 13 3    32          7- ב.  n n9 13 17 5    8- ב           
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33.  1 1n n8 3   2  .34        5- ב 1n7 3 27  24- ב                
  

35.  1n n2 5 2    3  .36        6- ב 1n n3 2 14 3    15- ב    
                                                

37.  3 4 1n n2 3 2   2   .38    22- ב 1 2 1n n3 2    5- ב      
  

39.  6n 1 2n 22 3   2  .40   11- ב 1 1n n12 5 8    68- ב  
  

41.  3n n 12 8 3    42    40- ב.  n 1 2n 111 12   133- ב        
  
  

n5, הביטוי 1- טבעי שגדול מ nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ  .43 75 ללא שארית.  100- מתחלק ב    
  
 

  שווה לאפס, שלם שגדול או  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ  .44

2 הביטוי 2 1n n7 8  ללא שארית.  57- מתחלק ב    
  
 
  

 דוגמה:

2nטבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ n7 9 2  ללא שארית. 12- מתחלק ב  

  פתרון:

יח שהביטוי נוכ
2n n7 9 2

12
   הוא מספר שלם עבור כלn .טבעי  

nנציב  בדיקה: –שלב א'  1  בביטוי
2n n7 9 2

12
  :נקבל .

2 17 9 2
12
  ,  

nשלם ולכן עבור . קיבלנו מספר 5כלומר  1 .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
2k k7 9 2

12
   .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
2 1) 1(k k7 9 2

12

   .הוא מספר שלם  

נפתח סוגריים במעריך ונקבל:   הוכחה:         
2 2 1k k7 9 2

12

  .  

  . k9- ו 2k7בהנחת האינדוקציה מופיעים הביטויים 

2נפרק את הביטוי  זר בהנחהכדי להיע 2k7  49 - ל2k7 .  

1k9את הביטוי   1- נפרק לk9 9 9, כלומרk9.  
  

     נקבל:
2 2 1 2 2 1 2k k k k k k7 9 2 7 7 9 9 2 49 7 9 9 2

12 12 12

             

2k749במקום    2נרשוםk748 2k7 ובמקום ,k99   נרשוםk98 k9 .  
  

נקבל: 
2 2 2 2k k k k k k k k7 48 7 9 8 9 2 7 9 2 48 7 8 9

12 12 12
             

  

  פי הנחת האינדוקציה.על  השמאלי הוא מספר שלם המחובר

  הימני הוא מספר שלם.  נוכיח שהמחובר
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ים. נקבל: נפצל את הביטוי לשני מחובר – דרך א'
2k k48 7 8 9

12 12
 2ר , כלומ

k
k 2 94 7

3
 .   

2k(4השמאלי  המחובר 7 ) .הוא מספר שלם  

הימני  נתבונן במחובר  
k2 9

3
הגורם . k9 ללא שארית,  9- שבמונה מתחלק ב  

ללא שארית ומכאן שהביטוי  3- לכן הוא מתחלק ב  
k2 9

3
  .הוא מספר שלם  

  ים הם מספרים שלמים, לכן סכומם הוא מספר שלם.שני המחובר  

  טבעי הביטוי  nוכיח שעבור כל ונ באינדוקציה נוספתניעזר  –דרך ב'   
2n n48 7 8 9
12

    שלם. הפתרון בדרך זו דומה לדוגמאות קודמותהוא מספר.   
  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  1 .  

nהראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור k  נובע שהיא נכונה עבורn k 1    

 טבעי.   nהאינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל  עקרוןולכן לפי 
  

  

  דוגמה:

2טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ   1n2 12n 5   ללא שארית. 9- מתחלק ב  

  פתרון:  

נוכיח שהביטוי   
2 1n2 12n 5

9

    הוא מספר שלם עבור כלn  .טבעי  
    

nנבדוק את הטענה עבור  בדיקה: –שלב א'  1 .  

נקבל: 
12 12 1 5

9
   קיבלנו מספר שלם ולכן עבור 1, כלומר .n 1 .הטענה נכונה  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
2 1k2 12k 5

9

    .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
2( 1) 1k2 12(k 1) 5

9

    
  ר שלם.הוא מספ 

  

נפתח סוגריים במעריך ונקבל:   הוכחה:         
2 2 1k2 12k 12 5

9

    .  
  

2 נפרק את הביטוי כדי להיעזר בהנחה 2 1k2   2- לk 1 22 2 2 , כלומר 1k2 4 .   

   נקבל:
2( 1) 1 2 2 1 2 1k k k2 12(k 1) 5 2 12k 12 5 2 4 12k 12 5

9 9 9

                 

42במקום  1k2   2נרשום 1k2 3 2 1k2 .  
  

נקבל:                
2 1 2 1 2 1 2 1k k k k2 3 2 12k 12 5 2 12k 5 3 2 12

9 9 9

            .  

  .פי הנחת האינדוקציהעל  השמאלי הוא מספר שלם המחובר  

  הוא מספר שלם.  הימני נותר להוכיח שהמחובר  

גורם משותף. נקבל:  3הימני נוציא  המחוברבמונה של          
2 1k3(2 4)

9

 
, כלומר 

2 1k2 4
3

  .  

כדי להוכיח שהביטוי 
2 1k2 4

3

   ניעזר באינדוקציה נוספתהוא מספר שלם .  
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טבעי הביטוי  nדוקציה שעבור כל נוכיח באינ
2 1n2 4

3

   .הוא מספר שלם  

nנציב   בדיקה: –שלב א'  1 :נקבל .
2 12 4

3

  2, כלומר 4
3
  2ומכאן .  

nמספר שלם ולכן עבור קיבלנו  1 .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב' 

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
2 1k2 4

3

   .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
2( 1) 1k2 4

3

   .הוא מספר שלם  
  

  אינדוקציה הנוספת. תח את הביטוי שהתקבל בהוכחה של הנפ הוכחה:  

)2את הביטוי  1) 1k2   2- ל נפתח 2 1k2   2, כלומר 1 2k2 2  4כאן ומ2 1k2 .  

נקבל: 
2 2 1 2 1k k2 4 2 4 4

3 3

     .  

2במקום  1k2 4   2נרשום 1 2 1k k2 3 2   .  

בל: נק
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1
k k k k k

k2 3 2 4 2 4 3 2 2 4 2
3 3 3 3

    
          

  פי הנחת האינדוקציה הנוספת. המחובר השמאלי הוא מספר שלם על 

2הימני  וברהמח   1k(2 ) ים הוא מספר שלם.וא מספר שלם, לכן סכום שני המחוברגם ה  
  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  1 .  

nהראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור k  נובע שהיא נכונה עבורn k 1    

 טבעי.   nהאינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל  עקרוןלפי ולכן 
  

  טבעי מתחלק ללא שארית:  nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ
                   

45.   n n5 4 7   46       4- ב. n n7 3 10   12- ב  
  

47.   2 1n n4 7 3 17    6  .48         24- ב 2 3 1n n7 9 2    12- ב               
  

49.  n n n11 2 7 3     2  .50         32- ב 1 1n n3 2 15 3     4- ב        
       

51.   n n n12 10 3 17    3  .52                     18- ב 2n n n2 2 5 2    3- ב   
  

53.   n n n n10 9 3 2    1  .54               14- בn n n n11 9 4 6 4      10- ב    
  

  טבעי מתחלק ללא שארית: nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ
                   

55.   n3 2n 1   56        4- ב.  n6 30n 24  25- ב          
  

57.   1n9 8n 9    1   . 58          64- בn3 6n 15    12- ב  
 

59.  n2 4 9n 1      2   .60                 3- בn10 18n 26  54- ב          
  

61.   4 1n3 80n 3    2  .62         64- ב 1n7 48n 41    288- ב   
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 הערות: 
  נפעל באופן הבא: זוגי- אי טבעי nא. כדי להוכיח באינדוקציה שטענה נכונה עבור כל   

n) נבדוק שהטענה נכונה עבור 1(       1.  

n) מההנחה שהטענה נכונה עבור 2(       k )k זוגי כלשהו) - הוא מספר טבעי אי  

nנוכיח שהטענה נכונה עבור                     k 2 .  

  נפעל באופן הבא:זוגי טבעי  nב. כדי להוכיח באינדוקציה שטענה נכונה עבור כל   

n) נבדוק שהטענה נכונה עבור 1(       2.  

n) מההנחה שהטענה נכונה עבור 2(       k )k  (הוא מספר טבעי זוגי כלשהו  

nנוכיח שהטענה נכונה עבור                    k 2 .  
    

  דוגמה:

1nטבעי זוגי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ n3 7 3   ללא שארית. 120- מתחלק ב 

  פתרון:

נוכיח כי הביטוי 
1n n3 7 3

120

   הוא מספר שלם עבור כלn .טבעי זוגי  
  

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  בדיקה: –שלב א'  2 .  

נקבל: 
2 2 13 7 3
120

  120, כלומר
n. קיבלנו מספר שלם, לכן עבור 1ומכאן  120 2 .הטענה נכונה  

  

   צעד האינדוקציה: –שלב ב' 

nנניח שהטענה נכונה עבור  k )k  ,(הוא מספר טבעי זוגי כלשהו  
  

כלומר נניח שהביטוי 
k 1k3 7 3

120

  .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 2  ,  
  

כלומר צריך להוכיח שהביטוי 
( 2) ( 2) 1k k3 7 3

120

    מספר שלם. הוא  

k3נפתח את הביטוי שקיבלנו. בהנחת האינדוקציה מופיעים הביטויים  7 1- וk3  .  
  

2k3נפרק את הביטוי  כדי להיעזר בהנחה 7  2- לk3 7 7  ,  

49k3כלומר  7 2. את הביטוי) 1(k3   2- נפרק לk 13 3  9, כלומרk 13  .  
  

נקבל: 
2) 1 2 1 2 1(k 2) (k k k k k3 7 3 3 7 7 3 3 3 7 49 3 9

120 120 120

               

49k3במקום  7  נרשוםk3 740  k3 79                                                                          :נקבל .
1 1 1k k k k k k k k

k40 3 7 9 3 7 9 3 40 3 7 9 3 7 9 3 3 7 37 9
120 120 120 120

                      
  

  

הביטוי 
1k k3 7 3

120

  לפי הנחת האינדוקציה,  לםהוא מספר ש  

פעמים  9- השווה ל ימניה לכן המחובר
1k k3 7 3

120

   .הוא מספר שלם  

k(7הביטוי השמאלי    גם הוא מספר שלם, לכן סכום שני הביטויים הוא מספר שלם. (
  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  2הראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור .n k   

)k  מספר טבעי זוגי כלשהו) נובע שהיא נכונה עבור הואn k 2 ,  

 י.  י זוגטבע nהאינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל  עקרוןולכן לפי 
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  זוגי מתחלק ללא שארית:- טבעי אי nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ
  

63.  n3 3  64                                      8- ב.   n n5 2  7- ב      
  

65.   3 2n n2 3  66        17- ב. n n5 3 30 4   35- ב            
  

67.   2 3n n7 17 3    68                         10- ב. n n13 7 5 11 36     18- ב               
     

69.   1 2 3n n5 2 57    2 .70                    120- בn 1   8- ב   
  

71.   23n 27  3 .72                                 24- בn 2n  3- ב                      
  

73.  3n 11n  2  .74     12- ב(n 1)(n 3)   48- ב  
  

  טבעי זוגי מתחלק ללא שארית: nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ
  

75. n6 34  76       35- ב.   n n7 4  33- ב       
                              

77.  2n n5 2   78                                 9- ב.    n n7 39 3   40- ב     
                            

79.   1 2n n5 2   1 .80                           21- ב 3n 2n5 3 2 23     120- ב     
  

81.  n n n10 8 3 1   2   .82   7- בn 10n  8- ב                  
             

83.   2n 2n 16  3   .84    8- בn 20n  48- ב            
  

  טבעי מתחלק ללא שארית: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ
  

85.  1n n n3 8 5 15   2  .86   9- ב 1 1n n n n2 3 4 3    7- ב  
  

87.  n n n3 (7 2 ) 1  .88    15- בn n2 (6 1)  20- ב  
  

  :    ללא שארית טבעי מתחלק nח באינדוקציה שעבור כל יהוכ
      

89.   n n7 ( 1)   1 .90                                8- בn n9 ( 1)   10- ב                
                                                            

91.   2 1n n8 5( 1)    3 .92                           13- ב 1n n10 ( 1) 3     13- ב    
  

  טבעי:  nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ  .93

n7קים את א. השארית המתקבלת כאשר מחל   4 5היא  6- ב.  

n. השארית המתקבלת כאשר מחלקים את ב   n11 6 2היא  5- ב. 
  

n6טבעי זוגי, השארית המתקבלת כאשר מחלקים את  nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ  .94 10 35- ב   

    .       11היא          
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  של הוכחת תכונות התחלקות כשלים באינדוקציות
  

n10טבעי  n: אם עבור וחיא. הוכ    .95 7 ללא שארית,  9- מתחלק ב  

1n10- נובע ש               7  ללא שארית.  9- מתחלק ב  

  להוכיח  בסעיף א',  םב. האם נובע מהמשפט, שהתבקשת     

n10- ש         7 ו את תשובתכםנמק ללא שארית? 9- מתחלק תמיד ב. 

n10טבעי  nבאינדוקציה שלכל  וחיג.  הוכ     7 ללא שארית. 3- מתחלק ב  
  
  

n2טבעי מסוים,  n- ם ל, שא וחיא. הוכ    .96 10 1  ללא שארית,  9- מתחלק ב  

1n2אזי גם                10 1  ללא שארית. 9- מתחלק ב  

n2- יף א', שלהוכיח בסע םב. האם נובע מהמשפט, שהתבקשת   10 1  9- מתחלק תמיד ב   

 .את תשובתכם ונמק ללא שארית?        

n2בחלוקת  טבעי השארית nבאינדוקציה, או בדרך אחרת, כי לכל  וחי. הוכג      10 1  3היא  9- ב.  
  
  

n3טבעי מסוים הביטוי  nכי אם עבור  וחיא. הוכ  .97 2n 1  ללא שארית, 4- מתחלק ב  

1n3אז גם הביטוי         2n 3   ללא שארית. 4- מתחלק ב  

  להוכיח בסעיף א',  םב. האם נובע מהמשפט, שהתבקשת  

n3- ש              2n 1  וללא שארית? נמק 4- מתחלק ב.  

n3טבעי הביטוי  nשעבור כל  וחיג. הוכ 2n 1  ללא שארית. 4- מתחלק ב  
  
  

  את הטענה:  וחיא. הוכ    .98

nטבעי מסוים, הביטוי  n- אם ל               n3 5 ללא שארית,  16- מתחלק ב  

2אזי גם הביטוי                2n n3 5  ללא שארית.  16- מתחלק ב  

n- ב. האם מן מהטענה שבסעיף א' נובע ש            n3 5 ללא שארית  16- מתחלק ב  

  .ו את תשובתכםקזוגי? נמ- טבעי אי nעבור כל               

  באינדוקציה, או בדרך אחרת ,  וחיג. הוכ          

nכי הביטוי               n3 5 ללא שארית עבור כל  8- מתחלק בn זוגי.- טבעי אי  
  
  

  ינדוקציה.יש להוכיח תכונת התחלקות ללא א  99-101בשאלות 

  טבעי:  nשעבור כל  ללא אינדוקציה וחיהוכ  .99

3nא. הביטוי    n ללא שארית. 6- מתחלק ב  

3ב. הביטוי    2n 3n 2n  ללא שארית. 6- מתחלק ב  

n(n הביטוי ג.   1)(n 2)(n 3)   לא שארית 24- מתחלק ב.  
  

1טבעי הביטוי  nשלכל  ללא אינדוקציה וחיהוכ  .100 2 3n n n n2 2 2 2     ללא שארית. 30- מתחלק ב  
  

1, הביטוי 1- טבעי שגדול מ nעבור כל  כי ללא עזרת אינדוקציה וחיהוכ א.  .101 1 1n n n n2 10 4 5       

  ללא שארית.  80- מתחלק ב              

1טבעי הביטוי  nללא עזרת אינדוקציה כי עבור כל  וחיהוכ ב. 3 1 1n n n n8 3 2 3     7- מתחלק ב   

  ללא שארית.     
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n11טבעי מסוים הביטוי  nשאם בשביל  וחיא. הוכ   . 102 6 4  5- מתחלק ב   

nללא שארית, אזי גם הביטוי      211 6 4  ללא שארית. 5- מתחלק ב  

  ו את קביעתכם.איזו משלוש הטענות  הבאות היא נכונה, ונמק וב. קבע        

  היעזרו בסעיף א'.              

n11) הביטוי 1(                6 4  ארית רק עבור כל ללא ש 5- מתחלק בn זוגי.- אי  

n11)  הביטוי 2(              6 4  ללא שארית רק עבור כל  5- מתחלק בn .זוגי  

n11) הביטוי 3(              6 4  ללא שארית עבור כל  5- מתחלק בn  .טבעי  
  

  טבעי: nבאינדוקציה כי לכל  וחיהוכ
  

103.  n5 3 104    . 4- מתחלק ב אינו.  n n9 4 5- מתחלק ב ואינ.  
  

105.  n n10 4 5  3  .106  .   6- מתחלק ב אינוn 5n 5  6- מתחלק ב אינו.  
  

  תשובות:

nב. לא, כיוון שלא בוצעה בדיקה עבור   .95 1.  96.  ב. לא, כיוון שלא בוצעה בדיקה עבורn 1.  

nב. לא, כיוון שלא בוצעה בדיקה עבור   .97 1  .  

nב. לא, כיוון שלא בוצעה בדיקה עבור  .98 1.  102.   3ב. טענה.    
  

  הוכחת התחלקות כאשר נתון איבר כללי של סדרה
  

107.   na מסמן את האיבר במקום ה -n , ...   3, 5, 7בסדרה החשבונית.  

1naטבעי:   nכי עבור כל  וחיוכה           n12 5 8    ללא שארית.  68- מתחלק ב  

  
108.   na מסמן את האיבר במקום ה -n , ...  7, 13,  19בסדרה החשבונית.  

          nb מסמן את האיבר במקום ה -n , ... 4, 6,  8בסדרה החשבונית.  

aטבעי:  nכי עבור כל  וחיהוכ           bn n2 3  ללא שארית.  11- מתחלק ב  

  
nטבעי:  nסדרה מקיימת לכל   .109

na 5 7 11  .  

  ללא שארית. 6- מתחלקים בכי כל איברי הסדרה  וחיהוכ    

  
3טבעי:  nסדרה מקיימת לכל   .110

na n 4n  .  

  ללא שארית. 3- באינדוקציה שכל איברי הסדרה מתחלקים ב וחיהוכ   

  
2טבעי:  nסדרה מקיימת לכל   .111

na n 9  .  

  ללא שארית. 8- זוגיים מתחלקים ב- באינדוקציה כי כל איברי הסדרה הנמצאים במקומות האי וחיהוכ         

  
1טבעי:  nסדרה מקיימת לכל   .112 1n n

na 2 5  .   

  ללא שארית. 7- באינדוקציה כי כל איברי הסדרה הנמצאים במקומות הזוגיים מתחלקים ב וחיהוכ         

  
  . 5, 25, 125נתונה הסדרה ההנדסית ... ,  .113

  . 4- ב כאשר מחלקים אותו 1שארית  משאיר סדרהו שכל איבר בחיהוכ
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 דוגמה: 
a ו -b  .הם מספרים שלמים  

nטבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ na b מתחלק ב -(a b) .ללא שארית  

 פתרון:

נוכיח שהביטוי 
n na b
a b



  טבעי.  nעבור כל  הוא מספר שלם 

nנבדוק את נכונות הטענה עבור   בדיקה: –שלב א'  1 .  

נקבל: 
1 1a b
a b



n. קיבלנו מספר שלם ולכן עבור 1כלומר ,  1  .הטענה נכונה  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
k ka b
a b



  הוא מספר שלם.  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
1 1k ka b
a b

 


  הוא מספר שלם. 

1kaאת הביטוי  הוכחה:           1- נפרק לka a כלומר ,ka a .  

1kbאת הביטוי   1- נפרק לkb b כלומר ,kb b .  

נקבל: 
1 1k k k ka b a a b b
a b a b

    
 

ka. במקום  a  נרשוםk kb a (a b) a     

 נקבל:
k k k k k k k k

kb a (a b) a b b (a b)a b(a b ) a ba b
a b a b a b a b

            
   

.  

וי הביט
k ka b
a b



  הוא מספר שלם לפי הנחת האינדוקציה,  

פעמים  b- הימני השווה ל לכן הביטוי
k ka b
a b



  הוא מספר שלם. גם  

k(aהביטוי השמאלי    ר שלם.גם הוא מספר שלם, לכן סכום שני הביטויים הוא מספ (
  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  1 .  

n הראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור k  נובע שהיא נכונה עבורn k 1    

  טבעי.  nהאינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל  עקרוןפי ולכן על 
 

a ו -b  מספרים טבעיים. הם  

            טבעי מתחלק ללא שארית: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ
    

114.  n na b   ב -(a b)        115.  2 1 2 1n na b   ב -(a b)  

  

116 .2 2n na b  2- ב 2(a b )     
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 דוגמה: 
nטבעי הביטוי  nשעבור כל  באינדוקציה וחי. הוכא n9 2 ללא שארית. 7- מתחלק ב  

12(ללא מחשבון) שהביטוי  וחיהוכבסעיף א' ו והיעזר. ב 23 8 ללא שארית.  7- מתחלק ב  

  פתרון:

  א. ההוכחה של סעיף זה דומה להוכחות שראינו בדוגמאות קודמות. 

nבנית . כדי להיעזר בסעיף א' עלינו לקבל ביטוי המתאים לתב n9 2,  

  .2צריך להיות שווה למעריך החזקה של  9כלומר מעריך החזקה של    

12נפתח את הביטוי     23 8 :12   ונקבל 2 2 6 3 2 6 63 8 (3 ) (2 ) 9 2      

nבסעיף א' ראינו כי     n9 2 ללא שארית עבור כל  7- מתחלק בn .טבעי  

n נציב    6  .6- נקבל שבטענה זו 69 2  ללא שארית, 7- במתחלק  

12- ומכאן ש    23 8 ללא שארית.   7- מתחלק ב  
  

nהביטוי  טבעי nשעבור כל  באינדוקציה וחיא. הוכ  .117 n11 3 שארית ללא 8- מתחלק ב .  

8- ש בלבד 'פי סעיף או על חי. הוכב   411 9 ללא שארית. 8- מתחלק ב  
  

6טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .118 1 2 2n n2 3  ללא שארית. 11- מתחלק ב  

13- ש לפי סעיף א' וחיב. הוכ   62 3 ללא שארית.  11- מתחלק ב  

2- ש לפי סעיף א' וחיג. הוכ   22 8 9  ללא שארית. 11- מתחלק ב  
  

2טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .119 2 2 2n n7 3  ללא שארית. 40- ב מתחלק  

8- (ללא מחשבון) ש וחיב. הוכ   1098 7 2 3   ללא שארית. 80- מתחלק ב  
  

  טבעי  nשעבור כל קציה באינדו וחיהם מספרים טבעיים. הוכ b- ו a א.  .120

nהביטוי                na b מתחלק ב -(a b) .ללא שארית  

  בהסתמך על סעיף א' את הטענות הבאות: וחיב. הוכ      

             1 .n n7 2 ללא שארית 5- מתחלק ב.    

              2 .2n n5 5 ללא שארית.       20- מתחלק ב    

       3 .1n n2 9 2   ללא שארית 14- מתחלק ב.  

    4 .2 1n n2 3 8 4    ללא שארית 10- ק במתחל.  

         5 .  2 1 3 1n n3 6 2   ללא שארית. 14- מתחלק ב  

             6 .1n n7 ( 1)   ללא שארית. 8- מתחלק ב 

64- ש וחיבסעיף א' והוכ וג. היעזר 43 256 ללא שארית.   77- מתחלק ב  
  

  הם מספרים טבעיים.  b- ו aא.   .121

  ,טבעי זוגי nבאינדוקציה כי לכל  וחיהוכ              

n הביטוי               na b 2- מתחלק ב 2(a b ) ללא שארית.  

12בסעיף א' והוכח כי  וב. היעזר     33 25 ללא שארית. 56- מתחלק ב  

8בסעיף א' והוכח כי  וג. היעזר     169 2 ללא שארית. 6305- מתחלק ב  
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  הם מספרים טבעיים.  b- ו aא.    .122

n הביטוי ,זוגי- אי טבעי nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ               na b מתחלק ב -(a b) .ללא שארית  

98) 1( ו בהסתמך על סעיף א':חיב. הוכ            1 ללא שארית.  9- מתחלק ב  

                                                           )2 (552 1 ללא שארית 33- מתחלק ב  

                              )3 (57 573 2 ללא שארית.  35- מתחלק ב  
  

4n2טבעי הביטוי  nכי עבור כל  וחיא. הוכ  .123 1 ללא שארית.   15- מתחלק ב  

4n2  טבעי הביטוי nשעבור כל ללא אינדוקציה  וחיבסעיף א' והוכ והיעזרב.      44   

 ללא שארית. 15- מתחלק ב             
  

n5טבעי הביטוי  nכי עבור כל  וחיא. הוכ  .124 1 ללא שארית. 4- מתחלק ב  

1n5 טבעי הביטוי nשעבור כל ללא אינדוקציה  וחיוהוכ בסעיף א' בלבד וב. היעזר   3    

  ללא שארית.  4- מתחלק ב             
  

n3טבעי הביטוי  nכי עבור כל  וחיא. הוכ  .125 2n 1  ללא שארית.  4- מתחלק ב  

1n3 הביטוי ,טבעי nשעבור כל  ללא אינדוקציה וחיבסעיף א' והוכ וב. היעזר     6n 9     

  ללא שארית.  12- מתחלק ב             
  

nטבעי הביטוי  nשעבור כל  וחיא. הוכ  .126 n7 4 11  ללא שארית. 18- מתחלק ב  

   ,טבעי nשעבור כל אינדוקציה  ללא וחיהוכבסעיף א' בלבד ו וב. היעזר

2הביטוי               1n n5 7 2 8   ללא שארית.  3- מתחלק ב  
  

n5טבעי הביטוי  nשעבור כל  וחיא. הוכ  .127 3 ללא שארית. 4- חלק במת  

  י,טבע nשעבור כל  בסעיף א' והוכח ללא אינדוקציה והיעזרב.     

2nהביטוי               n5 6 5 9   ללא שארית. 16- מתחלק ב  
  

  טבעי: nשעבור כל ללא עזרת אינדוקציה  וחיהוכ  .128

n3א. הביטוי    1 ללא שארית. 2- מתחלק ב  

2nב. הביטוי    n3 3 ללא שארית. היעזר בסעיף א'. 6- מתחלק ב  

2nג. הביטוי    n n9 2 27 9   בסעיף ב'. וללא שארית. היעזר 36- מתחלק ב  
  

  טבעי: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .129

2nx) הביטוי 1(                 7 5  ללא שארית. 6- מתחלק ב  

ny) הביטוי 2(                 5 15  ללא שארית. 10- מתחלק ב  

5xכי הביטוי  וחיבסעיף א' והוכ וב. היעזר     3y ללא שארית. 30- מתחלק ב  
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2nטבעי הביטוי  nכי עבור  כל  וחיא. הוכ  .130 n ללא שארית. 2- מתחלק ב  

  הם מספרים טבעיים.  b- ו aב.     

2הביטוי  בהסתמך על סעיף א': אם וחיהוכ               2a b שארית,ללא  2- מתחלק ב  

aהביטוי הרי גם                b ללא שארית.  2- מתחלק ב  
  

3nהביטוי  טבעי nכל ו  כי לחיא. הוכ    .131 n ללא שארית.  6- מתחלק ב  

  הם מספרים טבעיים.  c- ו a ,bב. 

  המשפט הבא: ו בהסתמך על סעיף א' את חיהוכ    

aאם      b c  3ללא שארית, הרי גם   6- מתחלק ב 3 3a b c  ללא שארית. 6- מתחלק ב  
  

n9הביטוי מחלקים את השארית המתקבלת כאשר טבעי  nבאינדוקציה כי עבור כל  וחיא. הוכ  .132 k   

              )k  (היא  8- במספר טבעיk 1 .       

69נתון כי כאשר מחלקים את הביטוי ב.      k מקבלים מספר שלם  8- בa  ושאריתk 1.      

  . aאת הערך של  מצאו             
  

n4טבעי הביטוי  nבאינדוקציה כי עבור כל  וחיא. הוכ  .133 5 שארית. ללא 3- מתחלק ב  

n4טבעי עבורו  nב. האם קיים      5 ונמק  ללא שארית? 6- מתחלק ב.  
    

  ב. לא.  .133  . 66430 ב. .132   :ותתשוב
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  (אישור זהויות) הוכחת שוויונות – אינדוקציות
  

 

   וש באינדוקציה מתמטית כאשר נרצה להוכיח נכונות של שוויוןנראה שימ

  טבעי.  nעבור כל 
  

  דוגמה:

  :ם השוויוןטבעי מתקיי nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ
  

                                               
n(3n 1)

(3n 1)
2
    ...2 5 8 11     

   פתרון:

3n): של השוויון נתבונן תחילה באגף שמאל 1)   ...2 5 8 11   .  

  , 5, האיבר שני הוא 2באגף זה יש סכום של איברים. האיבר הראשון הוא 

3n)וכו'. האיבר האחרון באגף זה הוא  8האיבר השלישי הוא  1).  

  מקודמו.  3- ניתן לראות שה"חוקיות"  באגף שמאל היא שכל איבר גדול ב

3n)אחרון באגף זה הוא האיבר ה 1) כלומר תלוי בערך של ,n .  

ביטוי שווה ל בעי סכום האיברים שבאגף שמאל ט nעלינו להוכיח שעבור כל 
n(3n 1)

2


   

  המופיע באגף ימין. 
  

  ימין,  נדוקציה אינה עוזרת למצוא את הנוסחה שבאגףההוכחה באי לב! שימו

  אלא רק מוכיחה שהנוסחה נכונה. 

nעבור  שוויוןנבדוק את נכונות ה בדיקה: –שלב א'    1 ,  

n  שעבור נראהכלומר           1י האגפים שווים זה לזה. שנ  

3n)נתבונן באגף שמאל:   1)   ...2 5 8 11     

  . 2- האיבר הראשון באגף שמאל הוא קבוע ושווה ל  

3n)האיבר האחרון באגף שמאל הוא  1) כדי לדעת מהו האיבר האחרון עבור .n 1 ,  

nנציב   1  3)בביטויn 1) :3). נקבל 1 1)  2, כלומר .  

nשעבור  קיבלנו 1  2האיבר האחרון באגף שמאל הוא.  

nלכן עבור , ו2ראינו שהאיבר הראשון הוא  1  2- לכולו אגף שמאל שווה.  
  

נעבור להתבונן באגף ימין:   
n(3n 1)

2


n. גם כאן נציב  1 :נקבל .
1(3 1 1)

2

 
  . 2, כלומר 

nקיבלנו שעבור           1  2- לזה (כל אחד מהם שווה לשני האגפים שווים זה (  

nומכאן שעבור           1  .הנוסחה הנכונה  
  

nעבור  שוויוןנבדוק את נכונות ה 2 שעבור נראה, כלומר  n 2 שני האגפים שווים  

  .נעשה זאת כעת כדי לחזק את הבנת שלב הבדיקה בדיקה זו. חייבים לבצעלא זה לזה. 

3n)האיבר האחרון באגף שמאל הוא  1) עבור . כדי לדעת מהו האיבר האחרוןn 2 ,  

nנציב   2  3)בביטויn 1) :3). נקבל 2 1)  עבור , כלומר 5, כלומרn 2  האיבר האחרון  

nלכן עבור  , 2באגף שמאל הוא  שהאיבר הראשוןראינו  .5באגף שמאל הוא  2   

2- אגף שמאל שווה ל 5 7, כלומר.  
  

נעבור להתבונן באגף ימין:     
n(3n 1)

2


n. גם כאן נציב  2 :נקבל .
2(3 2 1)

2
 

  . 7, כלומר 

nקיבלנו שעבור           2  7- ל שני האגפים שווים זה לזה (כל אחד מהם שווה (  

nומכאן שעבור           2 ןנכושוויון ה .  
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3n, 4 , 5 , 6להמשיך ולבצע הצבות נוספות (... ,ניתן ה: הער .(  

  , nואולם, לא משנה כמה ערכים נציב במקום 

  טבעי. nזה עדיין לא מוכיח שהטענה נכונה עבור כל 
  

  .האינדוקציה צעד –שלב ב' 

nעבור מספר טבעי  נהנכו טענהנניח שההנחה:  k ,  

כלומר נניח שמתקיים:  
k(3k 1)

(3k 1)
2
    ...2 5 8 11     

nעבור  טענה נכונהשה בהסתמך על ההנחה נוכיח k 1  .  

k)נציב בנוסחה  ,כדי לרשום את מה שצריך להוכיח 1)  במקוםn .  

3n)הוא  האיבר האחרון באגף שמאל 1) נציב .(k 1)  במקוםn .  

k)3)נקבל:  1) 1)  3), כלומרk 3 1)  3), ומכאןk 2).  

אגף ימין של הנוסחה הוא 
n(3n 1)

2


k). נציב  1) במקום n .  

נקבל: 
(k 1)(3(k 1) 1)

2
  

, כלומר 
(k 1)(3k 4)

2
 

 .  

נקבל שצריך להוכיח: 
(k 1)(3k 4)

(3k 2)
2

     ...2 5 8    

  הנמצאים  נתבונן באגף שמאל של ההוכחה ונרשום את האיברים כדי להיעזר בהנחה

3k) לפני 2)  3)עד שנגיע לאיברk 1)  .שהוא האיבר האחרון בהנחה  

3k)שלפני  האיבראת כדי לקבל  מקודמו, לכן 3- כל איבר באגף שמאל גדול ב 2)   

3k)- מ 3נחסר  2) 3). נקבלk 2) 3  3), כלומרk 1) ,שהוא האיבר האחרון בהנחה .  
  

   נקבל שצריך להוכיח:
(k 1)(3k 4)

(3k 1) (3k 2)
2

      ...2 5 8    

3k) האינדוקציה ניתן להחליף את הסכוםלפי הנחת    1)   ...2 5 8    שבאגף שמאל  

בביטוי           
k(3k 1)

2


 .  

     נקבל שצריך להוכיח: 
(k 1)(3k 4)

(3k 1) (3k 2)
2

      ...2 5 8    
                                     

    

שווה   
k(3k 1)

2


  לפי ההנחה 

  ניעזר בהנחה ונבצע החלפה זו. 
  

נקבל שצריך להוכיח: 
k(3k 1) (k 1)(3k 4)

(3k 2)
2 2
     

  ניתן להוכיח שוויון זה בשתי דרכים: 

  .ח את שני האגפיםפתמצא מכנה משותף ונ': נאדרך   
  

    נקבל שנותר להוכיח:            
k(3k 1) 2(3k 2) (k 1)(3k 4)

2 2
      

  

  האגפים. מספיק להוכיח שהמונים שווים. המכנה זהה בשני  

2    נקבל שנותר להוכיח:             23k 7k 4 3k 7k 4      

  ניתן לראות ששני האגפים שווים.       

  
  


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  דרך ב': נפתח את אגף שמאל ונקבל את אגף ימין.  
  

נתבונן באגף שמאל:   
k(3k 1)

(3k 2)
2
  .  

וס איברים דומים נקבל: לאחר פתיחת סוגריים וכינ  
23k 7k 4

2
 .  

k) במונה בעזרת פירוק הטרינום נקבל   1)(3k 4)  .וזהו בדיוק אגף ימין  
 

nעבור ן נכו שוויוןבדקנו שהמשפט מסכם:  1 .  

nעבור  ןנכו שוויוןהראנו שמההנחה שה k עבור  ןא נכוונובע שהn k 1  ,  

  טבעי.  nעבור כל  השוויון נכוןהאינדוקציה נובע ש עקרוןולכן על פי 
  

  : ותהער  

kולהוכיח עבור טבעי  kבמקום להניח עבור ) 1( 1 ,  

nולהוכיח עבור טבעי  nניתן להניח עבור       1 .  

n- ) במעבר מ2( k ל -n k 1   3)שהוא  איבר אחד,התווסף לאגף שמאלk 2).  

  . איבר אחדרק תווסף על פי תכנית הלימודים, תמיד י     

3n)) בדוגמה זו באגף שמאל הסדרה היא סדרה חשבונית 3( 1) ,... ,8,5,2  

  כסכום של סדרה חשבונית. הסכום שבאגף שמאל ולכן ניתן לחשב את      

  .ללא אינדוקציההסכום, נכונות נוסחת דרך אחרת להוכחת שימוש בדוגמה להי זו     
  

  שימו לב!

  שני שלבי האינדוקציה (שלב הבסיס ושלב הצעד) אינם תלויים זה בזה. 

  קיומו של אחד אינו מעיד על קיומו של השני.

  אם הוכחנו את אחד השלבים ולא הוכחנו את השלב האחר, לא השלמנו את ההוכחה 

  טבעי. nדוקציה, כלומר לא הוכחנו שהטענה נכונה עבור כל באינ
  

  תרגילים
  

  מתקיים:טבעי  nכל עבור באינדוקציה כי  וחיהוכ
  

1.    
n(n 1)

n
2
   ...1 2 3 4     

  

2.    2(2n 1) n   ... 1 3 5 7     
  

3.   (2n 4) n(n 5)    ... 6 8 10 12     
  

4.  
3n(n 1)

2



 (3n)... 3 6 9    

  

5.      
n(3n 1)

(3n 1)
2
   ... 2 5 8    

  
6.     3 7 11 15 ... (4n 1) n(2n 1)         
  

7.    
n(5n 19)

(5n 7)
2
   ... 12 17 22 27    
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   דוגמה:
  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ  

                                       1 n
(2n 1)(2n 1) 2n 1

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  פתרון:  

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  בדיקה: –שלב א'    1 .  

  נתבונן תחילה באגף שמאל.

1- האיבר הראשון באגף שמאל הוא קבוע ושווה ל         
1 3

.  

1האיבר האחרון באגף שמאל הוא   
(2n 1)(2n 1) 

 .  

  

nכדי לדעת מהו האיבר האחרון באגף שמאל עבור  1 ,  

nנציב  1  1בביטוי
(2n 1)(2n 1) 

1. נקבל: 
1 3

.  

nנקבל שעבור    1 1: האיבר הראשון באגף שמאל הוא
1 3

  וגם האיבר  

1האחרון באגף שמאל הוא 
1 3

n, לכן עבור  1  אגף שמאל כולל איבר  

1אחד בלבד שהוא 
1 3

nומכאן שעבור   1 1- אגף שמאל כולו שווה ל
3

.  

nנעבור להתבונן באגף ימין: 
2n 1

n. גם כאן נציב  1 .  

1נקבל: 
2 1 1 

1, כלומר 
3

nקיבלנו שעבור  . 1  שני האגפים שווים  

1- זה לזה (כל אחד מהם שווה ל
3

n) ומכאן שעבור  1 .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב' 

nנניח שהטענה נכונה עבור  :הנחה kשמתקיים:  , כלומר נניח  
  

                                       1 k
(2k 1)(2k 1) 2k 1

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  

nצריך להוכיח שהטענה נכונה עבור  בהסתמך על ההנחה   k 1 :  
  

                     1 1 k 1
(2k 1)(2k 1) (2k 1)(2k 3) 2k 3

  
    

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  

  על פי החוקיות שבאגף שמאל כל איבר הוא למעשה שבר. הערה: 

 . המכנה של השבר הוא מכפלה.1- המונה של השבר קבוע ושווה ל

   1, 3 , 5זו הם:  ... ,המספרים שבצד שמאל של מכפלה 

  מקודמו.  2- כך שהחוקיות ביניהם היא שכל מספר גדול ב

   3 , 5 , 7המספרים שבצד ימין של המכפלה זו הם: ... ,

  מקודמו.  2- כך שהחוקיות ביניהם היא שכל מספר גדול ב

nכל סוגריים מומלץ לקחת הצידה, להציב בהם  כמו כן,  k 1  ,  

  להחזיר אותם באותה תבנית עם סוגריים, ולוודא שהחוקיות נשמרה.
  

2n)לדוגמה: בגורם  1)                 :2)נקבל(k 1) 1) (2k 1)     

2n)בגורם                1)                :2)נקבל(k 1) 1) (2k 3)     
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1נקבל שצריך להוכיח:     1 k 1
(2k 1)(2k 1) (2k 1)(2k 3) 2k 3

  
    

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  

  לפי הנחת האינדוקציה נחליף את הסכום: 
  

  1
(2k 1)(2k 1)


 

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

kשבאגף שמאל בביטוי  
2k 1

.  

  

kנקבל שצריך להוכיח:  1 k 1
2k 1 (2k 1)(2k 3) 2k 3

 
   

  
  

  מה הקודמת.נוכיח את הזהות על פי אחת הדרכים שהראינו בדוג
  

  

  טבעי.  nעל פי עקרון האינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל 
  

  טבעי מתקיים:  n עבור כלבאינדוקציה כי  וחיהוכ
  

8.   
n(n 1)(n 2)

n(n 1)
3

    ... 1 2 2 3 3 4 4 5         

  

9.   nn(n 2) (n 1)(2n 7)
6

     ... 1 3 2 4 3 5 4 6         

  

10.   1
3(n 2)(n 7) n(n 7)(n 8)     ... 3 8 4 9 5 10       

  

11.   
n(n 3) n(n 1)(n 5)

2 6
    ... 1 4 2 5 3 6 4 7

2 2 2 2
        

  

12.   2n(3n 1) n(n 1)    ...1 4 2 7 3 10 4 13         
  

13.    21
2(2n 1)(3n 1) n(4n n 1)      ... 1 2 3 5 5 8       

  

14.   
2n(2n 17n 5)

(3n 1)(n 5)
2

 
    ... 2 6 5 7 8 8 11 9         

  

15.  
n(n 1)(2n 13)

2n(n 4)
3

    ... 2 5 4 6 6 7 8 8         

  

16.    
n(n 1)(2n 1)

6
 2n ...2 2 2 21 2 3 4     

 

17.  2 n(2n 1)(2n 1)
(2n 1)

3
    ... 2 2 2 21 3 5 7     

18.   
2

3 2nn (n 1)
4

   ... 3 3 31 2 3    

  

19.    23(2n) 2 n(n 1)    ...3 3 32 4 6    

  

20  .  2 n(n 1)(n 2)
(n n)

3
      ...2 2 2(1 1) (2 2) (3 3)       
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21.    
n(n 1)(n 2)(n 3)

n(n 1)(n 2)
4

       ...1 2 3 2 3 4 3 4 5          

  

22   .
n

n(n 1)(n 2)(n 3) (n 1)(n 2)(n 3)(n 4)
5

          ...1 2 3 4 2 3 4 5         

  

  טבעי מתקיים:  n עבור כלבאינדוקציה כי  וחיהוכ
  

23.   
1 n

n(n 1) n 1
 

 
  ...

1 1 1

1 2 2 3 3 4
  

  
  

  

24.   
5 n

(n 4)(n 5) n 5
 

  
  ...

5 5 5

5 6 6 7 7 8
  

  
  

  

25.   
1 n

(3n 2)(3n 1) 3n 1
 

  
  ...

1 1 1

1 4 4 7 7 10
  

  
  

  

26.   
1 n

(4n 3)(4n 1) 4n 1
 

  
  ...

1 1 1

1 5 5 9 9 13
  

  
  

  

27.  
3 3n

(2n 1)(2n 1) 2n 1
 

  
  ...

3 3 3

1 3 3 5 5 7
  

  
  

  

28.   
2 5 2n 5

(n 1)(n 3) 6 (n 2)(n 3)


  

   
  ...

2 2 2

2 4 3 5 4 6
  

  
  

  

29.  
23n n n(n 1)

(3n 1)(3n 2) 3n 2

 
 

  
  ...

2 2 23 1 1 3 2 2 3 3 3

2 5 5 8 8 11

     
  

  
 

  

30.  
2n n(n 1)

(2n 1)(2n 1) 2(2n 1)


 

  
  ...

2 2 21 2 3

1 3 3 5 5 7
  

  
  

  

31.  
n n(n 1)

(n 1)(n 2)(n 3) 4(n 2)(n 3)


 

    
    ...

1 2 3

2 3 4 3 4 5 4 5 6
  

     
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  החוקיות לא ברורה  אינדוקציות שבהן
  
  

 דוגמה: 
  טבעי מתקיים:  nהוכיחו באינדוקציה שעבור כל 

                                           2n(3n 1) n(n 1)     ...4 14 30    

  פתרון:

  קרה זה ניתן לראות שהחוקיות שבאגף שמאל בשונה מהאינדוקציות שפתרנו עד עתה, במ

  אינה ברורה, מאחר והאיבר האחרון שבאגף שמאל נתון כמכפלה, 

   ואילו האיברים הראשונים שבאגף שמאל אינם נתונים כמכפלה.

  לא תיווצר בעיה בשלב ההוכחה, גם אם לא נבין את החוקיות באופן מלא, כפי שנראה, 

n- ר מ, במעבעל פי תכנית הלימודיםשכן  k ל -n k 1 ,   

  .איבר אחד מתווסף לאגף שמאל תמיד
  

  נתבונן באיבר האחרון באגף זה שהוא  ,כדי לזהות את החוקיות באגף שמאל

n(3nהמכפלה  1)  ונציב בוn 1 ,n 2 ו -n 3 .  

  בעזרת הצבה זו נציג כמכפלה גם את האיברים הראשונים באגף שמאל.  

nנציב  1 :3)1. נקבל 1 1)  1, כלומר 4.  

1המכפלה  4 שהוא האיבר הראשון באגף שמאל.  4- שווה ל  

nנציב  2 :3)2. נקבל 2 1)  2, כלומר 7.  

2המכפלה  7 שהוא האיבר השני באגף שמאל. 14- שווה ל  

nנציב  3 :3)3. נקבל 3 1)  3, כלומר 10.  

3המכפלה  10 שהוא האיבר השלישי באגף שמאל. 30- שווה ל  
  

      טבעי מתקיים: nלמעשה עלינו להוכיח באינדוקציה שעבור כל 
  

                                  2n(3n 1) n(n 1)     ...1 4 2 7 3 10       
  

  כעת החוקיות באגף שמאל ברורה.

  בדומה לכל האינדוקציות הקודמות שראינו. ניתן להוכיח את הטענה
  

  

  טבעי מתקיים: nהוכיחו באינדוקציה כי עבור כל 
  

32.    
n(n 1)(n 8)

n(n 5)
3

 
    ...6 14 24 36     

  

33.   
n(n 4)(n 5)

(n 1)(n 4)
3

 
    ... 10 18 28    

  

34.   
2n(10n 39n 5)

(2n 4)(5n 2)
3

 
     ...18 64 130 216     

  

35.  1 n
(n 1)(n 2) 2n 4

 
  

 ...
1 1 1

6 12 20
        

  

36.     1 1 3 1 1
n(n 2) 2 2 n 1 n 2

   
  

  ...
1 1 1 1

3 8 15 24
     
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37 .  
2

1 n

2n 14n 1
 


  ...

1 1 1

3 15 35
   

  

38.  
2 2 2

(2n 1) 11
n (n 1) (n 1)

  
 

  ...
3 5 7

4 36 144
    

  

39.   
2

2 n(n 3n 8)
(n n 2)

3
      ...4 8 14 22     

  

40.   2(6n 2n 8) 2n(n 1)(n 3)       ...0 20 52 96     

  

  
  אינדוקציות עם חזקות

  

 דוגמה:
  טבעי מתקיים: nהוכיחו באינדוקציה שעבור כל   

                                       1n nn 2 2 (n 1) 2        ...1 2 31 2 2 2 3 2       

  פתרון:  

  שלב בסיס האינדוקציה.  –שלב א'   

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  בדיקה:          1.נתבונן באגף שמאל .  

11 - האיבר הראשון באגף שמאל הוא קבוע ושווה ל   2.  

nnהאיבר האחרון באגף שמאל הוא    2 כדי לדעת מהו האיבר האחרון .  

nעבור  1  נציב ,n 1  בביטויnn 2 :11. נקבל 2.  

nנקבל שעבור    1  11האיבר האחרון באגף שמאל הוא 2 2, כלומר.  

11ראינו שהאיבר הראשון באגף שמאל הוא  2 2, כלומר.  

nלכן עבור ו 1  11אגף שמאל כולל איבר אחד שהוא 2,  

nומכאן שעבור  1 11- אגף שמאל שווה ל 2 2, כלומר .  

1n2נעבור להתבונן באגף ימין:  (n 1) 2    גם כאן נציב .n 1.  

1נקבל:  12 (1 1) 2    קיבלנו שעבור 2, כלומר .n 1  שני האגפים שווים זה לזה  

n) ומכאן שעבור 2- (כל אחד מהם שווה ל 1   .הטענה נכונה  
  

  שלב צעד האינדוקציה. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k.  

1k הנחת האינדוקציה:              kk 2 2 (k 1) 2        ...1 2 31 2 2 2 3 2       

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

1צרך להוכיח:  כלומר  2k k(k 1) 2 2 k 2        ...1 2 31 2 2 2 3 2       
  

  י לרשום באגף שמאל את האיברים הנמצאים לפני האיבר האחרוןכד

1k(kשל ההוכחה שהוא  1) 2    .נבחן את החוקיות באגף זה  
  

  : כפי שכבר הדגשנו, בתכנית החדשה, יתווסף להנחה תמיד רק איבר אחד, הערה

  בר האחרון ולכן נוכל לדעת, גם מבלי להבין את החוקיות, שהאיבר הנמצא לפני האי

  של ההוכחה, הוא האיבר האחרון של הנחת האינדוקציה.
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  באגף שמאל כל איבר הוא מכפלה בין שני מספרים. 

   1, 2, 3המספרים שבצד שמאל של המכפלה הם ... ,

  מקודמו. 1- ר גדול בכך שהחוקיות ביניהם היא שכל מספ

  כך שכל מספר הוא חזקה  12, 22, 32המספרים שבצד ימין של המכפלה הם: ...,

  מהמעריך של החזקה שלפניה.  1- והמעריך שלה גדול ב 2- שהבסיס שלה קבוע ושווה ל

kהוא  האיבר האחרון באגף שמאל של ההוכחה 1(k 1) 2   ,  

kלכן האיבר שלפניו הוא   1 1(k 1 1) 2     כלומר ,kk 2.  

  כיח:זהו גם האיבר האחרון באגף שמאל של ההנחה. נקבל שצריך להו

                            1 2k k kk 2 (k 1) 2 2 k 2         ...1 2 31 2 2 2 3 2       

kkלפי הנחת האינדוקציה נחליף את הסכום:  2   ...1 2 31 2 2 2 3 2        

1k2בביטוי  (k 1) 2    .  

1נקבל שצריך להוכיח:   1 2k k k2 (k 1) 2 (k 1) 2 2 k 2            

2k2משני האגפים. כמו כן, את הביטוי  2נחסר      צורות בעזרת ניתן לפרק בשתי  

x: החזקות  חוק          y x ya a a   :2k k 22 2 2      2אוk k 1 12 2 2   .  

1להוכיח:  נקבל שנותר   2k k k(k 1) 2 2 (k 1) 2 2 k 2 2           

   הוא חיובי ומופיע בכל המחוברים. k2הביטוי   

k)2נקבל שנותר להוכיח:           1) 2(k 1) 4k    :4, כלומרk 4k .  

  ניתן לראות ששני האגפים שווים.         

  אינדוקציה ואת צעד האינדוקציה, הטענה מקיימת את בסיס ה

 טבעי.  nולכן על פי עקרון האינדוקציה הטענה נכונה עבור כל 
  

  טבעי מתקיים:  nהוכיחו באינדוקציה כי עבור כל 
 

41.    1n n2 2 1    ...0 1 2 32 2 2 2     
  

42 .   n n3 1.5(3 1)    ...3 9 27    
  

43.  n n
4 1

1
5 5

    ...
2 3

4 4 4

5 5 5
    

  

44.    
1 1n n

1 1
2

2 2     ...
1 1 1

1
2 4 8

      

  

45.    1n nn 2 1 (n 1)2      ...0 1 21 2 2 2 3 2       
  

46.    1n n(2n 1)2 6 (2n 3)2       ...1 2 3 41 2 3 2 5 2 7 2        

  

47.    1n n1n 3 (2n 1)3 34
         ...1 3 2 9 3 27       

  

48.     n 1 nn 2 1 (n 1)2      ...1 1 2 2 3 4       
  

49.    1n n(2 1) 2 n 2      ...3 5 9 17     
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50 .    1n n(2 3 2) 3 1 2n      ...0 4 16 52     
  

51.  
1n nn 2 2 (n 1)2      ...2 8 24 64    

  

52.     n n
n n 2

2
2 2


   ...

2 3

1 2 3

2 2 2
    

  

53.    
1

1 1

n

n n
n 3 2n 3

3 4 3



 
 

 


  ...
1 2 3

1 3 9
    

  

54.    
1 1n n

1
4

(4n 3) 4n 2
10

5 5 
      

  ...
5 9

1
5 25

   

  

55.     
1 1

n n

n n
3 1 3 (2n 1) 1

3 2 3 
  

 


  ...
8 26

2
3 9

     

  

56.     
2 1 2n n

n n
2 1 2 1

2 2

  
   ...

3 9 33

2 4 8
    

  
  
  

  זוגי- אי זוגי או טבעי nעבור  הוכחה –אינדוקציות 
  

   לב! שימו

   :זוגי- איטבעי  nא. כדי להוכיח באינדוקציה שטענה נכונה עבור כל   

n) נבדוק שהטענה נכונה עבור 1(       1.  

nנה נכונה עבור ) מההנחה שהטע2(       k )k זוגי כלשהו) - הוא מספר טבעי אי  

nנוכיח שהטענה נכונה עבור                     k 2 .  

   :זוגיטבעי  nב. כדי להוכיח באינדוקציה שטענה נכונה עבור כל   

n) נבדוק שהטענה נכונה עבור 1(       2.  

n) מההנחה שהטענה נכונה עבור 2(       k )k  (הוא מספר טבעי זוגי כלשהו  

nנוכיח שהטענה נכונה עבור                    k 2 .  
    

  דוגמה:

  טבעי זוגי מתקיים:  nשעבור כל (או בדרך אחרת) באינדוקציה  וחיהוכ

                                                
n(3n 2)

(3n 4)
4
    ...2 8 14 20     

  פתרון: 

   דיקה:סיס האינדוקציה, כלומר ביצוע בב –שלב א' 

  טבעי זוגי, לכן בשלב הבדיקה נבדוק את נכונות  nעלינו להוכיח את הטענה עבור כל 

nהטענה עבור  2.נתחיל מאגף שמאל .  

  .2- האיבר הראשון באגף שמאל הוא קבוע ושווה ל

3n) האיבר האחרון באגף שמאל הוא 4) כדי לדעת מהו האיבר האחרון עבור .n 2 ,  

nנציב בביטוי זה  2 :3). נקבל 2 4)  2, כלומר.  

nנקבל שעבור  2האחרון באגף שמאל  וגם האיבר 2ן באגף שמאל הוא : האיבר הראשו  
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n, לכן עבור 2הוא  2 2- אחד בלבד השווה ל אגף שמאל כולל רק איבר,  

nומכאן שעבור  2 2- מאל כולו שווה לאגף ש.  

נעבור להתבונן באגף ימין: 
n(3n 2)

4


n. גם כאן נציב  2 .  

2נקבל:  4
4
 קיבלנו שעבור 2, כלומר .n 2  האגפים שווים זה לזה שני  

n) ולכן עבור 2- (כל אחד מהם שווה ל 2  .הטענה נכונה  
  

nנניח שהטענה נכונה עבור  :צעד האינדוקציה –שלב ב'  k  ,טבעי זוגי כלשהו  

 כלומר נניח שמתקיים:
k(3k 2)

(3k 4)
4
    ...2 8 14 20     

  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 2  . נציב(k 2)  במקוםn,  

  ונקבל שצריך להוכיח: 
(k 2)(3k 4)

(3k 2)
4

     ...2 8 14 20     

  מקודמו.  6- כל איבר גדול בהחוקיות שבאגף שמאל  על פי

3k)באגף שמאל של ההוכחה הוא  האיבר האחרון 2) ,  

3k)לכן האיבר שלפניו הוא  2 6) ,  3)כלומרk 4) .  

  ף שמאל של ההנחה. זהו למעשה האיבר האחרון באג
  

נקבל שצריך להוכיח: 
(k 2)(3k 4)

(3k 4) (3k 2)
4

       ...2 8 14 20     

3k)לפי הנחת האינדוקציה נחליף את הסכום:  4)   ...2 8 14 20     

בביטוי 
k(3k 2)

4


. נקבל שצריך להוכיח: 
k(3k 2) (k 2)(3k 4)

(3k 2)
4 4
      

  כעת נוכיח בדרך אלגברית ששני האגפים שווים.

  נראה זאת באחת הדרכים שהצגנו בדוגמאות הקודמות.
  

nבדקנו שהטענה נכונה עבור  2 .  

nהראנו שמההנחה שהטענה נכונה עבור  k )k בעי זוגי) מספר ט  

nנובע שהיא נכונה עבור  k 2   ולכן על פי עקרון האינדוקציה נובע שהטענה נכונה  

 טבעי זוגי. nעבור כל 
  
  

  זוגי מתקיים:- טבעי אי nעבור כל כי באינדוקציה  וחיהוכ
  

57.   
n(n 1)

(2n 1)
2
    ...1 5 9    

  

58.   
(n 1)(3n 1)

(3n 2)
4

     ...1 7 13 19     

  
 

  טבעי זוגי מתקיים: nעבור כל כי באינדוקציה  וחיהוכ
  

59.   
(n 1)(n 2)

2


 
(2n 1)   ...1 5 9 13     

  

60.   
n(3n 2)

4



(3n 4)   ...2 8 14    
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  אינדוקציות עם סימנים מתחלפים
  

   מתחלפים, באינדוקציות הכוללות הוכחת שוויונות, שבהן באגף שמאל הסימנים כעתנדון 

  ים לסירוגין. כלומר האיברים הם חיוביים ושלילי
  

  כאלה נקבל חזקות בעלות בסיס שלילי ומעריך אפס או טבעי. במקרים

)4 דוגמאות:  1) ,3( 5) ,2( 6).  

  ,יזוגנשים לב שכאשר בסיס החזקה הוא שלילי ומעריך החזקה הוא 

)4 ה: ערך החזקה הוא חיובי. לדוגמ 1) ,2( 5).  

  ,אי זוגילעומת זאת, כאשר בסיס החזקה הוא שלילי ומעריך החזקה הוא 

)3ערך החזקה הוא שלילי. לדוגמה:   1) ,5( 4).  

  ,nמספר טבעי  כאשר בסיס החזקה הוא שלילי ומעריך החזקה כולל

  יש לבדוק האם מעריך החזקה הוא זוגי או אי זוגי.

)nלדוגמה:   1)  הוא חיובי כאשרn .זוגי  
  

               n( 1)  הוא שלילי כאשרn .אי זוגי  
  

   דוגמה:

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ

                       1 1n n( 1) (4n 6) ( 1) (2n 4) 4         ...10 14 18 22     
  

  22 ,18  ,14 ,10איברים באגף שמאל הם   ה ה:הער

)1nהמנגנון שקובע את סימני האיברים הוא הביטוי  1)  .  

  כאשר מעריך החזקה הוא זוגי האיבר הוא חיובי,

  וכאשר מעריך החזקה הוא אי זוגי האיבר הוא שלילי.

  .לכל האיברים יש סימן "פלוס" לפניהם

)1nהסימנים המתחלפים מתקבלים על פי מעריך החזקה  1) .  

  .)4הערך המוחלט של האיברים הוא סדרה חשבונית שהפרשה (הערה: 
  

  פתרון:

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  :בסיס האינדוקציה –שלב א'  1.  

)1nגף שמאל:  נתחיל מא 1) (4n 6)    ...10 14 18 22     

  .10- האיבר הראשון באגף שמאל הוא קבוע ושווה ל

)1nהאיבר האחרון באגף שמאל הוא  1) (4n 6) .  

nכדי לדעת מהו האיבר האחרון עבור  1 נציב ,n 1  .בביטוי זה  

)0נקבל:  1) (4 1 6)   10, כלומר .  

nקיבלנו שעבור  1 10וגם האיבר האחרון הוא  10: האיבר הראשון  באגף שמאל הוא ,  

nלכן עבור  1 10- אגף שמאל כולו כולל איבר אחר בלבד השווה ל ,  

nומכאן שעבור  1 10- אגף שמאל כולו שווה ל .  

)1nנעבור להתבונן באגף ימין:  1) (2n 4) 4     

nגם כאן נציב  1 1. נקבל 1( 1) (2 1 4) 4    10, כלומר .  

nקיבלנו שעבור  1 10- ל ים שווים זה לזה (שניהם שוויםשני האגפ ( 

nומכאן שעבור  1 .הטענה נכונה  
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  שלב צעד האינדוקציה. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k:כלומר שמתקיים ,  

                            1 1k k( 1) (4k 6) ( 1) (2k 4) 4         ...10 14 18 22     
  

nשהטענה נכונה עבור  בהסתמך על כך נוכיח k 1  ,  

k  כלומר נקבל שצריך להוכיח: k( 1) (4k 10) ( 1) (2k 6) 4        ...10 14 18 22     
  

  באגף שמאל נרשום את האיבר האחרון של הנחת האינדוקציה.

  נקבל שצריך להוכיח:
1k k k( 1) (4k 6) ( 1) (4k 10) ( 1) (2k 6) 4           ...10 14 18 22     

  לפי הנחת האינדוקציה ניתן להחליף את הסכום: 
1k( 1) (4k 6)    ...10 14 18 22     , 1בביטויk( 1) (2k 4) 4  .  

  

  לאחר שנבצע החלפה זו נקבל שצריך להוכיח: 

                             1k k k( 1) (2k 4) 4 ( 1) (4k 10) ( 1) (2k 6) 4           
  

  . נקבל שצריך להוכיח:משני האגפים 4נחסר   

                             1k k k( 1) (2k 4) ( 1) (4k 10) ( 1) (2k 6)         
  

kבמקום           1( 1)   נרשום
k

1

( 1)

( 1)




)k, כלומר  1) .  

kלהוכיח:  נקבל שנותר   k k( 1) (2k 4) ( 1) (4k 10) ( 1) (2k 6)        .   

)kהביטוי  1) .שונה מאפס, והוא גורם בכל אחד מהמחוברים  

)k- נצמצם את שני האגפים ב 1) . :2)נקבל שנותר להוכיחk 4) (4k 10) 2k 6     .  

2k לאחר פתיחת סוגריים, נקבל שנותר להוכיח:  6 2k 6  .   

  ניתן לראות ששני האגפים שווים זה לזה. 
  

 טבעי. nעל פי עקרון האינדוקציה נובע שהטענה נכונה עבור כל 

  
  

 טבעי מתקיים:  nהוכיחו באינדוקציה כי עבור כל 
  

61.    1n n1( 2) 1 ( 2)3
         ...1 2 4 8     

  

62.    1n n5( 4) 1 ( 4)      ...5 20 80 320     

63.    
1n

n 3 ( 3)
( 3)

4

  
    ...3 9 27 81      

   

64.    1n n13( 5) [( 5) 1]2
      ...3 15 75 375      

  

65.     nn
6 1 1

5( 5)
   


 ... 

2 3 4
6 6 6 6
5 5 5 5

      

 

66.       1n n1 2 11
2 3 2

  
     

 
  ...1 1 11

2 4 8
     

  

67.    1 1n n1
4( 1) n ( 1) (2n 1) 1           ...1 2 3 4     
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68.    n n1
4( 1) (3n 1) ( 1) (6n 1) 1          ...2 5 8 11      

  

69.    
1

1 2
n

n ( 1) n(n 1)
( 1) n

2


   

     ...2 2 2 21 2 3 4                              

                                            

70.    2n n1
4( 1) (n 1)(n 4) ( 1) (2n 12n 13) 13            ...2 5 3 6 4 7        

  

71.    1 2n 1 2 n( 1) (2n 4n 10) ( 1) (n 3n 6) 6          ...16 26 40 58     
             

72.   
n

n ( 1) 1
[2n ( 1) ] n(n 1)

2 2


        ...1 5 5 9 9      

  
  

73.    
1 1n n( 1) 4n ( 1)

1
(2n 1)(2n 1) 2n 1

   
  

  
  ...

4 8 12 16

1 3 3 5 5 7 7 9
   

   
 

  

74.  1n n 1 n1
9n( 2) n( 2) (n 1)( 2) 1            ...0 1 21 ( 2) 2 ( 2) 3 ( 2)             

                         

75 .   
1n n

3n 2 2n

( 2) ( 2)
 

 
 

  ...
1 4 7 10

1 2 4 8
     
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 אינדוקציות עם מושג העצרת
  

  "עצרת של מספר".נדון באינדוקציות הכוללות את המושג 
  

  ומוגדר (רק למספרים טבעיים)  !nמסומן על ידי עצרת  nהמושג 

!n  ...n: באופן הבא 1 2 3    .   
  

!4לדוגמה:  1 2 3 4      ,7! 1 2 3 4 5 6 7         ,1! 1 .  
  

nעבור  הערה: 0  0מגדירים! 1 .  
  

!5לדוגמה:  מההגדרות הנ"ל נובע 4! 5   ,8! 7! 8  ,10! 8! 9 10  .  
  

n)  באופן דומה מתקיים:  1)! n!(n 1)    ,  (n 2)! (n 1)!(n 2)     
  

                     n! (n 1)! n  ,         (n 2)! n!(n 1)(n 2)     
  

  כאשר נרצה להוכיח זהות עם עצרת, אז בשלב צעד האינדוקציה נפרק את ביטויי העצרת 

    לעצרת הקטנה מבין השתיים. 
    

  השימוש במושג העצרת רלוונטי גם לנוסחת ברנולי בהסתברות. הערה:
      

   דוגמה:

  טבעי מתקיים: n עבור כלבאינדוקציה כי  וחיהוכ
  

                                                         
(n 2)! (n 3)!

(n 1)! 4(n 1)!

 
 

 
  ...

4! 5!
3!

1! 2!
    

  פתרון:  

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  :בסיס האינדוקציה –שלב א'    1 .  

  .!3- ע ושווה להאיבר הראשון באגף שמאל הוא קבו נתבונן תחילה באגף שמאל.

הערה: על פי החוקיות, האיבר הראשון הוא למעשה    
3! 3!

3!
0! 1
   

האיבר האחרון באגף שמאל הוא   
(n 2)!

(n 1)!




 .  

  

nנציב  1  בביטוי
(n 2)!

(n 1)!




. נקבל: 
3!

3!
0!
.  

nעבור    1 :1- , כלומר שווה ל!3- אגף שמאל כולו שווה ל 2 3 6   .  

  מחשבון.גם באמצעות  !3הערה: אפשר לחשב את          
  

נעבור להתבונן באגף ימין: 
(n 3)!

4(n 1)!




n. גם כאן נציב  1 .  

נקבל: 
4!

4 0!
, כלומר 

1 2 3 4
6

4 1

  



.   

הערה: אפשר לחשב את          
4!

4 0!
  מחשבון.גם באמצעות  

  

nעבור  שני האגפים שווים זה לזה 1 ,תקיים בסיס האינדוקציה.ומ  
  

  צעד האינדוקציה. –שלב ב' 

nנניח שהטענה נכונה עבור  :הנחה kשמתקיים:  , כלומר נניח  
  

                                           
(k 2)! (k 3)!

(k 1)! 4(k 1)!

 
 

 
  ...

4! 5!
3!

1! 2!
    
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nצריך להוכיח שהטענה נכונה עבור  ל ההנחהבהסתמך ע   k 1 :  
  

                                          
(k 2)! (k 3)! (k 4)!

(k 1)! k! 4 k!

  
  

 
  ...

4! 5!
3!

1! 2!
    

  

  

  לפי הנחת האינדוקציה נחליף את הסכום: 
  

  
(k 2)!

(k 1)!





  ...

4! 5!
3!

1! 2!
    שבאגף שמאל בביטוי

(k 3)!

4(k 1)!




.  

   נקבל שצריך להוכיח:         
(k 3)! (k 3)! (k 4)!

4(k 1)! k! 4 k!

  
 

 
   

  
  

  נוכיח את הזהות על פי אחת הדרכים שהראינו בדוגמאות קודמות.
  
  
  

   להוכיח: נותר         
(k 3)! (k 3)! (k 4)!

4(k 1)! k! 4 k!

  
 

 
   

  

!k  מתקיים:עזר בכך שבמכנה: ני          (k 1)! k k (k 1)!        
  

   להוכיח: נותר         
(k 3)! (k 3)! (k 4)!

4(k 1)! (k 1)!k 4 (k 1)!k

  
 

   
   

  

   להוכיח: נותר         
k(k 3)! 4(k 3)! (k 4)!

4(k 1)!k 4 (k 1)!k

   


  
   

  

  המכנים זהים, לכן נותר להוכיח שהמונים זהים.  
  

k(k   להוכיח: נותר          3)! 4(k 3)! (k 4)!       
  

k)  באגף ימין ניעזר בפירוק          4)! (k 3)!(k 4)   .  
  

k)באגף שמאל נוציא גורם משותף           3)!  
  

k)   להוכיח: נותר          3)!(k 4) (k 3)!(k 4)    .ניתן לראות ששני האגפים שווים .  
   

  טבעי.  nכונה עבור כל הטענה נניתן להסיק על פי עקרון האינדוקציה כי 
  

  

  טבעי מתקיים: n עבור כלבאינדוקציה כי  וחיהוכ
  

76.   n n! (n 1)! 1      ...1 1! 2 2! 3 3!       
  

77.   
(n 2)! (n 3)!

(n 1)! 4(n 1)!

 
 

 
  ...

4! 5!
3!

1! 2!
    

  

78.   n 11
(n 1)! (n 1)!

  
 

  ...0 1 2 3
1! 2! 3! 4!
     

   

79.    1n n(2n 1)2 n! 2 (n 1)! 1       ...0 1 23 2 1! 5 2 2! 7 2 3!                                                                                 
 

80.   n 1n(5n 4) 5 n! 5 (n 1)! 5        ...2 39 5 1! 14 5 2! 19 5 3!                     

                                                 

81.  n n
(n 1)n! (n 1)!

1
2 2

 
 

  ...
1 2 3

0 1! 1 2! 2 3!

2 2 2
  

  
  

                                                 

82.  
1 1n n( 1) (n 1) ( 1)

1
n! n!

   
    ...

2 3 4

1! 2! 3!
    
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  הנוסחה לאיבר הכללינתונה  שבהן אינדוקציות
  

   דוגמה:         
1nטבעי על ידי הנוסחה:  nסדרה מוגדרת לכל         

na 6 2 1  .  

na  ...1נסמן:        2 3nS a a a    .  
  

nטבעי מתקיים:  nבאינדוקציה כי לכל  וחיהוכ
nS 6(2 1) n     .  

   :פתרון

nעלינו להוכיח:   
na 6(2 1) n     ...1 2 3a a a  .  

  

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  :סיס האינדוקציהב  –שלב א'  1 .  

  .1aבאגף שמאל: האיבר הראשון באגף שמאל הוא 

n. נציב naהאיבר האחרון באגף שמאל הוא    1 . 1נקבלa.  

nנקבל שעבור    11- : אגף שמאל כולו שווה לa.  

nנציב    1  1בנוסחהn
na 6 2 1  .   :11נקבל

1a 6 2 1 5   .  
  

nנציב  1 באגף שמאל n
nS 6(2 1) n  1: . נקבל

1S 6(2 1) 1 5     
  

  סיימנו את שלב בסיס האינדוקציה.  
  

  צעד האינדוקציה. –שלב ב' 

nנניח שהטענה נכונה עבור  k :כלומר נניח שמתקיים ,  

                                                 k
ka 6(2 1) k     ...1 2 3a a a  .  

nכיח שהטענה נכונה עבור על סמך ההנחה נו k 1  ,  

kוכיח שמתקיים: כלומר נ 1
k k 1a a 6(2 1) (k 1)

       ...1 2 3a a a  .  
  

ka  ...1לפי הנחת האינדוקציה ניתן להחליף את הסכום:  2 3a a a  .  

k6(2שבאגף שמאל בביטוי  1) k .  

k: נותר להוכיח 1
k 1a 6(2 1) (k 1)
    k6(2 1) k .  

1nעל פי הנוסחה 
na 6 2 1   1, נקבלk 1

k 1a 6 2 1
   .   

  ה שהם שווים.נפתח את שני האגפים ונרא
  

naידי הנוסחה: - טבעי על nסדרה מוגדרת לכל     .83 n(n 2) .  
  

  טבעי מתקיים: n כל כי עבורבאינדוקציה  וחיהוכ
  

                                        n
n(n 1)(2n 7)

a
6

    ...1 2a a                                                                                .

  

1nטבעי על ידי הנוסחה:  nסדרה מוגדרת לכל   .84
na 6 2 1   .  

  

  מתקיים: טבעי n כל כי עבורבאינדוקציה  וחיהוכ
  

                                    n
na 6(2 1) n     ...1 2 3a a a    
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  שמאלבאגף אינדוקציות שבהן בבדיקה 
  

  איבר שאינו האיבר הראשון משמאלמקבלים 
  

   דוגמה:  

  טבעי מתקיים: nכל באינדוקציה שעבור  וחיהוכ  
  

          
2(n 2)(2n 25n 47)

(3n 5)(n 7)
2

       ...2 6 5 7 8 8 11 9         

  פתרון:  

3n)נתבונן תחילה באגף שמאל:    5)(n 7)    ...2 6 5 7 8 8       

2באגף זה יש סכום של איברים. האיבר הראשון הוא    6,  5האיבר השני הוא 7 , .'וכו  

3n)האיבר האחרון באגף זה הוא           5)(n 7) .  

  ניתן לראות שכל איבר באגף שמאל הוא למעשה מכפלה בין שני מספרים.  

  ביניהם כך שה"חוקיות" 2, 5, 8המספרים שבצד שמאל של המכפלות הם  ...  ,  

  מקודמו. 3- היא שכל מספר גדול ב  

  ביניהם כך שה"חוקיות" 6, 7, 8המספרים שבצד ימין של המכפלות הם: ... ,  

  מקודמו.  1- היא שכל מספר גדול ב  
  
  

  בדיקה: שלב בסיס האינדוקציה. נבצע  –שלב א'   

nנבדוק את נכונות הטענה עבור           1. .נתבונן תחילה באגף שמאל  

2הוא קבוע ושווה למכפלה האיבר הראשון באגף שמאל  6 .  

3n)האיבר האחרון באגף שמאל הוא           5)(n 7)  .  

nנציב           1  3)בביטויn 5)(n 7)  . :3)נקבל 1 5)(1 7)   8, כלומר 8.        

nנקבל שעבור  1 2: האיבר הראשון באגף שמאל הוא 6 האיבר האחרון באגף שמאל ,  

8הוא  8 , ומכאן שעבורn 1 2- שווה ל אגף שמאל כולו 6 5 7 8 8    111- , כלומר שווה ל .  

נעבור להתבונן באגף ימין:    
2(n 2)(2n 25n 47)
2

  
 .  

nנציב  1 . :נקבל
2(1 2)(2 1 25 1 47)
2

    
3, כלומר  74

2
  111ומכאן.  

nשעבור  קיבלנו           1 ולכן עבור ני האגפים שווים שn 1 .הטענה נכונה  

  שלב צעד האינדוקציה. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k   :כלומר שמתקיים ,       
  

2(k 2)(2k 25k 47)
(3k 5)(k 7)

2
       ...2 6 5 7 8 8       

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1 .  

k)נציב  nנרשום את הטענה כאשר במקום כאן  1).  

3n)האיבר האחרון באגף שמאל של הטענה הוא  5)(n 7) .  

k)נציב  1)  במקוםn  :3)ונקבל(k 1) 5)((k 1) 7)    3), כלומרk 8)(k 8) .  

אגף ימין של הטענה הוא 
2(n 2)(2n 25n 47)
2

  
k)נציב .  1)  במקוםn.  

נקבל: 
2((k 1) 2)(2(k 1) 25(k 1) 47)

2
     

, כלומר 
2(k 3)(2k 29k 74)
2

  
.   
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   צריך להוכיח:
2(k 3)(2k 29k 74)

(3k 8)(k 8)
2

       ...2 6 5 7 8 8       

  הנמצאים  נתבונן באגף שמאל של ההוכחה ונרשום את האיברים כדי להיעזר בהנחה

3k)לפני האיבר האחרון שהוא  8)(k 8)   עד שנגיע לאיבר האחרון באגף שמאל של ההנחה  

3k)שהוא  5)(k 7)  . 

  מהביטוי שבצד  3על פי החוקיות שבאגף שמאל, כדי לקבל את האיבר שלפניו נחסר 

3k)של המכפלה. נקבל:  מהביטוי שבצד ימין 1שמאל של המכפלה ונחסר  8 3)(k 8 1)    ,  

3k)כלומר  5)(k 7) .  האיבר האחרון באגף שמאל של ההנחה.האיבר שקיבלנו הוא  
  

  נקבל שצריך להוכיח:. הבנת החוקיות עוזרת לוודא שפתרנו נכון
  

         
2(k 3)(2k 29k 74)

(3k 5)(k 7) (3k 8)(k 8)
2

          ...2 6 5 7 8 8         

  

3k)נחליף את הסכום:       על פי ההנחה 5)(k 7)    ...2 6 5 7 8 8        
  

שבאגף שמאל בביטוי 
2(k 2)(2k 25k 47)
2

  
  . נקבל שצריך להוכיח: 

                  
2 2(k 2)(2k 25k 47) (k 3)(2k 29k 74)

(3k 8)(k 8)
2 2

                  
                

  ונקבל שנותר להוכיח: 2משותף צא מכנה באגף שמאל נמ       

                         
2 2(k 2)(2k 25k 47) 2(3k 8)(k 8) (k 3)(2k 29k 74)

2 2
          

  

  המכנה זהה בשני האגפים. לכן נותר להוכיח שהמונים שווים.  

  ,לאחר פתיחת סוגריים וכינוס איברים דומים בשני האגפים         

3יח: נקבל שצריך להוכ          2 3 22k 35k 161k 222 2k 35k 161k 222        

  ניתן לראות ששני האגפים שווים.   
  

  טבעי. nנכונה עבור כל  הטענההאינדוקציה נובע ש עקרוןעל פי 

  
  טבעי מתקיים: n עבור כלבאינדוקציה כי  וחיהוכ

  
85.     (6n 11) (n 2)(3n 8)     .. .5 11 17    

  

86.    
2(n 1)(n 8n 18)

(n 2)(n 3)
3

      ... 2 3 3 4 4 5 5 6         

  

87.  
2 n 1

(3n 2)(3n 5) 3n 5


 

  
  ...

2 2 2

2 5 5 8 8 11
  

  
  

  

88.    
3n

n 2 5 (4n 7)5
(n 2) 5

16


  

    ... 2 31 5 2 5 3 5       

  

89.  2 1 1n nn(n 1)(2n 1)
n 2( 1) ( 1) 1

6
            ...2 3 2 11 14       

  

90.     n 1 n 1
3n 2 1

1
3 (n 1)! 3 (n 1)! 


  

   
  ...

1 2 3

2 5 8

3 1! 3 2! 3 3!
  

  
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  טבעי nההוכחה אינה עבור כל אינדוקציות נוספות ש
  

  , 1- מסוים שגדול מ n- מ טבעי החל nאם נרצה להוכיח נכונות של טענה עבור כל    

nהמסוים ולא עבור  n- נבצע את הבדיקה עבור ה    1 .  

  ,2- ל שווה טבעי שגדול או n נרצה להוכיח שהטענה נכונה עבוראם לדוגמה: 

nנבצע את הבדיקה עבור  2.השלבים האחרים יתבצעו כרגיל . 
  

 מתקיים:  2- טבעי שגדול מ nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ   .91
  

                                                        (2n 1) (n 4)(n 2)      ...7 9 11      

  

  מתקיים:  1- טבעי שגדול מ nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ   .92
 

                2n n1
4( 1) n(n 1) ( 1) (2n 4n 1) 7           ...6 12 20           

              

naטבעי על ידי הנוסחה:  nסדרה מוגדרת לכל   .93 n(n 3)  .  

nכי עבור  וחיהוכ 3 :מתקיים  

 2n
(n 2)(n 1)(n 3)

a
3

     ...1 2 3a a a    

  
  

  דוגמה:

  המתייחסים למספרים טבעיים.  להלן שלושה שוויונות    

  טבעי.  nרק אחד מן השלושה נכון לכל 

  אותו באינדוקציה: וחיהוכקבעו באיזה שוויון מדובר, ו
  

        1
4n(n 2)(n 4) (n 2)(3n 1)(4n 1)       ... 1 3 5 2 4 6 3 5 7            

  

         4n(n 2)(n 4) (n 1)(n 4)(n 5n )        ... 1 3 5 2 4 6 3 5 7            
  

         8
nn(n 2)(n 4) (n 1)(n 2)(n 19)        ...1 3 5 2 4 6 3 5 7            

  :מקוצר פתרון  

nנבדוק את נכונות כל אחת מהטענות עבור    1 .  

  נראה שכולן נכונות, כלומר מקיימות את בסיס האינדוקציה. 

nונות הטענות עבור נבדוק את נכ   2.כולן נכונות .  

nנבדוק את נכונות הטענות עבור    3.  

nרק הטענה השנייה נכונה עבור           3 .(...זו כנראה הטענה הנכונה)  

  שנייה.כעת נוכיח באינדוקציה את נכונות הטענה ה         
  

  טבעי.  nנכון לכל  רק אחד מן השנייםהמתייחסים למספרים טבעיים.  להלן שני שוויונות    .94

  אותו באינדוקציה: וחיהוכקבעו איזה שוויון נכון, ו
  

        2 nn(n 1) (n 1)(n 2)(n 3)
6

       ...2 2 21 2 2 3 3 4       
  

         2 nn(n 1) (n 1)(n 2)(3n 5)
12

       ...2 2 21 2 2 3 3 4       
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  טבעי.  nהמתייחסים למספרים טבעיים. רק אחד מן השלושה נכון לכל  להלן שלושה שוויונות    .95

  אותו באינדוקציה: וחיהוכקבעו איזה שוויון נכון, ו
  

        1
4n(n 2)(n 4) (n 2)(3n 1)(4n 1)       ...15 48 105      

  

         4n(n 2)(n 4) (n 1)(n 4)(n 5n )        ...15 48 105    

  

         8
nn(n 2)(n 4) (n 1)(n 2)(n 19)        ...15 48 105    

  

   :תשובות
  השוויון השני נכון.   .95השוויון השני נכון.     .94

  

  כשלים באינדוקציות של הוכחת שוויונות
  

   דוגמה:

1          נתונה הטענה:   4n 1
(2n 1)(2n 1) 2(2n 1)

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

nא. הראו שאם הטענה נכונה עבור                       k  טבעי כלשהו, אז היא נכונה גם עבורn k 1 .  

  טבעי? נמקו. nניתן להסיק שהטענה נכונה עבור כל  ב. האם מתשובתכם לסעיף א',  

  פתרון:  

nשהטענה נכונה עבור א. נניח  kשמתקיים:  , כלומר נניח  
  

                                       1 4k 1
(2k 1)(2k 1) 2(2k 1)

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  

nוכיח שהטענה נכונה עבור נ בהסתמך על ההנחה       k 1 :  
  

                     1 1 4k 5
(2k 1)(2k 1) (2k 1)(2k 3) 2(2k 3)

  
    

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  

  

  קבל שצריך להוכיח:    על פי החוקיות שבאגף שמאל, נ    
  

                    1 1 4k 5
(2k 1)(2k 1) (2k 1)(2k 3) 2(2k 3)

  
    

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  
  לפי הנחת האינדוקציה נחליף את הסכום:     

  

           1
(2k 1)(2k 1)


 

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

4kשבאגף שמאל בביטוי   1
2(2k 1)




.  

  

4kנקבל שצריך להוכיח:      1 1 4k 5
2(2k 1) (2k 1)(2k 3) 2(2k 3)

  
   

  

  
  

  נוכיח את הזהות על פי אחת הדרכים שהראינו בדוגמה הקודמת.    
  

  ב. לא ניתן להסיק, מכיוון שלא ביצענו את שלב בסיס האינדוקציה.  

nלא בדקנו את נכונות הטענה עבור               1.  
  

  בור גם אם שלב הבדיקה יתקיים (וכאן הוא לא יתקיים) והטענה נכונה ע :הערה  

  טבעי, תשובתנו לסעיף ב' לא תשתנה. nכל          
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  דוגמה:
1    נתונה הטענה:    

4n(n 2)(n 4) (n 2)(3n 1)(4n 1)       ... 1 3 5 2 4 6 3 5 7            
  

nא. הראו שהטענה נכונה עבור                       1 ונכונה עבור ,n 2.  

  טבעי? נמקו. nב. האם מתשובתכם לסעיף א', ניתן להסיק שהטענה נכונה עבור כל   

  פתרון:  

nא. נבצע בדיקה ונראה שהטענה נכונה עבור      1 ועבור ,n 2.  

  ו שמתקיים בסיס האינדוקציה.ב. בסעיף א' ראינ  

  מאחר ולא הראינו שמתקיים צעד האינדוקציה, לא ניתן להסיק שהטענה נכונה              

  טבעי. nעבור כל              
  

  :הערה  

  טבעי,  nגם אם שלב הצעד יתקיים (וכאן הוא לא יתקיים) והטענה נכונה עבור כל 

  תשובתנו לסעיף ב' לא תשתנה.
  

1          נתונה הטענה:    .96 4n 1
(2n 1)(2n 1) 2(2n 1)

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

nא. הראו שאם הטענה נכונה עבור                       k  טבעי כלשהו, אז היא נכונה גם עבורn k 1 .  

  טבעי? נמקו. nב. האם מתשובתכם לסעיף א', ניתן להסיק שהטענה נכונה עבור כל   
  

1n   נתונה הטענה:    .97 n(2 1) 2 n 2      ...3 5 9 17     

nא. הראו שאם הטענה נכונה עבור                       k  טבעי כלשהו, אז היא נכונה גם עבורn k 1 .  

  טבעי? נמקו. nב. האם מתשובתכם לסעיף א', ניתן להסיק שהטענה נכונה עבור כל   
  

2n(3n  נתונה הטענה:    .98 1) n(n 1)    ...1 4 2 7 3 10 4 13         
  

nא. הראו שהטענה נכונה עבור                       1 ונכונה עבור ,n 2.  

  טבעי? נמקו. nב. האם מתשובתכם לסעיף א', ניתן להסיק שהטענה נכונה עבור כל   
  

  נתונה הטענה:    .99
1 2n nn 2 2

2
(n 2)! (n 2)!

 
  

 
  ...

2 3 41 2 2 2 3 2

3! 4! 5!

  
      

  

nא. הראו שהטענה נכונה עבור                       1 ונכונה עבור ,n 2.  

  נמקו.טבעי?  nב. האם מתשובתכם לסעיף א', ניתן להסיק שהטענה נכונה עבור כל   
  

  

   :תשובות
  ב. לא.   .99ב. לא.    .98ב. לא.    .97ב. לא.    .96
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  זהויות טריגונומטריותאינדוקציות עם שימוש ב
  

   טבעי מתקיימות הזהויות הטריגונומטריות הבאות: nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ
  

100.  

n n 1sin sin
2 2sin n

sin
2

  
  


   ...sin sin 2 sin3       

  

101.   sin 2ncos(2n 1)
2sin

   


  ...cos cos3 cos5       

  

102.   2 1
2

sin n cos(n 1)
sin n n

sin
         

  ...2 2 2sin sin 2 sin 3       

  

103.    2sin(2n 1) sin n
sin sin

   
 

  ...sin sin3 sin5
sin sin sin

    
  

  

  

  

  תכונות התחלקותושילוב אישור זהויות  –אינדוקציות 
  

   טבעי מתחלק ללא שארית: nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ
  

104.  2 1n5   ...1 5 25    4- ב  
     

105.  n(n 1)(n 2)    ...1 2 3 2 3 4 3 4 5          6- ב  
     

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שלכל  וחיא. הוכ .106

               2 n(n 1)(2n 1)
n

6
    ...  2 2 21 2 3     

n(nטבעי הביטוי כי  nבלבד שעבור כל  א' על פי סעיף וחיב. הוכ           1)(2n 1)    

  ללא שארית. 6- מתחלק ב             
     

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה, או בדרך אחרת, כי לכל  וחיא. הוכ    .107

               
2(n 1)n n(n 1)

2 6
    ...0 1 1 2 2 3

2 2 2
      

  טבעי  nללא אינדוקציה שעבור כל  וחיבסעיף א' והוכ וב. היעזר        

2n(n הביטוי              1) ללא שארית. 6- מתחלק ב  
     

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ   . 108

              1n n1
4n 3 (2n 1)3 3         ...1 3 2 9 3 27       

1n(2n הביטויטבעי  nכל של וחיב. הוכ         1) 3 3   ללא שארית. 12- מתחלק ב  



 כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי          
 

190

  חישובים מספרייםאינדוקציות עם 
  

  דוגמה:
  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכא.   

                                       1 n
(2n 1)(2n 1) 2n 1

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  

1   את הסכום:  ובסעיף א' וחשב וב. היעזר  
39 41




  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  
  

1 את הסכום: ובסעיף א' וחשב וג. היעזר  
39 41




... 1 1 1
21 23 23 25 25 27

  
  

  

  

36את האיבר האחרון בטור שמשמאל, אם סכום הטור הוא  וד. מצא  
73.  

  פתרון:  

nנבדוק את נכונות הטענה עבור  דיקה:ב –שלב א' א.    1 .  

1- האיבר הראשון באגף שמאל הוא קבוע ושווה ל              
1 3

.  

1האיבר האחרון באגף שמאל הוא        
(2n 1)(2n 1) 

  כדי לדעת מהו האיבר האחרון . 

nאל עבור באגף שמ               1 , נציבn 1  1בביטוי
(2n 1)(2n 1) 

1. נקבל: 
1 3

.  

nנקבל שעבור         1 1: האיבר הראשון באגף שמאל הוא
1 3

  ון וגם האיבר האחר 

1באגף שמאל הוא               
1 3

n, לכן עבור  1  1אגף שמאל כולל איבר אחד בלבד שהוא
1 3

   

nומכאן שעבור                1 1- אגף שמאל כולו שווה ל
3

.  

nנעבור להתבונן באגף ימין:      
2n 1

n. גם כאן נציב  1 .  

1נקבל:      
2 1 1 

1, כלומר 
3

nקיבלנו שעבור  . 1  זה לזהשני האגפים שווים  

1- ל אחד מהם שווה ל(כ     
3

n) ומכאן שעבור  1 .הטענה נכונה  

  שלב הצעד. –שלב ב'      

nנניח שהטענה נכונה עבור  :הנחה      kשמתקיים:  , כלומר נניח  
  

                                       1 k
(2k 1)(2k 1) 2k 1

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  
  

nצריך להוכיח שהטענה נכונה עבור  בהסתמך על ההנחה        k 1 :  
  

                     1 1 k 1
(2k 1)(2k 1) (2k 1)(2k 3) 2k 3

  
    

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  
  

  יבר הוא למעשה שבר. על פי החוקיות שבאגף שמאל כל אהערה:      

 . המכנה של השבר הוא מכפלה.1- המונה של השבר קבוע ושווה ל     

   1, 3 , 5המספרים שבצד שמאל של מכפלה זו הם:  ... ,     

  מקודמו.  2- הם היא שכל מספר גדול בכך שהחוקיות ביני     

   3 , 5 , 7המספרים שבצד ימין של המכפלה זו הם: ... ,     

  מקודמו.  2- כך שהחוקיות ביניהם היא שכל מספר גדול ב     
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nכל סוגריים מומלץ לקחת הצידה, להציב בהם  כמו כן,       k 1  ,  

  להחזיר אותם באותה תבנית עם סוגריים, ולוודא שהחוקיות נשמרה.     
  

2n)לדוגמה: בגורם       1)                 :2)נקבל(k 1) 1) (2k 1)     

2n)בגורם                     1)                :2)נקבל(k 1) 1) (2k 3)     
  

1  נקבל שצריך להוכיח:        1 k 1
(2k 1)(2k 1) (2k 1)(2k 3) 2k 3

  
    

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  
  

  לפי הנחת האינדוקציה נחליף את הסכום:      
  

         1
(2k 1)(2k 1)


 

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

kשבאגף שמאל בביטוי  
2k 1

.  

  

kנקבל שצריך להוכיח:       1 k 1
2k 1 (2k 1)(2k 3) 2k 3

 
   

  
  

  נוכיח את הזהות על פי אחת הדרכים שהראינו בדוגמה הקודמת.     
  

  

  טבעי.  nנה עבור כל על פי עקרון האינדוקציה נובע שהטענה נכו     
  

1   את הסכום:  ובסעיף א' וחשב וב. היעזר  
39 41




  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  פתרון:       
                                              :טבעי מתקיים nהוכחנו בסעיף א' שלכל       

                                                  1 n
(2n 1)(2n 1) 2n 1

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  

1האחרון שבאגף שמאל הוא האיבר  nנמצא לאיזה ערך של       
39 41

 .  

1 טבעי מתקיים  nרך של עלינו למצוא לאיזה ע     1
(2n 1)(2n 1) 39 41


  

n נקבל .  20.  

1  נקבל שמתקיים:      20
39 41 2 20 1

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

20- ניתן לראות כי הסכום המבוקש שווה ל      
2 20 1 

20, כלומר 
41.  

1את הסכום: ובסעיף א' וחשב וג. היעזר  
39 41




... 1 1 1
21 23 23 25 25 27

  
  

  

  פתרון:       

1בסעיף ב' קיבלנו:                 20
39 41 41

 


  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

 .  
  

  הקשר בין הסכום המבוקש לסכום שמצאנו בסעיף ב' באופן הבא:  לתאר את ניתן             
    

  הסכום המבוקש                       

                    1
39 41




  ...1 1
19 21 21 23

  
 

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  
  

20שווה                                 
  לפי סעיף ב' 41

1אם נחשב את הסכום:               
19 21




  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  ונחסר את תוצאתו מהתוצאה  
  

  שקיבלנו בסעיף ב' נקבל את הסכום המבוקש.               

1כדי לחשב את הסכום:       
19 21




  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

1האיבר האחרון באגף שמאל הוא טבעי  nנמצא לאיזה ערך של       
19 21

nנקבל  . 10.  




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nנציב      10 .'בטענה שהוכחנו בסעיף א  

1  נקבל שמתקיים:              10
19 21 2 10 1

 
  

  ...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

10- הסכום שווה ל     
2 10 1 

10, כלומר 
21 .  

20הסכום המבוקש שווה לסכום    
10הסכום שקיבלנו בסעיף ב' פחות  41

21.  

20נקבל:     10
41 21 10, כלומר

  וזהו הסכום המבוקש.  861
  

36את האיבר האחרון בטור שמשמאל, אם סכום הטור הוא  וד. מצא  
73.  

  פתרון:       

nסכום הטור מיוצג על ידי הביטוי       
2n 1

36- נשווה לשבאגף ימין.  
n. נקבל 73 36.  

  

nנציב               36  1 באיבר האחרון שבאגף שמאל שהוא
(2n 1)(2n 1) 

 .  

1נקבל:              
(2 36 1)(2 36 1)   

1, כלומר 
71 73

1, ומכאן 
5183.  

  

   דוגמה:  

 טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכא.   
2 2

3 n (n 1)
n

4
   ...3 3 31 2 3    

  
  

314. ..3                                      סכום: ב. חשבו את ה   3 37 8 9    
  

2)3                נוסחה לסכום:  ו. מצאג   n)  ... +3n. ..3 3 31 2 3    

2)3             נוסחה לסכום:  ו. מצאד   n)   ...3 3 3(2 1) (2 2) (2 3)       

   :פתרון  

  .ההוכחהבשאלה זו נדלג על  .שלב הבסיס ושלב הצעד: באינדוקציה יש להוכיחא.   
  

     :טבעי מתקיים nב. הוכחנו בסעיף א' שלכל   
2 2

3 n (n 1)
n

4
   ...3 3 31 2 3                                           

  ניעזר בחיסור סכומים.      

314  ...3 נחשב את הסכום        3 31 2 3  ,  המתקבל על ידי הצבתn 14.  

36  ...3 ממנו נחסר נחשב את הסכום        3 31 2 3  ,  המתקבל על ידי הצבתn 6.  

  .10,584התוצאה הסופית היא        
  

  .nבמקום  2n ג. הסכום שבסעיף ג' מתקבל כאשר מציבים באגף שמאל של סעיף א'  

  וסחת הסכום מתקבלת אף היא באותה דרך,לכן נ      
  

 כלומר הסכום הוא:        
2 2 2 2

2 2(2n) (2n 1) 4n (2n 1)
n (2n 1)

4 4
     

  ד. ניעזר בחוקי חזקות ונקבל:   

  3(2 n)    ...3 3 3(2 1) (2 2) (2 3)     3(2 n)    ...3 3 3 3 3 32 1 2 2 2 3       
3nמשותף:                        נוציא גורם       )   ...3 3 3 32 (1 2 3     

  

נציב על פי ההוכחה באינדוקציה:              
2 2

3 2 2n (n 1)
2 2n (n 1)

4
    
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   דוגמה:  

  : טבעי מתקיימת הטענה nשעבור כל  נתון  

                                         1 an
(2n 1) (2n 1) bn 1

 
   

...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

  

  .bואת  aאת  וא. מצא  

  אכן נכונה.  הטענהטבעי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיב. הוכ         

  פתרון:  
nטבעי, כלומר נכונה עבור  nעבור כל נה נכונה הטעא.    1 ,n 2 ...  

nעבור       1  1מאל באגף שנקבל
1 3

a, ובאגף ימין  1
b 1 1


 

.  

nשני האגפים שווים עבור       1 1, כלומר a
3 b 1



.  

nעבור       2  1מאל  באגף שנקבל 1 2
1 3 3 5 5

 
 

a, ובאגף ימין  2
b 2 1


 

.  

nשני האגפים שווים עבור       2 2, כלומר 2a
5 2b 1



.  

  

a נפתור מערכת משוואות ונקבל       1 ,b 2.     

  בשאלה זו נדלג על ההוכחה, מאחר והראינו הוכחות כאלה.ב.   
  

  תרגילים
  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ  .1
  

              2 n(n 1)(2n 1)
n

6
     ...2 2 21 2 3    

220  ...2את הסכום:   ובסעיף א' וחשב וב. היעזר         2 21 2 3    
  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ   .2

              1 n
(3n 1)(3n 2) 2(3n 2)

 
  

  ...1 1 1
2 5 5 8 8 11

  
  

  
  

1 את הסכום: וב. חשב      
38 41




  ...1 1 1
2 5 5 8 8 11

  
  

  

  

1 טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ    .3
3n(n 3) n(n 1)(n 5)      ...1 4 2 5 3 6       

20את הסכום:     וב. חשב   23    ...1 4 2 5 3 6       

60את הסכום:    וג. חשב   63    ...1 4 2 5 3 6       

60:  את הסכום ווחשב ,בסעיפים קודמים וד. היעזר      63  ...21 24 22 25     
  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ   . 4
  

             2 n(2n 1)(2n 1)
(2n 1)

3

 
    ...2 2 21 3 5    

233  ...2את הסכום:   וב. חשב   2 217 19 21    
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 טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ   .5
2 2 2

2n 1 1
1

n (n 1) (n 1)


  

 
  ...

2 2 2 2

3 5

1 2 2 3
 

 
  

את הסכום:   וב. חשב         
2 2

57

28 29



  ...

2 2 2 2

25 27

12 13 13 14
 

 
.  

  

 טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ    .6
n(n 1)(n 11)

n(n 7)
3

 
     ...1 8 2 9 3 10       

170  ...8את הסכום:  וב. חשב          18 30    

450  ...98את הסכום:   וג. חשב     120   
  

 טבעי מתקיים: nח באינדוקציה כי לכל יא. הוכ   .7
1 n

(n 1)(n 2) 2n 4
 

  
   ...

1 1 1

6 12 20
    

1את הסכום:  וב. חשב        
210

  ...1 1
42 56

   

  

 טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ   .8
2

2 n(n 9n 17)
(n 5n 3)

3

 
     ...9 17 27 39     

1053  ...39  את הסכום: וב. חשב       53 69    
  

  טבעי מתקיים: nכי לכל באינדוקציה  וחיא. הוכ    .9

                                                                              
1 3 1 1

n(n 2) 4 2n 2 2n 4
   

  
  ...

1 1 1

1 3 2 4 3 5
  

  
  

  

1ב. נתון שהאיבר האחרון בטור שבסעיף א' הוא    
224 .  

  את סכום הטור. וחשב         
  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ     .10
1 n

(n 3)(n 4) 4(n 4)
 

  
  ...

1 1 1

4 5 5 6 6 7
  

  
  

1 המחוברים הראשונים של הטור שבסעיף א' הוא nב. נתון שסכום         
5.  

  י בטור.- n- את המחובר ה וחשב              
  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ   .11 
1 n

n(n 1) n 1
 

 
  ...

1 1 1

1 2 2 3 3 4
  

  
  

          

   אם נתון: nשל  את הערך וב. מצא
1 1

n(n 1) 20
 


  ...

1 1 1

10 11 11 12 12 13
  

  
  

  

  טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ    .12
2

3 n(n 1)
n

2

     
  ...3 3 31 2 3  .  

3nאם נתון:  nאת הערך של  וב. מצא          7497   ...3 3 38 9 10    



 כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי          
 

195

1n  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ    .13 n(2 3) 2 3n 2      ...5 7 11 19     

1027 ...5את הסכום:  ושבב. ח        7 11  .  
  

טבעי מתקיים:    nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ   .14
1n

n (2n 1)3 3
2n 3

2

 
    ...6 36 162    

20את הסכום:  וב. חשב   59049   ...12 729 .  
  

 טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ    .15
2n n 1 n 1

1
n! n!

  
    ...

1 1 5 11

1! 2! 3! 4!
        

                             

89את הסכום:  וב. חשב       
10!

  ...41 55
7! 8!

   

  

  טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ    .16

              1 1n n1
4( 1) (5n 7) ( 1) (10n 19) 19           ...12 17 22 27     

67  ...12את הסכום:   וב. חשב     17 22 27     

192  ...127את הסכום:   וג. חשב     132 137   .  
  

    טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ   .17

              
1 2 1n n( 1) (2n 1) ( 1) n

n(n 1) n 1

     
 

  ...1 7 17 31
2 6 12 20
     

14האחרון בטור שמשמאל, אם סכום הטור הוא את האיבר  וב. מצא  
15.  

  

 מתקיים: זוגיטבעי  nבאינדוקציה שלכל  וחיא. הוכ  .18
n(3n 2)

(3n 4)
4
    ...2 8 14    

44 . ..2את הסכום:   וב. חשב       8 14    

80  ...38את הסכום:   וג. חשב       44 50    
  

  טבעי מתקיים:    nבאינדוקציה כי לכל  וחיהוא מספר טבעי. הוכ p א.    .19
  

              
n(n 1)(2n 1 3p)

n(n p)
6

  
    ...1(1 p) 2(2 p) 3(3 p)       

20)20אם נתון:  pאת  וב. מצא           p) 4488    ...4(4 p) 5(5 p)   .  
  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ   .20

     
1

1
2

n n n
n nx nx x 1

nx
(x 1)


   

 


  ...2 31 2x 3x 4x     

  

1nnנוסחה לסכום:   וב. מצא 3    ...0 1 2 31 3 2 3 3 3 4 3         
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1נתון הטור:        .21
(2n 1)(2n 1)


 

...1 1 1
1 3 3 5 5 7

  
  

 .  

anהנוסחה 
bn 1

  האיברים הראשונים של הטור. nמייצגת את סכום  

  .bואת  aאת  וא. מצא   

  טבעי נוסחת הסכום אכן נכונה.  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיב. הוכ         
  

2Anהנוסחה   .22 Bn 1  מייצגת את האיבר ה -n -, ...  :2, 15, 40י של הטור.  

  .Bואת  Aאת  וא. מצא       

מתקיים:  טבעי nשעבור כל  וחיב. הוכ       
2

1 2 3 n
n(4n n 1)

a a a ... a
2
                   

  

1    :באינדוקציה וחיא. הוכ     .23 11
n(n 1) n 1

  
 

 ...1 1 1
1 2 2 3 3 4

  
  

 

  האיברים הראשונים של הטור שבסעיף א'. nהוא סכום  nSב.       

1nאם נתון:  nאת  וחשב                 n
1

132S S  .  

  

2        באינדוקציה: וחיא. הוכ    .24 n(n 1)(2n 1)
n

6
    ...2 2 21 2 3    

25) נוסחה לסכום: n(באמצעות  וב. מצא        n  ...  2 2 25 1 5 2 5 3       

את הסכום:    וג. חשב  
213

6
  ...

2 2 21 2 3
6 6 6
                                       

  

    :הבאינדוקצי וחיא. הוכ  .25
2 2

3 n (n 1)
n

4
   ...3 3 31 2 3    

  

2)3נוסחה לסכום:  וב. מצא   n)   ...3 3 3(2 1) (2 2) (2 3)       

את הסכום:  וג. חשב   322
7  ...     3 3 38 9 10

7 7 7    

  

  טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ  .26

              1 n
n(n 1) n 1

 
 

  ...1 1 1
1 2 2 3 3 4

  
  

  

4בעזרת סעיף א' את הסכום:   וב. חשב
15 16




  ...4 4
1 2 2 3

 
 

  

1ם:  בעזרת סעיף א' את הסכו וג. חשב
15 80




  ...1 1 1
1 10 2 15 3 20

  
  

    

1 ו בעזרת סעיף א' את הסכום:ד. חשב
75 80




  ...1 1 1
5 10 10 15 15 20

  
  

  

  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .27

                               1n n1
4(3n 1) 3 (6n 5) 3 5           ...1 22 5 3 8 3      

2 נוסחה לסכום: nבאמצעות  ובסעיף א' ומצא וב. היעזר   1n(3n 1) 3     ...1 2n n n2 3 5 3 8 3        
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2 טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .28 n(n 1)(2n 1)
n

6
    ...2 2 21 2 3    

  ...2(2n)2נוסחה לסכום:   וב. מצא   2 21 2 3  .  

  ...2(2n)2נוסחה לסכום:   וג. מצא   2(n 1) (n 2)   .  
  

nטבעי על ידי הנוסחה: nסדרה מוגדרת לכל  א.  .29
na ( 1) (4n 6)   .  

)nהאיברים הראשונים בסדרה הנתונה הוא  nטבעי, סכום  nכי לכל  הראו     1) (2n 4) 4  .   

62  ...30את הסכום:  וף א' בלבד וחשבבסעי וב. היעזר   34 38  .    
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  תשובות:

13ב. .2.  2870ב. . 1
  .5865ב.  .4.  75800. ד. 79300. ג. 3500ב.   .3.  82

1ב.   .7.  3068.  ג. 770ב.  .6.  0.005755ב. . 5
329ב. . 9 . 11817ב.. 8.  10

480  .  

1ב.  .10
n ב.  .11.  380 19  .12.   .בn 13  .13 . .1679616ב.  . 14.  2076ב.   

391ב.  .17. 35. ג. 30ב.  . 16 . 0.00972ב.  . 15
210.  18 .  .472.  ג. 184ב.  

pב.   .19 8.  20.   .ב
n(2n 1) 3 1

4
  

aא.   .21.    1 ,b 2. 22  . .אA 6 ,B 5.       

nב. .  23 10  .24.   .ב
5n(n 1)(2n 1)

6
 

2ב.  . 25  .136.5.  ג.  22n (n 1) .63225.  ג
343

.  

3ב. .  26
3ג.  . 43

3.  ד. 16
nב.  . 27.   80 n1

4 3 (6n 5) 3 5     .    

. ב . 28
n(2n 1)(4n 1)

3
 

.  ג. 
n(2n 1)(7n 1)

6
 

  .46ב.   .29  .
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  אינדוקציות עם כלל נסיגה
  

  הוכחת תכונות התחלקות עם כלל נסיגה 
  

 דוגמה:
1aטבעי באמצעות הכלל: nסדרה מוגדרת לכל  18 ,2n

nn 1a a 7 5
    .  

  ללא שארית. 6- הוכיחו באינדוקציה שכל איברי הסדרה מתחלקים ב

  פתרון:

naנוכיח באינדוקציה כי 
6

  טבעי. nהוא מספר שלם עבור כל  

nנציב  בדיקה: –שלב א'  1 :1. נקבלa
6

18, כלומר 
  .3ומכאן  6

nקיבלנו מספר שלם ולכן עבור  1 .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

kaכלומר נניח שהביטוי 
6

  הוא מספר שלם.  

nל כך נוכיח שהטענה נכונה עבור בהסתמך ע k 1  ,  

kכלומר נוכיח שהביטוי  1a
6
 .הוא מספר שלם  

  נפתח את הביטוי שקיבלנו על פי כלל הנסיגה הנתון.  הוכחה:         
  

נקבל: 
2 2

1
k k

k k ka a 7 5 a 7 5
6 6 6 6

 
     .  .קיבלנו סכום של שני מחוברים  

  
  הנחת האינדוקציה. שמאלי הוא מספר שלם על פיהמחובר ה

כדי להוכיח שהמחובר הימני 
2k7 5
6

   ניעזר באינדוקציה נוספת,  מספר שלם  

טבעי הביטוי  nכלומר נוכיח באינדוקציה שעבור כל 
2n7 5
6

  .הוא מספר שלם  

nנציב  בדיקה: –שלב א'  1 :נקבל .
37 5
6
 58, כלומר.  

nקיבלנו מספר שלם, לכן עבור  1 .הטענה נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו           k ,  

כלומר נניח שהביטוי 
k 27 5

6

   .הוא מספר שלם  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

כלומר נוכיח שהביטוי 
( 1) 2k7 5

6

   .הוא מספר שלם  

  הוכחה:
( 1) 2 2 2 2k k k k7 5 7 7 5 7 5 6 7

6 6 6 6

            
  

  ברים. המחובר השמאלי הוא מספר שלם על פי הנחת קיבלנו סכום של שני מחו

k- האינדוקציה הנוספת. המחובר הימני שווה ל 27 לכן גם הוא מספר שלם ,,  

  ומכאן שסכום שני המחוברים הוא מספר שלם.
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  תרגילים
  

1aטבעי על ידי הכלל:  nסדרה מוגדרת לכל     .1 30 ,3
1n na a n 5n    .  

  ללא שארית. 6- מתחלק ב naטבעי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ
  

1a: ידי הכלל- טבעי על nמוגדרת לכל  סדרה    .2 56 ,1
n n

n na a 81 25   .                          

  שארית.ללא  28- איברי הסדרה מתחלקים ב כל כי באינדוקציה וחיהוכ       
  

2aאם  : באינדוקציה וחיהוכ  .3 80 ,3 1
1

n n
n na a 2 8 3 
     , אזna ללא שארית. 40- מתחלק ב  

  

1a :הכלל על ידי טבעי  nלכל  סדרה מוגדרת    .4 18.  

  ללא שארית. 15- במקום זוגי מתחלק בבסדרה הנמצא כל איבר שבאינדוקציה, ו חיהוכ       
  

1a על ידי:טבעי  nלכל  סדרה מוגדרת   .5 70 ,1n na 6a 115   .  

  .ללא שארית 35- חלק בתמ זוגי- אי םבמקו הנמצאבסדרה  כל איבר: וחיהוכ
  

1a :הכלל על ידיטבעי  nלכל  סדרה מוגדרת   .6 12 ,1
n

n na 6a 5 11     

  .2השארית המתקבלת היא  5- באינדוקציה כי כאשר מחלקים כל אחד מאיברי הסדרה ב וחיהוכ
  

1aעל ידי:  טבעי  nלכל  סדרה מוגדרת   .7 17 ,2
1n na a n 7n 8    .  

 זוגיים. - כל איברי הסדרה הם איבאינדוקציה כי  וחיהוכ         
  

3a ידי:- טבעי על nמוגדרת לכל  סדרהא.   . 8 768 ,1
n 1

n na a 9 8n 9
   .  

  שארית.ללא  64- ב יםמתחלק כי כל איברי הסדרה באינדוקציה הוכיחו     

  .mמקבלים מספר שלם  64- ב 4aב. נתון כי כאשר מחלקים את 

  .64- ב 5aאת המספר המתקבל כאשר מחלקים את  mבאמצעות  ועיהב    
  

1aטבעי על ידי הכלל:  nסדרה מוגדרת לכל   .9 8 ,nn 1a 7a 6  .  

nטבעי:  nהמקיימת לכל  nbמגדירים סדרה נוספת    nb a 4 .  

 טבעי.  nללא שארית לכל  6- מתחלק ב nbבאינדוקציה:  וחיהוכ  
  

1aטבעי על ידי הכלל:  nסדרה מוגדרת לכל   .10 1 ,2
nn 1a a 3n 3n 1    .  

nטבעי:  nהמקיימת לכל  nbמגדירים סדרה נוספת    nb a n .  

  ללא שארית. 24- מתחלק ב זוגי- הנמצא במקום אי 3b ,2b ,1b: כל אחד מאיברי הסדרה ...,וחיהוכ  
  

mב.  . 8תשובות:  922  . .  
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  התלכדות של סדרות – אינדוקציות עם כלל נסיגה
  

  ונות של נוסחה לאיבר הכללי על פי כלל נסיגה נתון.בסעיף זה נוכיח נכ  

  עם הסדרה המוגדרת  מתלכדתלמעשה, נוכיח שהסדרה המוגדרת על פי כלל הנסיגה   

  על פי האיבר הכללי.          

  כמו כן, נראה בעיות אחרות המשלבות כלל נסיגה והוכחה באינדוקציה. 
  

 דוגמה:
1aטבעי באמצעות כלל הנסיגה:  nסדרה מוגדרת לכל  4 ,nn 1a 3a 2  .  

1n טבעי מתקיימת הנוסחה nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ
na 5 3 1  .  

  פתרון:

nנבדוק את נכונות הנוסחה עבור  בדיקה: –שלב א'  1.  

nנציב  1  1בנוסחהn
na 5 3 1   .  

1נקבל:  1
1a 5 3 1   0, כלומר

1a 5 3 1    1ומכאןa 4 .  

1aעל פי הנתון  4 לכן עבור ,n 1 הנוסחה ל -na  .נכונה  
  

  שלב הצעד. –שלב ב'   

nנכונה עבור מספר טבעי כלשהו  נוסחהנניח שה          k ש, כלומר נניח - k 1
ka 5 3 1  .  

nבהסתמך על כך נוכיח שהטענה נכונה עבור  k 1  ,  

kר עלינו להוכיח שמתקיים כלומ 1
k 1a 5 3 3 1
    .  

kמתקיים: שעל פיו כלל הנסיגה הנתון נציב את  1 ka 3a 2  .  

kנקבל שצריך להוכיח:  1
k3a 2 5 3 3 1    .  

kבביטוי  kaעל פי הנחת האינדוקציה ניתן להחליף את  1(5 3 1)  .  

kלהוכיח:  בצע החלפה זו ונקבל שנותרנ 1 k 13(5 3 1) 2 5 3 3 1       .  

kלאחר פתיחת סוגריים נקבל שצריך להוכיח:  1 k 13 5 3 3 2 5 3 3 1        .  

  ניתן לראות ששני האגפים שווים.

nנכונה עבור  na- בדקנו שהנוסחה ל 1 .  

nו שמההנחה שהנוסחה נכונה עבור הראנ k  נובע שהיא נכונה עבורn k 1    

  טבעי.  nהאינדוקציה נובע שהנוסחה נכונה עבור כל ולכן על פי עקרון 
  

  תרגילים
  

1aעל ידי כלל הנסיגה: טבעי  nסדרה מוגדרת לכל   .1 1 ,nn 1a a 2n 1   .    

2טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ         
na n.  

  

1aטבעי לפי כלל הנסיגה:  nסדרה מוגדרת לכל   .2 1 ,nn 1a a n 1   .  

טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ  
2

n
n na

2
.  

  

2aטבעי על ידי הכלל:  nסדרה מוגדרת לכל   .3 8 ,2
nn 1a a 3n 3n 1     .  

3טבעי מתקיים:  nשלכל  וחיהוכ
na n.  
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3aטבעי לפי כלל הנסיגה:  nסדרה מוגדרת לכל   .4 8 ,n
nn 1a a 2   .  

nטבעי מתקיים:  nשלכל  וחיהוכ
na 2.  

  

  טבעי: nשלכל  באינדוקציה וחיהוכ
  

  

1aאם     .5 4 , 1n na a 18n 3    ,2  אז
na (3n 1) .  

  

1aאם    .6 6, 2
1n na a 3n 13n 6     ,2  אז

na n (n 5)  .  
  

1a אם   .7 2 , 1n na 2a 4  ,  אז n
na 2 4 .  

  

1aאם   .8 2 ,n
nn 1a a 2( 1) 3     אז ,n

na 3n ( 1)  .  
  

1aאם    .9 1 ,1n n
n 1

a a
n


 ,אז na n.  

  

1aאם     .10 2 ,1
1

n
n na 2 a
   ,   אז

( 1)
2

n

n n

a 2


.  
  

1aאם    .11 1 ,1n na (n 1)a   ,אז  na n!.  
  

1a    :כלל הנסיגה על ידי טבעי nלכל  סדרה מוגדרת  . 12 1,2 1
1

n
n na a t 
   )t  .(וחיהוכמספר טבעי 

12nטבעי:  nעבור כל כי באינדוקציה 
na t .  

  

  
  טבעי על ידי כלל הנסיגה: nסדרה מוגדרת לכל     .13
                                                                                              
       

  

nטבעי:   nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ
na 2 1 .  

1n2טבעי:  nשעבור כל  וחיב. הוכ     n 2  na   ...1 2 3a a a                                                         .  
  

naטבעי: nנתונה סדרה המקיימת לכל     .14 n(3n 1) .  

  כלל נסיגה לסדרה זו. מצאוא.          

  באינדוקציה או בדרך אחרת,  וחיב. הוכ         

2 טבעי מתקיים: nכי לכל              
na n (n 1)    ...1 2 3a a a  .  

50את הסכום:   וג. חשב          149   ...21 62 22 65   .  
  

  

1

1n n

a 3

a 2a 1


  
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1aסדרה מוגדרת באמצעות כלל הנסיגה:   .15 6 ,nn 1a 2a n 2   .  

n: טבעי  nמקיימת לכל  nbהסדרה   
nb 2 n 3  .  

nטבעי מתקיים:  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ   na b.  

באינדוקציה:   וחיב. הוכ  
2

1n
n

n 7n 4a 2
2

      ...1 2 3a a a   .  

  

1aטבעי על ידי כלל הנסיגה:  nסדרה מוגדרת לכל   .16 0 ,nn 1a a 8n   .  

nלפי  3b ,2b ,1bמגדירים סדרה ... ,   nn 1b a a .  

nבאינדוקציה:   וחיהוכ   n 1b a    ...1 2 3b b b  .  
  

  

nטבעי לפי:  nסדרה מוגדרת לכל   .17 na n 5 b   6, כאשרn  ...nb 6 1 6 2 6 3      .  

  בלבד. nכפונקציה של  na- נוסחה ל וא. מצא

באינדוקציה:   וחיב. הוכ
2

n 2
(n 2)(2n 15n 37)

a
2

     ...1 2 3a a a  .  

  

  נתונות שתי הגדרות שונות, בעזרת כלל נסיגה, לאותה סדרה:  .18

1n na a 2n 1    ,2
1n na 2n 2n 1 a    .  

  בלבד. nבאמצעות  na- חה לנוס ומצא
  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ
  

1aאם   .19 3 ,2a 5 ,nn 2 n 1a 2a a   אז ,na n 2 .  
  

1aאם   .20 1 ,2a 4 ,nn 2 n 1a 2a a 2    2, אז
na n.  

  

  תשובות: 

1nא. . 14 na a 6n 2    ,1a 2 .23א.   .17  .119100.  גn 4n 5  . 18. 2
na n  .  
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  חזרהלות שאל –אינדוקציות 
  

  אישור זהויותעם חזרה לשאלות 
  

   טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .1

      
4 2(n 1) (n 1)

n(n 1)(2n 1)
2

       ...1 2 3 2 3 5 3 4 7          
  

  . מהו האיבר האחרון בטור?14196ב. נתון שסכום הטור הוא   
  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .2

     
2 2(n 3n)(n 3n 2)

n(n 1)(n 2)
4

       ...1 2 3 2 3 4 3 4 5          
  

n(n, אם נתון:  nאת  וב. מצא 1)(n 2) 1974     ...2 3 4 3 4 5       
  

         טבעי מתקיים: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .3

       
1 1n n( 1) (2n 1) ( 1)

1
n(n 1) n 1

     
 

  ...3 5 7 9
1 2 2 3 3 4 4 5

   
   

  

  

35את הסכום:   וב. חשב  
306  ...13 15 17

42 56 72     

18את האיבר האחרון בטור שמשמאל, אם סכום הטור הוא  וג. מצא  
19 .  

  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ  .4

              
n(n 1)(n 2)

n(n 1)
3

     ...1 2 2 3 3 4       

aנתון: הם מספרים טבעיים.  b- ו aב.            b 1 .  
                

  כי מתקיים: וחיהוכ     
3 2 3a 3a 2a b b

a(a 1)
3

   
   . ..b(b 1) (b 1)(b 2)       

  

  טבעי מתקיים: nבעזרת אינדוקציה כי לכל  וחיא. הוכ     .5

              1 5 2n 9
(n 3)(n 5) 12 2(n 4)(n 5)

  
   

  ...1 1 1
2 4 3 5 4 6

  
  

  

1אם נתון:   kאת  וב.  מצא         57
k(k 2) 154

 


  ...1 1
2 4 3 5

 
 

  

  

  טבעי מתקיים: nבאינדוקציה כי לכל   וחיא. הוכ    .6

                                                    1 n
(4n 1)(4n 3) 3(4n 3)

 
  

  ...1 1
3 7 7 11

 
 

          
     

  אותו אם נתון:  והוא מספר טבעי. מצא tב.     

                                                                  1 7
39 43 645

 


  ...1
(4t 1)(4t 3)


 
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 טבעי: nבאינדוקציה שלכל  וחיא. הוכ   . 7
2 2

3 n (n 1)
n

4
   ...3 3 31 2 3    

  ...3(2n)3  עיף א' ומצא נוסחה לסכום:       בס וב. היעזר         3 32 4 6    

  ...3(2n)3          בסעיף א' ומצא נוסחה לסכום: וג. היעזר         3 31 2 3                           

2n)3נוסחה לסכום:  וג' ומצא- בסעיפים ב' ו וד. היעזר         1)  ...3 3 31 3 5         

  

2טבעי:  nח באינדוקציה שלכל יא. הוכ    .8 n(n 1)(2n 1)
n

6

 
  ...2 2 21 2 3                                                         

  ...2(2n)2את הסכום:               nע באמצעות יב. הב          2 2 22 4 6 8     
  

2n)2- נוסחה ל ועיפים הקודמים ומצאג. היעזר בס         1)  ...2 2 21 3 5    
  

1 נתון הטור:    .9
(n 1)(n 2)


 

 ...1 1 1
2 3 3 4 4 5

  
  

.  

      

  הראשונים.  איברי הטור nאת סכום  nS- נסמן ב         

  :     nS- להלן רשומות שלוש נוסחאות ל
  

   )1   (n
n 1S

4n 8



       )2  (n
nS

2n 4



         )3  (

2

n
n 12n 2S

30(n 2)
 


          

 
               

   ,איברי הטור הראשונים nסכום  אתלו אינן מייצגות כי שתיים מבין שלוש הנוסחאות הל הראו        

  איברי הטור הראשונים. nאכן מייצגת את סכום  nS- באינדוקציה כי הנוסחה שנותרה ל וחיוהוכ           
  

  טבעי מתקיים:   nשלכל  וחיא. הוכ    .10
                                                                                      

                           n n
(n 1 p)n! (n 1)!

1
p p

  
    ...

2 3

(2 p)1! (3 p)2! (4 p)3!

p p p

  
    

      

 בעזרת סעיף א' את הסכום:  וב. חשב
10

9.5 10!
1.5
  ...

2 3
0.5 1! 1.5 2! 2.5 3!
1.5 1.5 1.5
                

  
  
  

  

  

  תשובות: 

1ב.   .3.  8ב.  .2 . 3900ב.  . 1
9 .37.  ג

342.  

kב.  . 5 20.  6.   .בt 4.  

2ב.  . 7 22n (n 1) .2.  ג 2n (2n 1) .2.  ד 2n (2n 1).  

ב.   . 8
2n(n 1)(2n 1)

3
 

ג.  . 
n(2n 1)(2n 1)

3
 

.  

     .692,217.38 .ב  .10   ) אינן מייצגות.3(- ) ו1(  .9
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  סדרותשל התלכדות עם חזרה ללות שא
  

1aטבעי לפי כלל הנסיגה: nסדרה מוגדרת לכל   .11 1, n
nn 1a 2a 3( 1)    .     

nטבעי מתקיים:   nבאינדוקציה כי לכל  וחיהוכ   n
na 2 ( 1)  .  

  

1aטבעי לפי הכלל:  nסדרה מוגדרת לכל   .12 1  ,nn 1a 2a n 1   .  

nטבעי:  nמקיימת לכל  3b ,2b ,1bסדרה נוספת  ... ,  
nb 2 n .    

nטבעי מתקיים:  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ   nb a 2  .  
  

1aטבעי על ידי:  nסדרה מוגדרת לכל   .13 1 ,3 2
nn 1a a n 3n 3n 1     .  

3טבעי:  nמקיימת לכל  nbהסדרה   
nb n.  

nבאינדוקציה:  וחיהוכ nb a   ...1 2 3b b b  .  
  

1nסדרה הוא  האיברים הראשונים של  nסכום   .14
nS 3 2 6   .  

  שהסדרה היא סדרה הנדסית. וחיא. הוכ  

2nבאינדוקציה:  וחיב. הוכ  
nS 3(2 2n 4)     ...1 2 3S S S    

  

  ות הוכחת תכונות התחלקות לחזרה עם שאל
 

  נתונים שלושה מספרים זוגיים עוקבים.   .15

  ללא שארית. 18- החזקות השלישיות של שלושת המספרים מתחלק ב נדוקציה שסכוםבאי וחיהוכ         
  

n10טבעי מסוים הביטוי  nשאם בשביל  וחיא. הוכ  .16 1 ללא שארית, 11- מתחלק ב  

n)י גם בשביל אז               2) ללא שארית. 11- הביטוי מתחלק ב  

  : ו את קביעתכםהיא נכונה, ונמק 2או  1איזו משתי הטענות  וב. קבע          

n10. הביטוי 1               1 ללא שארית לכל  11- מתחלק בn .טבעי זוגי  

n10. הביטוי 2               1 ללא שארית לכל  11- מתחלק בn זוגי.- טבעי אי  
  

1n5טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיכא. הו    .17 4n 11     

  ללא שארית. 16- מתחלק ב              

  טבעי nכל ללא אינדוקציה שעבור  וחיב. בהסתמך על סעיף א' בלבד הוכ    

2n5הביטוי               12n 7   ללא שארית.  16- מתחלק ב  
  

nטבעי הביטוי  nבאינדוקציה כי עבור כל  וחיא. הוכ    .18 n8 3 ללא שארית. 5- מתחלק ב  

nטבעי שעבורו  nב. האם קיים       n8 3 וללא שארית? נמק 10- מתחלק ב .  
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  זוגי: - טבעי אי nללא עזרת אינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ  .19

3nא. הביטוי    n ללא שארית. 24- מתחלק ב  

2ב. הביטוי  2(n 1)(n 9)  ללא שארית. 384- מתחלק ב  
  

nטבעי הביטוי  nשלכל  וחיא. הוכ  .20 n9 2 ללא שארית. 7- מתחלק ב  

  טבעי הביטוי   nשלכל  ,ללא אינדוקציה וחיבסעיף א' והוכ ורב. היעז  

             n n n81 2 18 4   ללא שארית.     49- מתחלק ב  
  

2n טבעי זוגי הביטוי nבאינדוקציה כי עבור כל  וחיא. הוכ    .21 10n ללא שארית. 8- ב מתחלק  

  הם מספרים זוגיים.  b- ו aב.     

2כי אם  ו בסעיף א' והראוהיעזר               2a b ללא שארית,  8- מתחלק ב  

5aהרי                5b ללא שארית. 4- מתחלק ב  
  

5 טבעי הסכום  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .22 2n2   ...3 4 5n n n2 2 2       

  ללא שארית. 240- מתחלק ב              

122  ...5(ללא מחשבון) שהסכום   ב. הראו 6 72 2 2   ללא שארית 80- מתחלק ב  

  ללא שארית.  60- וגם מתחלק ב    
  

n2כי הביטוי  וחיהוכ    .23 1 ללא שארית לכל  7- מתחלק בn ללא שארית. 3- המתחלק ב טבעי  
  

1nכי הביטוי  וחיהוכ    .24 n3 105 2   ללא שארית לכל  211- מתחלק בn ללא שארית. 5- טבעי המתחלק ב  
  

n2כי הביטוי  וחיהוכ   .25 5 ללא שארית לכל  7- מתחלק בn  טבעי  

  .3- כשמחלקים אותו ב 1המשאיר שארית          
  

n2כי הביטוי  וחיא. הוכ    .26 22 ללא שארית לכל  15- מתחלק בn טבעי  

  .4- שמחלקים אותו ב 3המשאיר שארית           

112- , ללא עזרת מחשבון, שוחיב. הוכ     7 ללא שארית. 15- מתחלק ב  
  

2nכי הביטוי  וחיהוכ   .27 8n 16  ללא שארית לכל  100- מתחלק בn  6טבעי המסתיים בספרה.  
  

1     מתקיים: nשעבור כל  וחי. הוכ1- מספר ששונה מ xא. נתון       .28
n

n x 1x
x 1

  


  ...2 31 x x x     
                        

n9- ש וחיב. בעזרת סעיף א' הוכ     7 ללא שארית לכל  8- מתחלק בn .טבעי  
  

2טבעי הביטוי  nללא אינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ  .29 2(n 5n 5) 1   ללא שארית. 24- מתחלק ב  
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  טבעי מתחלק ללא שארית: nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ
  

30.   2nn(7 n )  31                              6- ב.  n1 (4n 1)5  16- ב  
  

1nטבעי הביטוי  nבאינדוקציה שלכל  וחיא. הוכ    .32 n4n 5 21 5 21    ללא שארית. 16- מתחלק ב  

4- לפי סעיף א' ש וחיב. הוכ   312 5 21 5   16- כאשר מחלקים אותו ב 11ית משאיר שאר .  
  

1a :הכלל על ידי טבעי nלכל  סדרה מוגדרת   .33 40 ,1n na 6a 170  .             

  ללא שארית. 35- מתחלקים ב ,במקומות הזוגייםכי כל איברי הסדרה, הנמצאים  וחיהוכ      
  

  :כלל הנסיגה הבא על ידי טבעי  nלכל  סדרה מוגדרת   .34

           
    

      

 שארית ללא 24- מתחלקים ב 3a ,1(a... ,(זוגיים - איבמקומות ה עומדים: כל האיברים  הוחיהוכ

  .  שארית לאל 24- מתחלקים באינם  4a ,2(a... ,(הזוגיים  במקומות עומדיםהכל האיברים ואילו 
  

5נתון הטור ההנדסי:   .35 1n2   ...1 2 4 8   .  

  את סכום הטור. nבאמצעות  ועיא. הב  

  ללא שארית.  31- טבעי סכום הטור מתחלק ב nבאינדוקציה או בדרך אחרת שעבור כל  וחיב. הוכ  
  

1nטבעי הביטוי  nכי עבור כל  וחיא. הוכ    .36 n5 )(5 7) 4    ...2(1 5 5   . הוא ריבוע של מספר שלם  

  שארית.ללא  4- שהביטוי שבסעיף א' מתחלק ב וחיב. הוכ    
  

טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ  .37
(2n)!

n!
  ללא שארית. n2מתחלק בביטוי  

  

1npטבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .38 (p 1)n p      

p)2- מתחלק ב     1)  .ללא שאריתp .הוא מספר טבעי  

5pלפי סעיף א' שהביטוי  וחיב. הוכ   5p 4  מתחלק ב -(p 1) .ללא שארית  
  

את הזהות:  וחיא. הוכ  .39
12 2 2n n n

2 1 (2 1)(2 1)


   .  

)טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שלכל  וחיבסעיף א' והוכ והיעזר ב. )2n
2 1   

  ללא שארית. 3- מתחלק ב    
  

)טבעי  nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ  .40 )2n
3 1 ללא שארית. 8- מתחלק ב  

  

1

1n n

a 48

a 5a 4


  
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3מתקיים:  b- ו aשלכל  וחיא. הוכ    .41 3 2 2a b (a b)(a ab b )    .  

)טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיבסעיף א' והוכ וב. היעזר     )3n
2 1 7- מתחלק ב   

 ללא שארית.             
  

)טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ  .42 )3n
3 1 ללא שארית.  7- מתחלק ב  

  

43.    a ו -b  .הם מספרים טבעיים  

) טבעי כלשהו הביטוי nכי אם עבור  הראו          ) ( )2 2n n
a b ללא שארית,  4- מתחלק ב  

n)הרי גם עבור           1) ללא שארית.  4- הביטוי מתחלק ב  
  

nזוגי הביטוי - טבעי אי nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .44 n n(a b) a b      

ab(a- מתחלק ב               b) .ללא שארית )a ו -b הם מספרים טבעיים( .  

7- (ללא עזרת מחשבון) ש וחיב. הוכ   7 77 5 2  ללא שארית. 70- מתחלק ב  
  

2nזוגי הביטוי - טבעי אי nללא אינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ    .45 2n 2    

  ללא שארית.  8- אינו מתחלק ב              

2nטבעי זוגי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיב. הוכ       2n 2    

  . ללא שארית 8- אינו מתחלק ב             

2nטבעי הביטוי  nשעבור כל  וחיהוכובסעיפים קודמים  וג. היעזר 2n 2    

  ללא שארית.  8- אינו מתחלק ב   
  

3nטבעי  nשעבור כל  וחיהוכ    .46 4n 4  ללא שארית. 48- ו מתחלק באינ  
  

                         

4טבעי, הסכום   nכי עבור כל  וחיא. הוכ    .47 1n2   ...21 2 2   ללא שארית. 15- מתחלק ב  

  ללא שארית, 4- טבעי שמתחלק ב nשעבור כל  וחיף א' והוכבסעי וב. היעזר    

1n2הסכום                 ...21 2 2   ללא שארית. 15- מתחלק ב  
  

3טבעי הביטוי  nשעבור כל  וחיא. הוכ  .48 22n 3n n  ללא שארית.     6- מתחלק ב  

2, הביטוי מספרים טבעייםהם  b- ו aנתון: ב.      2a b שארית. ללא 2- מתחלק ב  

3הביטוי : וחיהוכ              32(a b ) (a b)   ללא שארית. 6- מתחלק ב  
  

n27מחלקים את  טבעי השארית המתקבלת כאשר nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  .49 k 26- ב   

kהיא            1 )k  25- שקטן מ טבעימספר.(  

627ב. נתון כי כאשר מחלקים את    k שלם  מקבלים מספר 26- בb  ושאריתk 1.  

  . bאת הערך של  ומצא          
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1טבעי  nשלכל  וחיא. הוכ    .50 1n n n2 10 5 2    ללא שארית. 7- מתחלק ב  

  , 2- טבעי שגדול או שווה ל nשעבור כל  וחיבסעיף א' והוכ וב. היעזר    

             1 1n n n2 10 5 2    ללא שארית. 70- מתחלק ב  

  ,3- לטבעי שגדול או שווה  nשעבור כל  וחיבסעיפים קודמים והוכ וג. היעזר    

             1 1n n n2 10 5 2    ללא שארית.  700- מתחלק ב  
  

)כי הביטוי  וחיהוכ .51 )2n
  .1- טבעי הגדול מ nלכל  6מסתיים בספרה  2

  

), הביטוי 2- טבעי הגדול או שווה ל nבאינדוקציה שלכל  הוכיחוא.     .52 )2n
2 6 10- מתחלק ב   

  ארית.ללא ש              

, הביטוי 2- טבעי הגדול או שווה ל nשלכל  וחיהוכב.     
1) ( )( 2n n22 12 2 36


   ללא שארית. 100- מתחלק ב  
  

1a על ידי: טבעי  nלכל  סדרה מוגדרת   .53 14 ,1
n

n na a 2                                              .     

   1המשאיר שארית טבעי  nללא שארית לכל  7- מתחלק ב naבאינדוקציה כי  וחיהוכ

  .3- כשמחלקים אותו ב
  

54.  p  .הוא מספר טבעי  

1nטבעי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיא. הוכ  nn p (n 1)p 1    2- מתחלק ב(p 1) .ללא שארית  

4שהביטוי  וחיב. הוכ   33p 4p 1  2- מתחלק ב(p 1) .ללא שארית  

4- לפי סעיף א' ש וחיג. הוכ   33 5 4 5 15    ללא שארית.  8- מתחלק ב  
  

pהוא מספר שלם. נתון כי הביטוי  pא.     .55 16 ללא שארית. 21- מתחלק ב  

4כי הביטוי  וחי) הוכ1(               4p 16 ללא שארית.  21- מתחלק ב  

4pכי הביטוי  וחי) הוכ2(               16 ללא שארית.  21- מתחלק ב 

)טבעי הביטוי  nבאינדוקציה שלכל  וחיב. הוכ )4n
2 16 ללא שארית. 21- מתחלק ב 

82ג. האם ניתן להסיק על סמך ההוכחה שבסעיף ב', כי הביטוי      16 ללא שארית?  21- תחלק במ  

  ללא שימוש במחשבון.  ונמק             
  

4את הזהות:  וחיא. הוכ  .56 4 3 2(n 1) n 4n 6n 4n 1       

4טבעי הביטוי  nשעבור כל  וחיבסעיף א' והוכ וב. היעזר   2n n ללא שארית.  12- מתחלק ב  
  

5מתקיים:  pשעבור כל  וחיא. הוכ  .57 5 4 3 2(p 1) p 5p 10p 10p 5p 1      .  

5pטבעי הביטוי  pבאינדוקציה שעבור כל  וחיב. הוכ p ללא שארית. 30- מתחלק ב  

  מספר טבעי.  pג. נתון 

2טבעי זוגי הביטוי  nבאינדוקציה שעבור כל  וחיהוכ    1np p  ללא שארית. 30- מתחלק ב  
  

  תשובות:
5n2א.  . 35  ב. לא.  . 18  .2ב. טענה  . 16  1 . 49.   .ג. לא.  .55   .14900788ב  
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