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  מכפלה סקלרית –אומטרי הגוקטור הו

  זווית בין שני וקטורים
  

ABנתונים שני וקטורים    u


AC- ו  v


,  

  . Aבעלי מוצא משותף בנקודה  השונים מווקטור האפס,         

  ). הזווית  –יוצרות זווית (בציור  AC- ו AB הקרניים         

  .v- ו uזווית זו נקראת הזווית בין הווקטורים 

(u;v)נסמן זווית זו כך  .      
 

  הערות:

0במעלות. התחום של הזווית במעלות הוא  מדוד את הזווית ) נ1( 180    .  
  

  על אותו ישר ובאותו כיוון,  v- ו u) כאשר 2(

  .0היא  v- ו uהזווית בין הווקטורים      

(u;v)ניתן לרשום זאת         0  .  
  

  על אותו ישר ובכיוונים  v- ו u) כאשר 3(   

180 מנוגדים, הזווית ביניהם היא                 .  

(u;v)ניתן לרשום זאת          180  .  
  

  ) כאשר הזווית בין הווקטורים ישרה, 4(  

(u;v)כלומר                90  הווקטורים ,u ו -v   

  (או ניצבים) זה לזה,  מאונכים              

uונוכל לסמן                v    אוv u.    
  

  ) אם לווקטורים אין נקודת מוצא משותפת,5(  

  נוכל להעתיק אחד מהם (או את שניהם)        

  בתנועה שומרת על האורך הכיוון,        

  יה להם מוצא משותף.     כך שלאחר ההעתקה יה       
  

  נדגיש כי הזווית בין שני וקטורים שאינם בעלי        

  כזווית בין אותם  מוצא משותף מוגדרת              

  וקטורים כאשר יש להם מוצא משותף,               

  , v- ו uכלומר אם נתונים שני וקטורים               

   שביניהם לא מושפעת מנקודת המוצא שלהם. אז הזווית               

  בציור שמשמאל מתוארים הווקטורים לאחר ההעתקה, כך שיש להם מוצא משותף.     
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  נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים. קולינאריים) למדנו שווקטורים 6(  

  הם בעלי אותו כיוון או בעלי כיוונים מנוגדים, ולכן הזווית ביניהם תהיה,               

  .180או  0בהתאמה,              
  

   v- ו u) הגדרנו שכאשר שני וקטורים 7(         

  מקדקוד של זווית,  יוצאים              

  שבציור היא הזווית  הזווית               

  בין שני הווקטורים.              
  

  גם כאשר שני הווקטורים ניתן להסיק ש              

  לקדקוד הזווית,  נכנסים              

  היא הזווית בין שני הזווית               

  הווקטורים (ראו ציור משמאל).              
  

  ניתן להוכיח זאת באמצעות העתקת        

  הווקטורים, כך ששניהם ייצאו מקדקוד               

  הזווית, ולהסתמך על כך שזוויות               

  קדקודיות שוות זו לזו.              
  

  שבציור, נשים לב שאם וקטור אחד יוצא מקדקוד הזווית               

  שבציור,  והווקטור השני נכנס לקדקוד הזווית               

  קטורים.שבציור אינה הזווית בין שני הוו הזווית               

  .180- ל במקרה כזה הזווית בין שני הווקטורים היא הזווית המשלימה את               

  ניתן להוכיח זאת באמצעות העתקת הווקטורים,       

  ית,כך ששניהם ייצאו מקדקוד הזווית או שניהם ייכנסו לקדקוד הזוו              

  .180- ולהסתמך על כך שזוויות צמודות משלימות זו את זו ל       
  

  בהמשך נראה שכאשר נחשב זוויות בין שני וקטורים, נקפיד ששני הווקטורים        

  יוצאים מקדקוד הזווית או ששני הווקטורים נכנסים לקדקוד הזווית.              
  

  תרגילים
  

   .v- ו uוקטורים לפניכם מסומנים שני ש ד מהשרטוטיםבכל אח  .1

  .v- ו u הווקטורים בין . מצאו מהו גודל הזווית60שבציור היא בת  נתון כי הזווית   
  

  ד.         ג.         ב.         א.
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  הוא שווה צלעות. ABC משולשה      .2

  .Fנפגשים בנקודה  CE- ו BDהגבהים 

  כל שני וקטורים נתונים:א. מצאו את גודל הזווית בין   
  

              )1  (AB


AC- ו 


  .  )2  (DB


CB- ו 


  . )3  (DA


DC- ו 


  .     
  

AB הזווית בין הסבירו מדוע. ב  


BC- ו 


  .120 היא 

BC הסבירו מדוע הזווית בין. ג  


EA- ו 


  .60היא בת  
  

  .Eנפגשים בנקודה  ABCDאלכסוני הריבוע   .3
  
  

  מהו גודל הזווית בין כל זוג וקטורים: קבעו א.   
  

             )1 (AB


AC- ו 


 . )2 (CD


AD- ו 


 .   

             )3 (AB


DC- ו 


  .)4 (AE


CE- ו 


 .  

AC הסבירו מדוע הזווית ביןב.   


CB- ו 


  .135 היא בת 
  

  .'ABCDA'B'C'Dקובייה נתונה   .4

  .Eנפגשים בנקודה  ABCD אלכסוני הבסיס         

  מהו גודל הזווית בין כל זוג וקטורים: קבעו א.   
  

             )1 (A'B'


'A'D- ו 


 . )2 (AD


BD- ו 


 . )3 (CC'


D'D- ו 


 .   

BCב. הסבירו מדוע הזווית בין   


'AA- ו 


  .90 היא בת 

'C'Dג. הסבירו מדוע הזווית בין   


'BB- ו 


   .90היא בת  
  

   ABC, שבסיסיה 'ABCA'B'C נתונה מנסרה ישרה  .5

   שולשים שווי צלעות.הם מ 'A'B'C- ו         

  א. קבעו מהו גודל הזווית בין כל זוג וקטורים:   
  

             )1 (BA


'BB- ו 


 . )2 (AB


CB- ו 


 . )3 (AC


'A'C- ו 


 .   

ABב. הסבירו מדוע הזווית בין   


'A'C- ו 


  .60היא בת  

ACג. הסבירו מדוע הזווית בין   


CB- ו 


  .120היא בת  
  

  תשובות:

    .2( 30.  )3( 180(  .60 )1( א. .120.  2ד.   .120ג.   .60ב.   .60א.  .1

  .  2( 45.  )3( 180(  .90 )1( א. .180.  4 )2( 90.  )3( 0.  )4(  .45 )1( א. .3

  .2( 60.  )3( 0(  .90 )1( א. .5
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  מכפלה סקלרית של שני וקטורים
      

  משותף. (השונים מווקטור האפס) בעלי מוצא v- ו uנתונים שני וקטורים 

(u;v), כלומר היא  ת שבין שני הווקטוריםהזווי   .  

  ,ברצוננו להתאים לכל שני וקטורים כאלה מספר (סקלר)  

  הווקטורים ובזווית שביניהם.  התלוי באורכי         

uמספר זה מסומן על ידי  v  ,  

  .v- ו u שני הווקטורים  של סקלריתהמכפלה הונקרא 
  

uנגדיר את    v :באופן הבא u v u v cos      
  

  הווקטורים. באגף ימין ישנה מכפלה בין אורכי שני הווקטורים לקוסינוס הזווית שבין

   uבאמצעות ערך מוחלט, כלומר אורך הווקטור לסמן אורך של וקטור  נהוגכפי שלמדנו, 

| מסומן u | מסומן vואורך הווקטור  | v   באגף ימין הם סקלרים . שלושת גורמי המכפלה |

  רים, ולכן התוצאה היא סקלר (מספר). ולא וקטו ,(מספרים)

v (u- ל uהנקודה שבין  v) .מסמנת מכפלה סקלרית  
  

  הערות: 

u) אם 1( 0  או  v 0 אז מגדירים ,u v 0 .        

  אורכי וקטורים וזוויות במישור ובמרחב.נחשב בעיקר הסקלרית ) באמצעות המכפלה 2(

  .472) קיים המושג מכפלה וקטורית, אך הוא אינו חלק מתכנית הלימודים של שאלון 3(
  

  דוגמה:   

|מים: מקיי v- ו uהווקטורים    u | 4 ,| v | 5.  

  .30 בת הזווית שבין שני הווקטורים היא  

uאת המכפלה הסקלרית  וחשב   v.   

  פתרון:  

3u   נציב בנוסחה ונקבל:   v | u | | v | cos 4 5 cos30 20 10 3
2

          

  

  דוגמה:   

|מקיימים:  v- ו uים הווקטור   u | 6 ,| v | 2 ,u v.  

uאת המכפלה הסקלרית  וחשב   v.   

  פתרון:  

  הווקטורים מאונכים זה לזה,   

  .90ולכן הזווית ביניהם היא בת          
  

90ציב בנוסחה נ           .  

u  נקבל:          v | u | | v | cos 6 2 cos90 6 2 0 0           



v

u
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   שימו לב!

90ה, כלומר היא ישר v- ל uהזווית בין בדוגמה האחרונה,     ,  

  וקיבלנו שהמכפלה הסקלרית של שני הווקטורים שווה לאפס.          

  זו אינה תוצאה מקרית!         

90כאשר             ,:מתקיים u v | u | | v | cos90     .  

cos90- מאחר ש          0 , נקבל במקרה כזה u v 0 .  
  

uמאונכים זה לזה ( v- ו u נסכם: אם שני וקטורים   v כלומר הזווית ביניהם ,(  

u מתקיים  , אז90יא בת ה          v 0 .  

u  שונים מווקטור האפס) מקיימים( v- ו uגם ההיפך נכון: אם שני וקטורים           v 0  ,  

  ניצבים (מאונכים) זה לזה.  , כלומר הווקטורים90בת היא אז הזווית ביניהם          
  

uאם הסבר:            v 0  אז ,| u | | v | cos 0   .  ידוע| u | 0 ,| v | 0לכן , cos 0  ,90- ו     .  
  

  דוגמה:   

|מקיימים:  v- ו uים הווקטור   u | 3 ,| v | 2.  

(u;v)  היא הזווית שבין שני הווקטורים          120   

uאת המכפלה הסקלרית  וחשב   v.   

  ן:פתרו  

1u                 נציב בנוסחה ונקבל:   v | u | | v | cos 3 2 cos120 3 2 ( ) 3
2

             

  

   שימו לב!

uבנוסחה  v | u | | v | cos   האורכים ,| u |- ו | v |   

uלסימן של  זהה cos(פלוס או מינוס)  של  הסימןהם חיוביים, ולכן           v.  

0) חדהזווית  כאשר           90 )    ,חיובי הוא  הקוסינוס שלה,   

  חיובית. ולכן המכפלה הסקלרית היא         

90) קההזווית  כאשר           180 )    ,שלילי הוא הקוסינוס שלה,  

  שלילית. ולכן המכפלה הסקלרית היא         

) ישרהזווית  כאשר           90 )  אפס.היא ולכן המכפלה הסקלרית  ,אפס , הקוסינוס שלה  
  

  תרגילים
  

uאת המכפלה הסקלרית  וחשב שביניהם. הזווית  וגודל v- ו uנתונים אורכי הווקטורים   .1 v.   
  

|u|א.    2 ,|v| 3 ,60 .         .ב|u| 6 ,|v| 2 ,45 .  

|u|ג.    5 ,|v| 4 ,150 .         .ד|u| 7 ,|v| 2 ,135 .  

|u|ה.    8 ,|v| 3 ,90 .         .ו|u| 6 ,|v| 4 ,180 . 

u
v
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  .v- ו uוקטורים לפניכם מסומנים שני בשרטוט ש  .2

|נתון:    u | 3 ,| v | 4 ,55  .   

  ?v- ו u הווקטורים א. מהו גודל הזווית בין  

uאת המכפלה הסקלרית  וב. חשב   v.  
  

ABCנתון:  ABCבמשולש   .3 115 .  

BAנסמן:           u


 ,BC v


.  

  ?v- ו u הווקטורים א. מהו גודל הזווית בין  

BAנתון: ב.    5 ,BC 3.  

uאת המכפלה הסקלרית  וחשב              v.   
  

  .v- ו uמסומנים הווקטורים  בשרטוט שלפניכם  .4

|נתון:    u | 4 ,| v | 6 ,60  .  

  ?v- ל uא. מהו גודל הזווית בין   

uאת המכפלה הסקלרית  וב. חשב   v.  
  

  .v- ו uורים מסומנים הווקט בשרטוט שלפניכם  . 5

|נתון:    u | 6 ,| v | 5 ,140  .   

  ?v- ל uא. מהו גודל הזווית בין   

uמכפלה הסקלרית חשבו את הב.    v.  
  

  .'ABCDA'B'C'Dתיבה נתונה   .6

ABנסמן:           u


 ,AD v


, AA' w


.  

  קבעו מהו הערך של כל אחת   

  מהמכפלות הסקלריות הבאות:         

uא.    v .  ב .u w.   ג .v w.  
  

|u|מקיימים:  v- ו u א. הווקטורים  .7 4 ,u v 12 30טורים היא . הזווית בין שני הווק .  

  .vחשבו את אורך הווקטור         

|v|מקיימים:  v- ו u ב. הווקטורים           3 ,u v 6  120ני הווקטורים היא . הזווית בין ש .  

  . uחשבו את אורך הווקטור         
  

  תשובות:

6ב.   .3א.  .1 10. ג. 2 3.   .7ד 2.  .24ו.  .0ה.  2.  .55א.  .115א.  .3  .6.883 ב.  .6.339 ב.    

|v|א.  .7  .0ג.   .0ב.   .0א.  .6  .22.98 ב.  .40א.  .12. 5ב.   .120א.  .4 2 3.   .ב|u| 4 3.    

A

BC
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  ית בין שני וקטוריםחישוב זוו
     

uהגדרנו את המכפלה הסקלרית כך:  v | u | | v | cos  .  

 נקבל: cosאם "נבודד" את 
u v

cos
| u | | v |

 . .(הערה: נוסחה זו מופיעה בנוסחאון)  

  בדרך זו נוכל לחשב זווית בין שני וקטורים.

  הסקלרית של שני הווקטורים. את המכפלה רושמיםבמונה 

    את המכפלה בין האורכים של שני הווקטורים. רושמים במכנה
  

  דוגמה:

| :מקיימים v- ו uהווקטורים  u | 4 ,| v | 2 ,u v 5  .   

  . v- ו uשבו את הזווית שבין הווקטורים ח

  פתרון:  

נחשב את הזווית המבוקשת באופן הבא:   
u v

cos
| u | | v |


 


  

  

5cosונקבל    נציב   0.625
2 4
   


128.68. בעזרת מחשבון נקבל   זווית המבוקשת., וזו ה  

  

  

|הם  v- ו uאורכי הווקטורים   .8 u | 5 ,| v | 3. :נתון u v 7 .   

  .v- ו u את הזווית בין שני הווקטורים וחשבא.   

  היא חדה.  v- ו uב. עפר טוען שגם ללא חישובים ניתן לדעת שהזווית בין שני הווקטורים   

  האם הוא צודק?             
  

|הם  v- ו uאורכי הווקטורים   .9 u | 8 ,| v | 5.  :נתוןu v 26  .  

  .v- ו u ווית בין שני הווקטוריםאת הז וחשבא.   

  היא קהה.  v- ו uן שני הווקטורים ב. עידו טוען שגם ללא חישובים ניתן לדעת שהזווית בי  

  האם הוא צודק?             
  

|הם  v- ו uאורכי הווקטורים   .10 u | 5 ,| v | 2. :נתון u v 0 .  

   ווית בין שני הווקטורים.את הז וחשבא.   

   .נמקוב. האם ניתן לענות על סעיף א' מבלי להיעזר בנתונים על אורכי הווקטורים?   
  

  תשובות:

  ב. כן, עפר צודק. המכפלה הסקלרית חיובית ולכן הזווית היא חדה.  .62.18א.  .8

  ב. כן, עידו צודק. המכפלה הסקלרית שלילית ולכן הזווית היא קהה. .130.54.א  .9

uב. כן. המכפלה הסקלרית   .90א.   .10 v ולכן הזווית בין  0- שווה ל ,u ו -v  90בת היא.  
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  עצמוווקטור סקלרית של וקטור במכפלה 
  

uכלומר בווקטור עצמו,  uנחשב את המכפלה הסקלרית של וקטור    u .  

uהנוסחה למכפלה סקלרית היא           v | u | | v | cos  .  

   .0 בת היא u- ל uהזווית בין . כמו כן, uנציב  vבמקום          

2uנקבל:            u | u | | u | cos0 | u | | u | 1 | u |        2. קיבלנוu u | u | .  
  

  נסכם:          

2u בריבוע, כלומר המכפלה הסקלרית של וקטור בעצמו שווה לאורך הווקטור          u | u | .   

2v אופן דומה, מתקיים:ב          v | v |  ,2w w | w |  .'וכו  
  

2uנדגיש כי למרות שהשוויון            u | u |   2מזכיר את הכללa a a   ,לכפל של שני מספרים  

uהרי שהביטוי            u  .מייצג מכפלה סקלרית ולא כפל בין שני מספרים  
  

  דוגמה:

| מקיים u הווקטור u | 5.  חשבו את המכפלה הסקלריתu u .  

  פתרון:  

2uניעזר בנוסחה    u | u |  :2. נקבל 2u u | u | 5 25   .  
  
  

|u|מקיים  u א. הווקטור  .11 6 . חשבו את המכפלה הסקלריתu u.  

vחשבו את המכפלה הסקלרית . 8הוא  v ב. אורך הווקטור   v.  
  

uמקיים  uא. הווקטור   .12 u 9  . חשבו את|u|.  

vב. נתונה מכפלה סקלרית    v 12 חשבו את אורך הווקטור . v.  
  

  .'ABCA'B'C ישרהנתונה מנסרה   .13

  משולשים שווי צלעות. הם  'A'B'C- ו ABC בסיסי המנסרה         

ABנתון:           4 ,CC' 5.   

ABסמן: נ          u


 ,AC v


, AA' w


.  

  הבאות: תוהסקלרי קבעו מהו הערך של כל אחת מהמכפלות  

u א.   w.  .ב u v.  ג . v v.  .ד w w.  
  
  
  
  
  

   תשובות:

2ב.   .3א.   .12  .64ב.   .36א.   .11     .25. ד  .16. ג  .8ב.   .0א.   .13  .3
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  וקטורים שהם צירוף לינארי של וקטורים מכפלה סקלרית של
    

   שני וקטורים, כאשר לפחות אחד הווקטורים כפלה סקלרית שלנלמד עכשיו לחשב מ

3u): למכפלה כזו דוגמהף לינארי של לפחות שני וקטורים. הוא צירו v) (u 2v)   .  
  

  חלק בשלב הראשון לחישוב מכפלה סקלרית כזו נפתח סוגריים. בשלב זה נשתמש ב

  . נרשום חוקים אלה:הסקלריתמתקיימים גם עבור המכפלה הבמספרים  מחוקי הכפל

u: ) חילופיות1( v v u  .  

u) הומוגניות: 2( tv t (u v)   .  

u: ) פילוג3( (v w) u v u w     .  
  

uבשלב השני נקבל מכפלות סקלריות פשוטות (כמו  u ,v v ,u v,(   

  אותן נחשב כפי שראינו בדוגמאות קודמות.
  

  דוגמה:

|מקיימים:  v- ו uהווקטורים  u | 2 ,| v | 3 , הזווית ביןu ל -v  60היא בת.   

uמכפלה הסקלרית האת  וחשבא.  (v u) .   

2u)מכפלה הסקלרית האת  וחשבב.  5v) (u 3v)  .   

  פתרון:

uניעזר בחוק הפילוג ונקבל: א.  (v u) u v u u     .    

uנחשב את      v:                u v | u | | v | cos 2 3 cos60 3              

uנחשב את      u  2על פי הכללu u | u |       :2 2u u | u | 2 4     
  

uנציב ונקבל:                                (v u) u v u u 3 4 7          
  

uנסכם: המכפלה הסקלרית המבוקשת היא       (v u) 7  .  
  

2u)                ניעזר בחוק הפילוג ונקבל:ב.  5v) (u 3v) 2 u u 6 u v 5 v u 15 v v                  

u- מאחר ש     v v u          :2), נכנס איברים דומיםu 5v) (u 3v) 2 u u u v 15 v v            

uעל פי סעיף א':      v 3  ,u u 4  נחשב את .v v  : 2 2v v | v | 3 9     
  

2נציב ונקבל:                           u u u v 15 v v 2 4 3 15 9 130               
                 

2u)נסכם: המכפלה הסקלרית המבוקשת היא          5v) (u 3v) 130    .  
  

   :הערות

   לחשב מראש) כאשר מחשבים מכפלה סקלרית הכוללת פתיחת סוגריים, אפשר 1(

u  מכפלות סקלריות פשוטות כמו      u ,v v ,u v. .זה מפשט את החישובים  
  

vושל  uמכפלה הסקלרית של ) בסעיף א', תוצאת ה2( u  ,היא חיובית  

  ולכן ניתן לדעת שהזווית בין שני הווקטורים היא זווית חדה, גם מבלי לחשב אותה.       

  בסעיף ב' תוצאת המכפלה הסקלרית היא שלילית, ולכן ניתן לדעת גם ללא חישובים,      

  שהזווית בין שני הווקטורים היא קהה.     



 76עמוד   הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטיל כ
 

  דוגמה:
u ,v ו -w האחרים. הם שלושה וקטורים, וכל אחד מהם מאונך לשני הווקטורים  

|נתון:    u | 3 ,| v | 5 ,| w | 4.  

1חשבו את המכפלה הסקלרית   1
3 2( u w) (u v w)     .  

  פתרון:

  .הפילוג כדי לחשב את המכפלה הסקלרית המבוקשת נפתח סוגריים על פי חוק
  

1נקבל:       1 1 1 1 1
3 2 3 6 3 2( u w) (u v w) u u u v u w u w v w w w                     

  כל אחת מהמכפלות הסקלריות הפשוטות.נחשב 

  וקטורים המאונכים זה לזה שווה לאפס, המכפלה הסקלרית של שני 

uולכן  v 0  ,u w 0  ,v w 0 .  

2כמו כן:  2u u | u | 3 9    ,2 2v v | v | ( 5) 5    ,2 2w w | w | 4 16     
  

1     נציב ונקבל:                       1 1
3 2 3( u w) (u v w) 9 0 0 0 0 16 13              

  

  

14.   u ו -v 60היא בת  , והזווית ביניהם1שאורך כל אחד מהם הוא   הם שני וקטורים.  

u את המכפלות הסקלריות הבאות: וחשבא.    v ,u u ,v v.  

uת ו את המכפלה הסקלרי. חשבב   (u v) .          

2u)ת ו את המכפלה הסקלריחשב. ג v) (4u 3v)  .  

  

15.   u ו -v 150שהזווית ביניהם היא בת   הם שני וקטורים.  :נתון| u | 6 ,| v | 2 3 .  

u את המכפלות הסקלריות הבאות: וחשבא.    v ,u u ,v v.  

uת ו את המכפלה הסקלרי. חשבב   (u v) .    

5u)ת ו את המכפלה הסקלרי. חשבג   2v) (2u 3v)  .          

  

16.  u ו -v  :הם שני וקטורים המאונכים זה לזה. נתון| u | 3 ,| v | 4.  

  את המכפלות הסקלריות הבאות: וחשב  

u)א.    v) (u v)  .     .1ב 1
5 2(u v) (1 v u)  .  

  

|שווי אורך, כלומר b- ו aנתונים שני וקטורים   .17 a | | b |.  

a)הווקטורים הוכיחו ש          b) ו -(a b) .מאונכים זה לזה   
  

bמאונך לווקטור  aא. נתון שהווקטור   .18 cוחי. הוכ :a b a c  .  

aב. נתון:    b a c  האם מכך ניתן להסיק ש . -b c? .נמקו  
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AB: נסמן ABCDבמלבן   .19 u


 ,AD v


 .  

|נתון:             u | 2 ,| v | 1, 2
3DQ DC

 
.  

DBאת הווקטורים  ועיא. הב


AQ- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

AQ ו את המכפלה הסקלריתב. חשב DB
 

.   
  

20.  u ,v ו -w האחרים. הם שלושה וקטורים, וכל אחד מהם מאונך לשני הווקטורים  

|נתון:     u | | v | | w | 1   .  

u את המכפלות הסקלריות הבאות: וחשבא.    u ,v v ,w w ,u v ,u w ,v w.  

u)ב. חשבו את המכפלה הסקלרית  v) (u v w)   .  
  

21.  u ,v ו -w  האחרים. שלושה וקטורים, וכל אחד מהם מאונך לשני הווקטוריםהם  

|נתון:    u | | w | 1  ,| v | 2 .  

uשהווקטורים הראו    v w  ו -u v 5w  .מאונכים זה לזה  
  

22.  ABCA 'B'C   .ABCמשולש  ישרה שבסיסה היא מנסרה '

ABנתון:            6, AC 4, AA' 5 ,BAC 36.87 .  

AB: נסמן           u


 ,AC v


 ,AA' w


.   

A'Bאת הווקטורים  ועיא. הב


A'C- ו 


   

  (במידת הצורך). w- ו u ,vבאמצעות     

A'Bב. חשבו את המכפלה הסקלרית   A'C
 

  .  
  

  

  

  

  

  

  תשובות:
u. א  .14 v 0.5  ,u u 1  ,v v 1 16. .  ג1.5. .  ב.  

u. א  .15 v 18   ,u u 36  ,v v 12   . .7א.   .16  .90 .  ג.54ב.   .4.2ב.  18.    .ב. לא  

DB א.   .19 u v 


 ,2
3AQ u v 


2ב.   .

31.  

u. א  .20 u 1  ,v v 1  ,w w 1  ,u v 0  ,u w 0  ,v w 0 2. .  ב  .  

A'B. א  .22 w u  


 ,A'C w v  


  .44.2ב. .  

A

CD

P

B

v

u

Q

AB

C

A'B'

C '
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  חישוב אורך של וקטור שהוא צירוף לינארי של וקטורים
  

  נלמד לחשב אורך של ווקטור שהוא צירוף לינארי של שניים או שלושה וקטורים.

2u היא עצמובווקטור  uמכפלה הסקלרית של הווקטור שה ראינו u | u | .  

2uקיבלנו  u u   ומכאן| u | u u .נוסחה זו מופיעה בנוסחאון בחינת הבגרות .  

   האורך של וקטור שווה לשורש הריבועי של המכפלה הסקלרית –במילים 

   עצמו. של הווקטור בווקטור
  

  הערות: 

2u) מקובל גם לסמן 1( u u .  

2u) בשוויון 2( u | u |  , הביטויu u  .מייצג מכפלה סקלרית ולא כפל בין שני מספרים  

|בהתאם לכך בנוסחה       u | u u  2ולרשום לבטל את השורש  אי אפשר| u | u u .  

|, כלומר uשווה לאורך של הווקטור  u) האורך של הווקטור הנגדי 3( u | | u | .  

|- שווה ל tu) האורך של הווקטור 4( t   . uפעמים האורך של  |

u :3uפעמים אורך הווקטור  3הוא  3uאורך הווקטור       3 u.  

u :4uפעמים אורך הווקטור  4הוא  4uאורך הווקטור       4 u .  

  ) כאשר מחשבים אורך של וקטור, שהוא צירוף לינארי של לפחות שני וקטורים שאינם 5(

|קולינאריים, לאחר ההצבה בנוסחה        u | u u  השורש מכפלות סקלריות.   , נקבל בתוך  

  נפתח סוגריים, נקבל מכפלות סקלריות פשוטות, אותן נחשב בהתאם לשלבים שלמדנו.     
  

2u, ונרצה לחשב את אורך הווקטור v- ו uלדוגמה: נתונים שני וקטורים       v ,  

2uכלומר נרצה לחשב את       v .  
  

|בשלב הראשון ניעזר בנוסחה       u | u u  :נקבל  .| 2u v | (2u v) (2u v)      

  בשלב הבא נפתח סוגריים בתוך השורש, נקבל מכפלות סקלריות פשוטות,     

  ונחשב אותן בהתאם לשלבים שלמדנו.     
  

   דוגמה:

|מקיימים  v- ו uהווקטורים  u | 4 ,| v | 2 ,u v 3  . את אורך הווקטור  וחשבu 3v.  

  פתרון:  

|   נקבל:לחישוב אורך וקטור וניעזר בנוסחה    u 3v | (u 3v) (u 3v)       
          

u)נפתח סוגריים על פי חוק הפילוג:               3v) (u 3v) u u u 3v 3v u 9v v                            
                                           

2u- ניעזר בכך ש u | u |  ,2v v | v | מש בכך ש. כמו כן, נשת - v u u v  .  
  

2                                        נקבל:           2 2 2| u | 3u v 3u v 9 | v | | u | 6u v 9 | v |          
  

2                          נציב את הנתונים ונקבל:    24 6( 3) 9 2 16 18 36 70          
  

uלסיכום: אורך הווקטור  3v א הו u 3v 70  .  
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     הערה:

  בדוגמה האחרונה חישבנו אורך של וקטור, ותוך כדי התהליך חישבנו מכפלה סקלרית          

  של וקטור בעצמו. מאחר שפתיחת סוגריים במכפלה סקלרית דומה לפתיחת סוגריים          

  ת כפל מקוצר הקיימות במספרים.במספרים, אפשר בחלק מהמקרים להיעזר בנוסחאו         
  

  נרשום נוסחאות למקרים שבהם ניתן להשתמש במכפלות סקלריות מקוצרות:  
  

                                                                                2 22(u v) (u v) (u v) u 2u v v          

                                                                                 2 22(u v) (u v) (u v) u 2u v v          

                                                                                                        2 2(u v) (u v) u v      

uהיא  2uבכתיבה כזו המשמעות של    u  2ושלv  היאv v .  
  

uנחשב בדוגמה הקודמת את    3v  .על פי הנוסחה השנייה  
  

2נקבל:                                        22(u 3v) (u 3v) (u 3v) u 6u v 9vu 3v            

2נציב:  2u u u | u | 16    ,2v v | v | 4   .  :16נקבל 6( 3) 9 4 16 18 36 70                                    

  נדגיש כי אפשר תמיד להשתמש גם בפתיחת סוגריים רגילה,   

  כלומר אין חובה להשתמש בנוסחאות המקוצרות.         

uהיא  2uכמו כן, בכתיבה מקוצרת כזו המשמעות של           u 2של , המשמעותv  היאv v  

wהיא  2wוהמשמעות של    w.  
  

   דוגמה:
|מקיימים  w- ו u ,vהווקטורים  u | 3 ,| v | 6 ,| w | 2.   

  .v - ו uמאונך לווקטורים  wהווקטור  .120היא בת  v- ו uהזווית בין הווקטורים 

1את אורך הווקטור  וחשב  
23u v w .   

  פתרון:  

1          :קטורלחישוב אורך וניעזר בנוסחה    1 1
2 2 2| 3u v w | (3u v w) (3u v w)          

          

  נפתח סוגריים על פי חוק הפילוג ולאחר מכן נכנס איברים דומים:         
                                                            

                            1 1 1 1 1
2 2 4 2 29 u u 1 u v 3 u w 1 v u v v v w 3 u w w v w w                                          

                                           
    : ת פשוטותנחשב מכפלות סקלריו

  

2 2u u | u | 3 9     ,2 2v v | v | 6 36     ,2 2w w | w | 2 4   ,  

u v | u | | v | cos120 3 6 ( 0.5) 9           ,u w 0   ,v w 0 .  
  

1                            נקבל:            1 1
2 2 49 9 1 ( 9) 0 1 ( 9) 36 0 0 0 4 67 8.185                 

1לסיכום: אורך הווקטור 
23u v w   1 הוא

23u v w 8.185   .  
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|, המקיימים: v- ו uנתונים שני וקטורים   .23 u | 6 ,| v | 3 ,u v 2 .   

|את  וחשב          u v |.   
  

|, המקיימים: v- ו uנתונים שני וקטורים    .24 u | 5 ,| v | 3 ,u v 1  .  

u אורך הווקטור את וחשב   v.  
  

|, המקיימים: v- ו uנתונים שני וקטורים    .25 u | 3 ,| v | 5 ,u v 8 .   

|את  וחשב          2u v |.  
  

| , המאונכים זה לזה ומקיימים:v- ו uנתונים שני וקטורים   .26 u | 2 ,| v | 4.   

|את  וחשב          2u 3v |.  
  

|. נתון: 60היא בת  v- ו uית בין הווקטורים הזוו  .27 u | 4 ,| v | 5.   

|את  וחשב          3u 4v |.  
  

|. נתון: 120היא בת  v- ו uהזווית בין הווקטורים   .28 u | 3 ,| v | 4.  

1את אורך הווקטור  וחשב   1
3 2u v.      

  

29.  u ,v ו -w האחרים. וקטורים, וכל אחד מהם מאונך לשני הווקטורים ההם שלוש  

|נתון:    u | 1 ,| v | 2 ,| w | 3 .  

u חשבו את אורכי הווקטורים הבאים:  א.           v w .   1.  ב 1
4 3u v w .  

  

30.  u ,v ו -w  .הם שלושה וקטוריםw מאונך ל -u ול -vווית בין . הזu ל -v  60היא בת .     

|נתון:          u | | v | 6  ,| w | 3.   

1חשבו את אורך הווקטור          
2 u v w .  

  
  
  
  
  
  
  
  

  תשובות:

23. 7.  24. 6.  25.  29.  26.  4 10. 27.  4 6  .30.  3ב.   .14 א.  .29  .3 .28  .19 2.    
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   ה:הער

  .יהםשתמש בתכונותמישורית או גוף מרחבי חשוב לההכוללת צורה כאשר פותרים שאלה 

  לדוגמה: במשולש ישר זווית הניצבים מאונכים זה לזה, כלומר הווקטורים המייצגים 

  קלרית שלהם שווה לאפס.המכפלה הסאת הניצבים מאונכים זה לזה, ומכאן ש

  במלבן או ריבוע המאונכות זו לזו, באופן דומה נתייחס לצלעות סמוכות

  למקצועות סמוכים בתיבה או קובייה המאונכים זה לזה וכו'.
  

   דוגמה:

AB: נסמן ABCבמשולש    u


 ,AC v


 .  

|נתון:           u | 4, | v | 5 ,BAC 80 .  

BCאת  v- ו uבאמצעות  ועיא. הב  


.  

   .BC חשבו את אורך הצלע. ב  

  פתרון:  

BCא. נביע את הווקטור   


: BC BA AC u v    
  

   

BC. נחשב את BCב. עלינו לחשב את אורך הצלע   


u, כלומר את  v .  
    

                 BC u v u u u v u v v v u u 2 u v v vu v u v                      


   

  .הנדרשות סקלריותהמכפלות את הנחשב        

  ,BACיוצאים שניהם מקדקוד הזווית  v- ו uהווקטורים נשים לב ש       

BAC היא v- ו uהזווית בין הווקטורים ולכן                80 .  
  

              
2 2u u u 4 16     ,

2 2v v v 5 25   ,  u v u v cos80 4 5 cos80 3.473        .  
  

BC    נציב ונקבל:                     u v u u 2 u v v v 16 2 3.473 25 5.836              


                                  

  

AB: נסמן ABCבמשולש   .31 u


 ,AC v


.  

|נתון:            u | 5, | v | 8 ,BAC 60 .  

BCאת  v- ו uבאמצעות  ועיא. הב  


.   

BCאת  וב. חשב  


.  
  

) ABCזווית - במשולש ישר  .32 BAC 90 )   

ABנתון:    u


 ,AC v


 ,| u | 3 ,| v | 2.  

  ,BCנמצאת על הצלע  Pהנקודה   

1BPכך שמתקיים    BC5 
 

.   

BC את ועיא. הב  


APואת  


  .v- ו u באמצעות 

APו את אורך הווקטור ב. חשב  


.  

A

B C

u v
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ABנסמן: , ABCצלעות - במשולש שווה  .33 u


 ,AC v


.  

uנתון:    8 . הנקודהP  1מקיימת
5AP AB

 
 ,  

3מקיימת  Qוהנקודה   
4AQ AC

 
.   

PQאת  ועיא. הב  


  .v- ו uבאמצעות  

PQ חשבו אתב.   


 .  
  

AB  נתון: ABCבמשולש   .34 u


 ,AC v


 .  

BD:DCביחס  BCמחלקת את הקטע  Dהנקודה    2:3.  

ADאת  ועיא. הב  


  .v- ו uבאמצעות  

|v|תון גם: ב. נ   4 ,|u| 2 ,BAC 70 .   

AD ו את אורך הווקטורחשב    


.   
  

ABCDA'B'C'Dה בתיב  .35 AB נתון: ' 4 ,BC 3 ,AA' 5.  

ABנסמן:           u


 ,AD v


 ,AA' w


  היא אמצע  Pהנקודה . 

  .'CCהיא אמצע המקצוע  Qהנקודה , ABהמקצוע          

PQ ווקטורה את ועיא. הב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

uהסבירו מדוע מתקיים: . ב   v 0  ,w u 0  ,w v 0  .  

PQ אורך הווקטור את  וחשבג.          


.  
  

AB, נתון: 'ABCA'B'Cשרה במנסרה משולשת וי  .36 AC 6 ,  

         CAB 66.42  ,AA' 5ן: . נסמAB u


 ,AC v


 ,AA' w


.  

w : קבעו את הערך שלא.            u ,w v ,u v.  

'ACאת הווקטורים  ועיהב. ב 


'BC- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

'AC . חשבו את אורכי הווקטוריםג          


'BC- ו 


.  

  
  

  
  תשובות:

uא.   .31 v  .  .א.   .32  .7בBC u v  


 ,4 1
5 5AP u v 


4. . ב 1

5 5AP u v 2.08  


.   

31א.   .33
5 4PQ u v  


PQ.  ב.  5.381


3א.   .34  . 2

5 5AD u v 


  .2.305ב. . 

1א.   .35 1
2 2PQ u v w  


19.5.  ב. מקצועות סמוכים בתיבה מאונכים זה לזה.  ג.  4.387.   

w .א  .36 u 0  ,w v 0  ,u v 14.4  . ב .AC' v w 


 ,BC' u v w   


'AC. ג .  7.81


, BC' 8.26


.  

A B

C

A ' B'

C '
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  ית בין שני וקטורים שהם צירוף לינארי של וקטוריםחישוב זוו
     

  על פי הנוסחה  v- ו uלמדנו לחשב זווית בין שני וקטורים 
u v

cos
| u | | v |

 .   

  את המכפלה הסקלרית של שני הווקטורים. רושמים הבמונ

    פלה בין האורכים של שני הווקטורים.את המכ רושמים הבמכנ

  נראה שימוש בנוסחה במקרה שבו לפחות אחד הווקטורים הוא צירוף לינארי 

  של לפחות שני וקטורים. 
    

   דוגמה:

|מקיימים  v- ו uהווקטורים  u | 6 ,| v | 3.  הזווית בין הווקטוריםu ו -v  45היא בת.  

uהזווית בין הווקטור את  וחשב   v  3לווקטורu 2v .  

  פתרון:  

ווקטורים באופן הבא:  נחשב את הזווית בין שני ה  
(u v) (3u 2v)

cos
| u v | | 3u 2v |

  
 

 
.  

   ) נחשב את המכפלה הסקלרית שבמונה: 1(  
 

                                        2 2(u v) (3u 2v) 3u u 2u v 3v u 2v v 3 | u | u v 2 | v |                  
  

|נציב:        u | 6  ,| v | 3  ,u v | u | | v | cos45 6 3 cos 45 9 2          
  

2נקבל:                                                  23 6 9 2 2 3 102.728                                                                             
                 

  ) נחשב את אורכי הווקטורים (המופיעים במכנה). 2(  
                                                                              

                                                                            | u v | (u v) (u v) u u 2u v v v            

  
  נחשב את המכפלות הסקלריות שבתוך השורש:      

  

     2 2u u | u | 6 36    ,2 2v v | v | 3 9   כמו כן, ראינו ש . -u v 9 2 .  
  
  

|נציב ונקבל:              u v | 36 2 9 2 9 8.394         
  

                                                   |3u 2v| (3u 2v) (3u 2v) 9u u 12u v 4v v             
  

uנציב:       u 36  ,v v 9  ,u v 9 2 :3   . נקבלu 2v 9 36 12 9 2 4 9 14.397                
                 

   :נחשב את הזווית המבוקשת       
(u v) (3u 2v) 102.728cos
| u v | | 3u 2v | 8.394 14.397
    
   

.  

  

31.78בעזרת מחשבון נקבל           .וזו הזווית המבוקשת  
  
  
  



 84עמוד   הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטיל כ
 

   דוגמה:

  u ,v ו -w  .הם שלושה וקטורים, וכל אחד מהם מאונך לשני הווקטורים האחרים  

uנתון:           w 6  ,| v | 3. 1גודל הזווית בין הווקטור את  וחשב
2 u w ווקטור  לu v w .  

  פתרון:  

נחשב את הזווית שבין שני הווקטורים על פי הנוסחה:    
1
2
1
2

( u w) (u v w)
cos

| u w | | u v w |

   
 

   
  

  

1נחשב תחילה את המונה. נפתח סוגריים ונקבל :    1 1
2 2 2u u u v u w u w v w w w            

  פס.כאשר שני וקטורים מאונכים זה לזה, המכפלה הסקלרית שלהם שווה לא  

uנקבל ששלושת הווקטורים הנתונים מקיימים:           v 0  ,u w 0  ,v w 0 .  
  

כמו כן מתקיים:     
2 2u u u 6 36   , 2 2v v v 3 9    ,

2 2w w w 6 36     
  

1ונה:     נחשב את המ  
2 36 0 0 0 0 36 18         

  :מכנהעבור לחשב את אורכי הווקטורים שבנ  

         1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 4 2 2 4| u w | ( u w) ( u w) u u u w u w w w 36 0 0 36 45                       

  

          | u v w | (u v w) (u v w) u u u v u w u v v v v w u w v w w w                           
  

                                                                           | u v w | 36 0 0 0 9 0 0 0 36 81 9              
  

נחשב את הזווית המבוקשת באופן הבא:    
1
2
1
2

( u w) (u v w) 18
cos 0.298

| u w | | u v w | 45 9

    
    

    
  

  

107.3בעזרת מחשבון נקבל      .וזו הזווית המבוקשת ,  
  

|תון: . נ60היא בת  v- ו uהזווית בין הווקטורים   .37 u | 4 ,| v | 6.  

u )1ו את אורכי הווקטורים הבאים: (חשבא.    v)   .2 (u 3v.  

u הווקטור את הזווית בין וחשבב.    v הווקטור לבין u 3v.  
  

38.  u ו -v  :הם שני וקטורים המאונכים זה לזה. נתון| u | | v | 8  .  

uו את אורך הווקטור חשבא.    v.  

u הווקטור ביןל uהווקטור את הזווית בין  וחשבב.    v.   
  

|מאונכים זה לזה, ומקיימים:  v- ו uוקטורים הו  .39 u | 2 ,| v | 3 .  

2uאת הזווית בין הווקטור  וחשב v  3לבין הווקטורu 4v.  
  

|. נתון: v- ו uנתונים שני וקטורים   .40 u | 2 ,| v | 3 ,(u;v) 30 .  

1 הווקטורים את הזווית בין וחשב  
2 u v 1- ו

2u v.  
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41.  u ו -v  120בת  הם שני וקטורים שהזווית ביניהם היא . :נתון| v | 2 | u |.  

|א. הביעו באמצעות            u u) 1המכפלות הסקלריות: (את  | u)  .1 (v v)  .1 (u v.  

|ב. הביעו באמצעות            u 2uאת אורך הווקטור ) 1: (| v.  )2וקטור ) את אורך הוu 4v  .  

2uאת הזווית בין  וחשבג.            v  לביןu 4v .  
  

42.   u ו -v  :הם שני וקטורים. נתון| v | 3 | u | ,(u;v) 60 .   

|א. הביעו באמצעות            u u) 1את המכפלות הסקלריות: ( | u)  .1 (v v)  .1 (u v.  

|ב. הביעו באמצעות            u 1את אורך הווקטור  )1: (|
3u v)  .2 1) את אורך הווקטור

2 u v .  

1 הווקטור את הזווית בין וחשבג.    
3u v 1 הווקטור  לבין

2 u v.   

  

43.  u ,v ו -w  .הם שלושה וקטורים המאונכים זה לזה  

|הוכיחו שאם    u | | v | 2  אז הווקטור ,u v w   מאונך לווקטורu v.  
  

44.  u ,v ו -w האחרים. הם שלושה וקטורים, וכל אחד מהם מאונך לשני הווקטורים  

|נתון:     u | | v | 1  ,w 2 .  

u אורך הווקטוראת  וא. חשב   v w .  

u הווקטור לבין u הווקטור את הזווית בין ו. חשבב   v w .  
  

45.  u ,v ו -w 60מהם יוצר זווית בת הם שלושה וקטורים, וכל אחד  .עם שני הווקטורים האחרים  

|תון: נ          u | 1 ,| v | 2 ,| w | 3.   

u )1אורכי הווקטורים הבאים:  (את  וחשבא.    v w )   .2 ( 1 1
2 3u v w  .    

uהווקטור את הזווית בין  וחשבב.    v w  1 הווקטור  לבין 1
2 3u v w  .    

  

46.  u ,v ו -w האחרים. הם שלושה וקטורים, וכל אחד מהם מאונך לשני הווקטורים  

|נתון:     u | | v | | w | 1  . 1את הזווית בין  וחשב 1
3 2u v w   1לבין 1 1

2 2 3u v w  .  

  

  תשובות:

2) 1א. (  .37 19 8.718) .2 (16.37. .144.37ב.  38.  .8א   .45. 39. 100.3.  40. 128.95ב. .2

|2) 1א. (  .41 u |) .2 (24 | u |) .3 (2| u |. 6) 1(. ב | u | 2.449 | u |. )2(73 | u | 8.544 | u |. .65.82ג.   

|2) 1א. (  .42 u |) .2 (29 | u |) .3 (21.5 | u 3) 1ב. ( .| | u | 1.732 | u |. )2(2.784 | u   .141.05 ג. .|

    .129.52.  46. 145.32. ב.2)  2. (5) 1א. (  .65.91.  45ב. .6א.   .44
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  שאלות במישור – ושטחים חישובי זוויות
  

   דוגמה:

ABנסמן:  ABCבמשולש    u


 ,AC v


ABנתון:  . 4 ,AC 6 ,BAC 60  . 

3ומקיימת:  BCנמצאת על הצלע  Dהנקודה 
5BD BC

 
 .  

ADאת הווקטור  v- ו uא. הביעו באמצעות   


.  

ADב. חשבו את אורך הווקטור   


 .  

  . DACג. חשבו את גודל הזווית   

  .ADCלש ד. חשבו את שטח המשו  

   פתרון:  

ADא. נביע את הווקטור   


: 3
5AD AB BD AB BC   

    
                              

ABנתון         u


BC. נביע  


                            :  BC BA AC u v    
  

  

3נציב ונקבל:          3 3 3 32
5 5 5 5 5 5AD AB BC u ( u v) u u v u v          

  
  

               

ABנתון ב.    4 כלומר ,| u | 4 ו -AC 6 כלומר ,| v | 6.  

BACכמו כן,        60  כלומר הזווית בין ,u ל -v  60היא בת נביע את .AD


:  
    

                               3 93 32 4 122 2
5 5 5 5 5 5 25 25 25AD u v u u u v v vu v u v           


   

  

  : נדרשות נחשב מכפלות סקלריות       
  

              
2 2u u u 4 16     ,

2 2v v v 6 36     ,u v u v cos60 4 6 0.5 12       .  
              

94   קבל:                                         ציב וננ                12
25 25 25AD 16 12 36 21.28      


         

          

  או שני , קדקוד הזוויתהיוצאים משני וקטורים  נזההב זווית נתונה בציור, ג. כדי לחש  

  . הזווית בין שני הווקטורים היא הזווית המבוקשת. וקטורים הנכנסים לקדקוד הזווית            

ADבדוגמה זו, שני הווקטורים 


AC- ו 


  , DACיוצאים מקדקוד הזווית המבוקשת  

DAזווית בין שני הווקטורים הזווית ביניהם. ניתן גם לחשב ולכן נחשב את 


CA- ו 


 ,  

  הנכנסים לקדקוד הזווית המבוקשת.
  

נחשב את הזווית באופן הבא:                
32

5 5
32

5 5

( u v) vAD AC
cos DAC

u v | v |AD AC

 
 




 
  .  

  

3נחשב את המכפלה הסקלרית שבמונה:         3 32 2 2
5 5 5 5 5 5( u v) v u v v v 12 36 26.4            

  

vשבמכנה. נתון  נחשב את אורכי הווקטורים       6.  אורך הווקטורAD


  .21.28הוא   

נציב ונקבל:     
32

5 5
32

5 5

( u v) v 26.4
cos DAC

21.28 6u v | v |

 
 


 .ת מחשבון נקבל בעזרDAC 17.48  .  

A

B CD

u v
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  סינוס הזווית מחצית מכפלת אורכי שתי צלעות בפי על  ADCד. נחשב את שטח המשולש   

  בחינת הבגרות.טריגונומטריה ונמצאת בנוסחאון וסחה זו נלמדה בשביניהן. נ      
  

ADC   נקבל:                               
AD AC sin DAC 21.28 6 sin17.48S 4.157

2 2
     

  

  

  תרגילים
  

)זווית - הוא ישר ABCהמשולש   .1 BAC 90 ) .   

ABנתון:            u


 ,AC v


 ,| u | | v | 6 .  הנקודהP 3  מקיימתAP AC8 
 

.  

BC ו את הווקטוריםעיא. הב  


BP- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

BCאת  חשבוב.   


BP- ו 


.  

  .CBPאת  ו. חשבג  

  .ABP חשבו את שטח המשולש. ד  
  

ABנתון:  ABCבמשולש   .2 u


 ,AC v


 ,| u | 2 ,| v | 4 ,BAC 80 .  

BPכך שמתקיים  ,BCנמצאת על הצלע  Pהנקודה  : PC 3: 4.   

APאת  ועיא. הב


  .v- ו uבאמצעות  

AP אורך הווקטור את ב. חשבו


.  

  .BAP חשבו את גודל הזווית. ג  

  .ABP חשבו את שטח המשולש. ד  
  

) ABCזווית - במשולש ישר  .3 BAC 90 )  , :נתוןAB u


 ,AC v


,  

         | u | 8 ,| v | 12. P  היא אמצע הקטעBC ו -Q  היא אמצע הקטעPB.  

APאת  ועיא. הב  


AQואת  


  .v- ו uבאמצעות  

APאת המכפלה הסקלרית  וב. חשב   AQ
 

.  

APאת  וג. חשב  


AQואת  


.   

   .PAQאת הזווית  וד. חשב  
  

  מקיימות Q- ו Pהנקודות  ABCDבמלבן   .4

  2BP BC5 
 

 ,2DQ DC5 
 

.   

ABנתון:    u


 ,AD v


 ,| u | 2 ,| v | 6.  

APאת  ועיא. הב  


AQואת  


  .v- ו uבאמצעות  

  .QAP גודל הזווית חשבו אתב.   

A

C

P

B

v

u

Q

A

C

P

B

v

u

A

B CP

u v

A

CD

P

B

v

u

Q
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   ABCD של מקבילית BD- ו AC האלכסונים  .5

  . BDן האלכסו נמצאת על F הנקודה .Eנחתכים בנקודה          

DFנתון:           : FB 1: 3 .ן: נסמAB u


, AD v


.  

| נתון:           u | 3 ,| v | 2, BAD 120 .  

ACווקטורים את ה ועיא. הב


AF- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

   .FACהזווית גודל את  וב. חשב

  .ACF ו את שטח המשולש. חשבג
  

ABן: נסמן ABCDבריבוע   .6 u


 ,AD v


.  

|נתון:    u | | v | 1  ,1
3AP AD

 
 ,1

3DQ QC
 

.   

ACאת הווקטורים  ועיא. הב


PQ- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

PQאת הזווית בין  וחשבב. 


ACלבין  


.   

  נמצאים על ישרים נחתכים, PQ- ו ACהקטעים  האם. ג

  או על ישרים מצטלבים? נמקו.    
  

3uמאונך לווקטור  uהווקטור   .7 2v :נתון .| u | 2.   

uאת המכפלה הסקלרית  וא. חשב   v.  
  

|ב. נתון:    3u 2v | 4  . )1 (אורך הווקטורת א וחשב v.     

   .v- ו uאת הזווית בין הווקטורים  וחשב) 2(                                           
  

ABנסמן:  ABCבמשולש   .8 u


 ,AC v


 .  

BCאת  v- ו uבאמצעות  ועיא. הב  


.  

ABב. נתון:    11


 ,AC 16


 ,BC 18


.  

u  ת המכפלה הסקלריתא ושבח              v.  

  .BACאת הזווית  ו. חשבג  
  

 . ABCבמשולש  AC היא אמצע הצלע Dנקודה ה  .9

BE- שכך , BC לענמצאת על הצ Eהנקודה  : EC 2 : 3 .  

ABנתון:           6 ,AC 10 . :נסמןAB u


 ,AC v


.  

BDאת הווקטורים  ועיא. הב  


ED- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

ED ב. נתון:   11.08


 .  

u) חשבו את 1(              v)  .2 ( חשבו אתA.   

  .ABC ולשג. חשבו את שטח המש         

A

CD

P

B

v

u

Q

A

B C
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  .ABהיא אמצע הצלע  Eהנקודה  ABCבמשולש   .10

EBנסמן:    u


 ,EC v


.   

CBאת הווקטורים  ועיא. הב  


CA- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

CA אם כי וחיב. הוכ  


CB- ניצב ל 


 ,  

   הם וקטורים בעלי אותו אורך. v- ו u אז             
  

ABנתון:  ABCבמשולש   .11 u


 ,AC v


, | v | 12 ,u 4.  

  , BCנמצאת על הצלע  Pהנקודה   

BP- כך ש          : PC 1: 9.  

BCאת  v- ו uבאמצעות  ועיא. הב  


AP- ו 


.  

u ו:חי. הוכBC- מאונך ל AP- ב. נתון ש   v 0 .   

  זווית? נמקו.- הוא ישר ABCהמשולש ג. האם           
  
  
  
  
  

  

  

  

  תשובות:

BCא.   .1 u v  


 ,3BP u v8  


BC .  ב. 6 2


, BP 6.408


  .  11.25.  ד. 24.44ג.   .

34 א.  .2
7 7AP u v 


  .  1.688. ד . 49.52. ג  .2.219 ב. . 

1א.   .3 1
2 2AP u v 


 ,3 1

4 4AQ u v 


 .    29.74. ד. 45, 52ג. .42. ב. 

2APא.   .4 u v5  


, 2AQ v u5  


  .45.81ב.  .

AC א.   .5 u v 


 ,31AF u v4 4 


    .1.299ב.    .49.11.  ב. 

ACא.   .6 u v 


 ,1 2
4 3PQ u v 


    .24.44ב.   .

  לכן הם נמצאים על ישרים נחתכים.אינם קולינאריים, ונמצאים באותו מישור ו PQ- ו ACג.      

BCא.   .33.69.  8 )2. (13) 1( ב.. 6א.   .7 u v  


  .78.46ב.   .6. .  ב

1א.    .9
2BD u v  


 ,3 1

5 10ED u v  


  .27.5. ג . 66.42) 2. (24) 1(. ב  .

CBא.   .10 u v 


, CA u v  


BCא.   .11    . u v  


 ,9 1
10 10AP u v 


  ג. כן..  

A

C B

v u

E

u
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  חישובי זוויות, אורכים ושטחים בגופים מרחביים
  

  ונפחיםשטחים ת כדי לחשב זוויות, אורכי קטעים, נשתמש במכפלה סקלריבחלק זה 

   .תלת ממדייםבגופים 

  למספר תכונות חשובות במסגרת שאלות אלה: נשים לב 

  בתיבה ובקובייה כל שני מקצועות סמוכים מאונכים 

  ית של הווקטורים זה לזה, ולכן המכפלה הסקלר

  המייצגים מקצועות אלה שווה לאפס. 

  מתקייםשמשמאל  'ABCDA'B'C'Dלדוגמה: בתיבה 

ABבין השאר:  AD 0 
 

 ,CB CC' 0 
 

 ,A'D' DD' 0 
 

.  

  המקצועות הצדדיים  ,באופן דומה, במנסרה ישרה

  במנסרה) מאונכים למקצועות הבסיס,  (שהם גבהים

  ולכן המכפלה הסקלרית של הווקטורים המייצגים אותם שווה לאפס.
  

   דוגמה:

  .ABCצלעות  משולש שווהשבסיסה , 'ABCA'B'Cנתונה מנסרה משולשת וישרה 

ABנסמן:    u


 ,AC v


 ,AA' w


.  

  P  היא נקודה עלB'C'1- , כך ש
4B'P B'C'

 
.   

A'Pאת  ועיא. הב  


BPואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  
  

vב. נתון:  4, w 6.  חשבו את גודל הזוויתABP .  

A'Pהאם . ג  


BP- ו 


  ם זה לזה? נמקו.מאונכי 

  פתרון:  

Aא. נביע את    'P


A'Pעל פי המסלול הבא:   A 'B' B'P 
  

 .  

1נתון כי      
4B'P B'C'

 
1, לכן 

4A 'P A 'B' B'C' 
  

.   

'B'Cנביע את        


                          :                              B'C' B'A ' A 'C' u v    
  

       

A'Pנביע את      


             :31 1 1 1 1
4 4 4 4 4 4A 'P A 'B' B'C' u ( u v) u u v u v          

  
                                      

BPנביע את        


            :      1 1 1 1 1
4 4 4 4 4BP BB' B'P w ( u v) w u v u v w            

  
  

  

BAהיא זווית בין שני הווקטורים  ABPב. הזווית   


BP- ו 


  , היוצאים מקדקוד הזווית.
  

נחשב את הזווית באופן הבא:                
1 1
4 4
1 1
4 4

u ( u v w)BA BP
cos ABP

u u v wBA BP

    
 

    


 
  .  

    

1נחשב את המכפלה הסקלרית שבמונה:          1 1 1
4 4 4 4u ( u v w) u u u v u w            

  

w- נחשב מכפלות סקלריות שנדרשות. נשים לב ש       u 0 , w v 0 .  
  

  מאונכים זה לזה,  לא v- ו uצלעות, לכן - הוא שווה ABCהמשולש     

|. כמו כן, 60אלא הזווית ביניהם היא בת      u | | v | 4  .  

1 נקבל:     
u v u v cos60 4 4 8

2
       .  
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כמו כן:               
2 2v v v 4 16    , 

2 2u u u 4 16    ,2 2w w w 6 36    .  
  

1נחשב את המכפלה הסקלרית שבמונה:          1
4 416 8 0 4 2 2        

  
  

BAנחשב את אורכי הצלעות שבמכנה. נחשב את אורך הווקטור        u 


  :u u 4    
  

BPר נחשב את אורך הווקטו             


    :   1 1 1 1 1 1
4 4 4 4 4 4u v w u v w u v w              

  

        1 1 1 1 1 1 1 1
16 16 4 16 16 4 4 4u u u v u w v u v v v w u w v w w w                    

  

                               1 1 1 1
16 16 16 1616 8 0 8 16 0 0 0 36 6.083               

  

נציב ונקבל:       
BA BP 2

cos ABP
4 6.083BA BP


 




 
 .  

  

ABPבעזרת מחשבון נקבל        85.29  .  
  

A'Pג. כדי לדעת האם   


BP- ו 


  , מאונכים זה לזה 

  יש לבדוק האם המכפלה הסקלרית שלהם              

A'Pשווה לאפס, כלומר               BP 0 
 

 .  

  לא חייבים להתייחס למכנה.             

  נחשב את המכפלה הסקלרית:             
  

               3 3 3 31 1 1 1 1 1
4 4 4 4 16 16 4 16 16 4A 'P BP ( u v)( u v w) u u u v u w v u v v v w                   

 
  

  
  

                                3 3 1 1
16 16 16 1616 8 0 8 16 0 1              

  

A'Pקיבלנו     BP 1  
 

A'P, ולכן 


BP- ו 


  .מאונכים זה לזהאינם  
  

   דוגמה:

  .'ABCDA'B'C'Dנתונה תיבה   

ABנסמן:    u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

  'DBנמצאות על האלכסון  M- ו Pהנקודות   

DP)ומחלקות אותו לשלושה חלקים שווים    PM MB') .  

'DBא. הביעו את הווקטורים   


DP- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

CPוקטורים ב. הביעו את הו  


CM- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|ג. נתון:    u | 2 ,| v | | w | 1  . חשבו אתPCM  .  

  . PCMחשבו את שטח המשולש ד.          

  פתרון:  

'DBא. נביע את   


'DBבאופן הבא:                DC CB BB' u v w     
   

  

DPנעבור להביע את       


  לשלושה חלקים שווים,  'DBמחלקות את  M- ו P. הנקודות 

1לכן              
3DP DB'

 
1. נקבל:         1 1 1 1

3 3 3 3 3DP DB' (u v w) u v w      
 
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CPב. נביע את הווקטור          


        :1 1 1 2 1 1
3 3 3 3 3 3CP CD DP u u v w u v w          

  
  

CMנעבור להביע את הווקטור       


 .  

2על פי יחס החלוקה הנתון מתקיים               
3DM DB'

 
 .  

                      

2נציב ונקבל:                      2 1 2 2
3 3 3 3 3CM CD DM CD DB' u (u v w) u v w            

    
  

  
  

  ,PCMשת, ג. הזווית המבוק 

CPנוצרת בין הווקטורים             


CM- ו 


 ,  

  שמוצאם בקדקוד הזווית.             
  

 נציב ונקבל:             
CP CM

cos PCM
CP CM



 
 .  

  

         נחשב את המונה:                              2 1 1 1 2 2
3 3 3 3 3 3u v w u v wCP CM        

 
  

  

               2 4 4 1 2 2 1 2 2
9 9 9 9 9 9 9 9 9u u u v u w v u v v v w w u w v w w                   

  

  מייצגים את מקצועות התיבה,  w- ו u ,vמאחר שהווקטורים       
  

uים, ולכן מתקיים:  כל אחד מהם מאונך לשני האחר              v 0  ,u w 0  ,v w 0 .  

  .במקום המכפלות הסקלריות הללו 0נציב       
  

2נקבל:                2 2
9 9 9CP CM u u v v w w      

 
         

2ריות:        נביע מכפלות סקל               2u u | u | 2 4    ,2 2v v | v | 1 1    ,2 2w w | w | 1 1     
  

2נציב ונקבל:         2 2 1
9 9 9 3CP CM 4 1 1 1       

 
  

  
  נחשב את אורכי הווקטורים שבמכנה:       

  

                                                        2 1 1 2 1 12 1 1
3 3 3 3 3 33 3 3 u v w u v wCP u v w           


  

  

                        4 2 2 2 1 1 2 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9CP u u u v u w v u v v v w w u w v w w 2                  


  

  

  

CMבצורה דומה נחשב את        


1ונקבל:  
3CM 1 1.1547 


.  

נציב ונקבל:        
1
31

cos PCM
2 1.1547




 ומכאן ,PCM 35.26 .  

  

  מחצית מכפלת אורכי שתי צלעות של המשולשפי על  CPMמשולש ד. נחשב את שטח ה  

  סינוס הזווית שביניהן.ב             
  

ABC   נקבל:                               
CP CM sin PCM 2 1.1547 sin 35.26S 0.471

2 2
     

  
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  תיבה וקובייהעם שאלות  –מכפלה סקלרית 
  

  

ABCDA'B'C'Dבקובייה   .1 ABנתון:  ' u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

AC הווקטורים את ועיא. הב  


'AC- ו 


  .w- , וu ,vבאמצעות  

uהסבירו מדוע מתקיים: . ב   v 0  ,u w 0  ,v w 0 .  

|נתון: . ג   u | | v | | w | 1  .   

ACאת  וחשב) 1(            


  (האורך של אלכסון הבסיס). 

'ACאת ) חשבו 2(            


  .(האורך של אלכסון התיבה) 

   .CAC'את הזווית  ו. חשבד         
  

ABCDA'B'C'Dבתיבה   .2 ABנתון:  ' u


 ,AD v


, AA' w


.  

'BD הווקטורים את ועיא. הב  


'BC- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

uהסבירו מדוע מתקיים: . ב   v 0  ,u w 0  ,v w 0 .  

|נתון: . ג   u | 2 ,| v | 1 ,| w | 3.   

'BDאורך הווקטור  את וחשב) 1(             


  (אורך אלכסון התיבה). 

'BCור אורך הווקט את) חשבו 2(             


  .)'BCC'B(אורך אלכסון הפאה  

   .D'BC' את הזווית ו. חשבד         
  

  . 'ABCDA'B'C'Dתיבה נתונה   .3

  , AD- ו ABהן אמצעי המקצועות  Q- ו Pהנקודות          

ABנסמן:  בהתאמה.          u


 ,AD v


 ,BB' w


.  

'PDאת הווקטורים  ועיא. הב  


PQ- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|ב. נתון:     u | | v | 1  ,| w | 2.   

'PDאת  וחשב             


PQ ואת 


   .  

  .QPD' ו את הזוויתחשב) 1(ג.   

  .'QPD ו את שטח המשולשחשב) 2(             
 

ABן:  נסמ 'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .4 u


, AD v


 ,AA' w


.  

|נתון:    u | 4 ,| v | 8 ,| w | 12.   

  P  3היא נקודה המקיימת
8B'P B'C' 

 
.  

AP הווקטורים את ועיא. הב  


CP- ו 


  .w- ו u ,vעזרת ב 

AP)שוקיים - הוא שווהAPCהמשולש הראו שב.    CP).  

  .APCאת זווית הראש של המשולש  ושב) ח1ג. (  

   .APCהמשולש  שטחאת  ושבח) 2(     
  

A

CD

B

w v

u

A ' B'

C 'D '
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  .ABCD הוא יםבסיסאחד ה 'ABCDA'B'C'D ריבועית בתיבה  .5

 , 'B'C- ו ABעות הן האמצעים של המקצו Q- ו Pנקודות ה         

ABן: נסמ בהתאמה.  u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

|נתון:    u | 4, | w | 2 .  

PQאת הווקטורים  ועיא. הב  


A'Q- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

   .A'QPאת הזווית  ו. חשבב         

   .A'QP המשולש היקףאת  ו. חשבג         
  

ABנסמן:  .'ABCDA'B'C'Dתיבה נתונה   .6 u


 ,AD v


 ,AA' w


.   

|נתון:  u | 2 ,| v | 3 ,| w | 6 .  

  נפח התיבה.את  וחשב .א  

  .O, נחתכים בנקודה 'BD- ו 'ACלכסוני התיבה, ב. א         

'ACאת  ועיהב) 1(      


'BDואת  


   .w- ו u ,vבאמצעות  

'ACבין , ש'D'OCאת הזווית  וחשב) 2(      


'BD- ל 


.  
  

   ציור). (ראו 8הוא  'ABCDA'B'C'Dהנפח של קובייה   .7

  חשבו את אורך מקצוע הקובייה ואת שטח הפנים שלה. .א  

ABסמן: . נב          u


 ,BC v


 ,CC' w


  הן F- ו G. הנקודות 

1 נתון: .'B'C- ו ADאמצעי המקצועות בהתאמה              
2EB u


. 

  .Eהיכן ממוקמת הנקודה  וריהסב) 1(             

EFאת  ועיהב) 2(      


GFואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  .EFG הזוויתגודל את  וחשב) 3(      
  

CB: ןנסמ 'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .8 u


 ,AB v


 ,AA' w


.  

|נתון:           u | 4,| v | 6,  288שטח הפנים של התיבה הוא.  

|ו את . חשבא   w |.   

B'Q מקיימת Qהנקודה  ,'AAהיא אמצע  Pהנקודה ב.    QC'
 

.  

PQאת  ועיהב      


D'Qואת  


   .w- ו u ,vבאמצעות  

   .PQD'הזווית גודל את  וחשב) 1(. ג         

   .'PQD שטח המשולשו את חשב) 2(             
  

ABן: נסמ 'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .9 u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

|נתון:     u | 3 ,| v | 2 ,| w | 4.  

  P  היא נקודת המפגש של אלכסוני הפאהBB'C'C.  

APאת  ועיא. הב  


DPואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

   .APDאת הזווית  ו. חשבב  

   .APDאת שטח המשולש  ו. חשבג  
  

P

Q

A

CD

B

w

v

u

A'
B'

C'D'

F

G

O

B

C '

A

C D

A 'B '

D '
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ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .10 4 ,BC 2 ,AA' 6.   

ABנסמן:           u


 ,AD v


 ,AA' w


 .  

  ,'D'Cנמצאת על המקצוע  Eהנקודה   

D'Eומחלקת אותו ביחס של           : EC' 5 :3 .  

EDאת הווקטורים  ועיא. הב  


EB- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  הוא משולש שווה שוקיים. BDE ולשב. הוכיחו שהמש  

   .BDEג. חשבו את הזוויות של המשולש   
  

'AAנתון:  'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .11 w


 ,AD v


 ,  

  AB u


  ור). אורכי מקצועות התיבה צי (ראו 

'AAהם:    2 ,AB AD 1  הנקודה .P  מחלקת  

AP- כך ש 'ACאת האלכסון    1
PC' 2

.   

APאת  ועיא. הב  


PC- ו 


  .u- ו w ,vאמצעות ב 

APמתקיים  הראו כיב.    PC 0 
 

.  

  . APC חשבו את שטח המשולש ג.   
  

ABן: נסמ 'ABCDA'B'C'Dקובייה ב  .12 u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

2, כך שמתקיים 'CCנמצאת על  Pהנקודה          
5CP CC'

 
 .  

  .'B- ו Aעם הנקודות  Pמחברים את הנקודה   

APאת  ועי. הבא  


B'Pואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

AP ון:ב. נת   B'P 76 
 

|. חשבו את w |.  

'APBהסבירו מדוע ג.           90 .   

    .APB'את הזווית  וחשב .ד  

    .'APBאת שטח המשולש  חשבוה.          
  

ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .13 u


 ,AD v


 ,AA' w


 .  

1מקיימת  Pהנקודה   
3AP AB

 
1מקיימת   Qוהנקודה , 

3CQ QC'
 

.  

QDאת  ועיהבא.   


DP- ו 


   .w- ו u ,vבאמצעות  
  

QD. ב   PD 12 
 

|. חשבו את  u |.  

|ג. נתון:    w | 2 | u | 3 | v |  חשבו את .| w |- ו | v |.  

   .PDQ ו את הזוויתחשב) 1(. ד  

QDהזווית בין  ) מהו גודל2(             


DP- ל 


?   
  

  

A

CD

P

B

A ' B'

C 'D '
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'AA. נסמן: 'ABCDA'B'C'Dה נתונה תיב  .14 u


 ,AD v


 ,AB w


.    

   'DBמחלקות את האלכסון  M- ו   Pהנקודות 

DPים: לשלושה קטעים שוו PM MB' .  

CPאת  ועיא. הב  


CMואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|ב. נתון:    u | | v | 1  ,| w | 2 .  

      .PCMאת הזווית  ו) חשב1(             

   .PCMאת שטח המשולש  חשבו) 2(               
  

  

  

  תשובות:

ACא.   .1 u v 


 ,AC' u v w  


  ים זה לזה.ב. מקצועות סמוכים בקובייה מאונכ.  

AC) 1(. ג      2


)  .2( AC' 3


  .35.26. ד.  

'BD א.  .2 v w u  


 ,BC' v w 


  ב. מקצועות סמוכים בתיבה מאונכים זה לזה.    .

|'BD|) 1(. ג      14


)  .2 ( |BC'| 10


    .32.31.ד   .

1א.   .3
2PD' v w u  


 ,1 1

2 2PQ v u 


'PDב.   . 5.25


, PQ 0.5


  .2 (0.718(. 62.42 )1( .ג  .

3א.   .4
8AP u w v  


 ,5

8CP v w  


APב.   . CP 13 ) .1.  ג (40.24.  )2 (54.59.  

1א.   .5 1
2 2PQ u w v  


 ,1

2A 'Q u v 


  .10.76.  ג.  39.23ב.   .

'AC. .  ב36א.    .6 u v w  


 ,BD' u v w   


  .33.20ב..  

  .24, שטח הפנים של הקובייה הוא 2אורך מקצוע הקובייה הוא א.   .7

2( 1. (ABממוקמת באמצע המקצוע  E) 1ב. (      1
2 2EF u v w  


 ,GF u w 


.  )3 (30.    

|א.   .8 w | 12   . .1ב 1
2 2PQ w v u  


,  1

2D'Q v u 


    .2 (22.45(  .54.52) 1(. ג   .

1א.   .9 1
2 2AP u v w  


 ,1 1

2 2DP u v w  


   .3.606. ג  .31. ב  .

5א.   .10
8ED u w  


 ,3

8EB u v w  


EBב.   . ED 6.5 .   .40.24ג ,69.88 ,69.88.  

1 א.  .11 1 1
3 3 3AP u v w  


 ,2 2 1

3 3 3PC u v w  


  .0.471 ב..   

2 א.   .12
5AP u v w  


 ,3

5B'P v w 


|ב. .   w | 10.  .63.68 ד.76.81 .  ה.   

1א.   .13
4QD w u  


 ,1

3DP v u  


|ב.   . u | 6.   .ג| w | 12 ,| v | 4) .1.  ד (66.42)  .2 (113.58.  

1 א.   .14 1 2
3 3 3CP u v w  


 ,2 2 1

3 3 3CM u v w  


   .2 (0.471(  .35.26 )1ב. (.   
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  שאלות עם מנסרה ומקבילון –מכפלה סקלרית 
  

  

  , שבסיסה משולש 'ABCA'B'Cבמנסרה משולשת וישרה   .15

)זווית - ישר          CAB 90 ) , ן: סמנAB u


 ,AC v


 ,AA' w


.  

wא. הסבירו מדוע מתקיים    u 0  ,w v 0 .   

  , בהתאמה. 'BB- ו 'B'C צועותהמק הן אמצעי R- ו Q הנקודותב.   

AQהביעו את     


ARואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|נתון: ג.            u | 3 ,| v | 2 ,| w | 4 .  

  .QAR ו את שטח המשולשחשב) 2.  (QARת את הזווי וחשב) 1(             
  

הם משולשים שווי צלעות  'A'B'C- ו ABC, הבסיסים 'ABCA'B'Cבמנסרה משולשת וישרה   .16

ABן: . נסמ5אורך המקצוע הצדדי הוא  .4בעלי צלע שאורכה  u


 ,AC v


 ,AA' w


.  

w) הסבירו מדוע מתקיים 1א. (           u 0  ,w v 0  .  

u) האם מתקיים 2(                v 0  .נמקו ?  

A'Bאת הווקטורים  ועיהב. ב 


A'C- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

   .A'C- ו A'B . חשבו את אורכי הקטעיםג          

  .BA'C) חשבו את הזווית 1.  (ד          

  .BA'C) חשבו את שטח המשולש 2(               

  הוא ישר זווית? נמקו.  BA'Cהאם המשולש . ה   
  

  הם משולשים ישרי זווית  'A'B'C- ו ABCשבסיסיה  'ABCA'B'Cנתונה מנסרה ישרה   .17

BCAושווי שוקיים (          90  :נתון .(CA 6 ,CC' 8סמן: . נCA u


 ,CB v


, CC' w


.  

  סרה.א. חשבו את נפח המנ  

2 - , כך ש'B'Cנמצאת על המקצוע  Dב. הנקודה          
5C'D C'B'

 
.  

AD הווקטור את ועיהב) 1(      


  .w- ו u ,vאמצעות ב 

AD ) חשבו את אורך הווקטור2(      


.  

  . CAD) חשבו את הזווית 1ג. (  

  .CAD ) חשבו את שטח המשולש2(      

   הוא ישר זווית. ACDד. הראו כי המשולש   
  

  .הם מעוינים 'A'B'C'D- ו ABCD הבסיסים 'ABCDA'B'C'Dבמנסרה ישרה   .18

ABנסמן:    u


 ,AD v


 ,AA' w


. P המקצוע  היא אמצעAD .  

3מקיימת  Qהנקודה 
5D'Q D'C'

 
.   

PQאת  ועיא. הב  


CQ- ו 


  .w- ו  u ,vבאמצעות  

|ב. נתון:    u | 2 ,| w | 1.5 ,BAD 60 .  

PQ) חשבו את אורכי הווקטורים 1(      


CQ- ו 


.  

  . PQCהזווית ) חשבו את 2(             

C'

AB

C

A 'B'
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  הוא מקבילית. ABCD הבסיס 'ABCDA'B'C'D מנסרה ישרהב  .19

ABנתון:            3 ,AD 2 ,BAD 120 .    

  .ABCDא. חשבו את שטח הבסיס           

15נפח המנסרה הוא ב. נתון:              .'AAחשבו את האורך של . 3

  DCנמצאת על המקצוע  Eהנקודה ג.           

DEחס של ומחלקת אותו בי               : EC 2 :1.  

ABנסמן:                u


 ,AD v


, AA' w


.  

'ED הווקטורים את ועיהב      


EB- ו 


  .w- ו u ,vאמצעות ב 

u) חשבו את המכפלה הסקלרית 1. (ד   v.  

EB מצאו את אורך הווקטור) 2(      


.  

  .D'EBחשבו את גודל הזווית ה.   
  

ABנסמן:  'ABCDA'B'C'D במקבילון  .20 u


 ,AD v


, AA' w


.  

ABCנתון:    B'BC B'BA 60     ,  

         u 3 ,v 2 ,w 4.  

uת הסקלריות: א. חשבו את המכפלו   v ,u w ,v w.  

ACאת  ועיהב) 1(. ב  


  .v- ו uבאמצעות  

AC ) חשבו את אורך הווקטור2(      


.  

   .ACC') חשבו את הזווית 1ג. (  

  .'ACC ) חשבו את שטח המשולש2(      
  

  .'ABCA'B'C ישרהנתונה מנסרה משולשת ו  .21

ACנסמן:    u


 ,CB v


 ,BB' w


.  

  היא המפגש של אלכסוני  Pהנקודה   

ABB'Aהפאה    '.   

CP ו את הווקטורעיהבא.   


  .w- ו u ,vבאמצעות  

| ב. נתון:   u | | v |הוכיחו ש . - CP


AB- מאונך ל 


.  

  

  .1- כל המקצועות שווים באורכם ל, 'ABCA'B'Cבמנסרה משולשת וישרה   .22

ABן: נסמ   u


 ,BC v


 ,AA' w


 .  

  .120היא  v- ו u) הסבירו מדוע הזווית בין הווקטורים 1א. (          

u)  חשבו את המכפלה הסקלרית 2(               v.  

  , 'A'C- ו BC של המקצועות הן נקודות האמצע Q- ו Pב.           

MBה. נתון: בהתאמ               4 AM 
 

.   

MQהווקטורים  את ועיהב       


MP- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  . PMQ הזוויתאת  ו. חשבג   
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  זווית- ישרהוא משולש  'ABCA'B'Cהבסיס של מנסרה ישרה   .23

         ( BAC 90 )  הנקודה .P  היא אמצע המקצועB'C'.   

3- ש מקיימת Qהנקודה 
8BQ BB'  

 
 .  

ABנסמן:  u


 ,AC v


 ,AA' w


.   

  .Qהיכן ממוקמת הנקודה  וריהסבא. 

APאת  ועי. הבב


CQואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|. נתון ג w | | u | 2 | v |  .תקיים הראו כי מAP CQ
 

.   

  

  

  

  

  

  
  
  

  תשובות:
  

  במנסרה ישרה הפאות הצדדיות הן מלבנים, והמקצוע הצדדי מאונך למקצועות הבסיס.   א.  .15

1ב.         1
2 2AQ w u v  


 ,1

2AR u w 


  .2( 4.848(  .37.80) 1.  ג. (

  ) במנסרה ישרה הפאות הצדדיות הן מלבנים, והמקצוע הצדדי מאונך למקצועות הבסיס.  1א. (  .16

  .אינם מאונכים זה לזה AC- ו AB) לא, מאחר שמקצועות הבסיס 2(           
  

A'Bב.         w u  


 ,A'C w v  


|.  ג.  A 'B | 41


 ,| A 'C | 41


  ..  ה. לא2( 12.17(  .36.4) 1.  ד. (

2) 1.  ב. (144א.    .17
5AD u w v   


  .  2 (25.04.  (54.29) 1ג. (.  10.28) 2.  (

3א.   .18 1
5 2PQ u v w  


 ,2

5CQ u w  


|) 1. (.   ב PQ | 2.267


 ,| CQ | 1.463


.  )2 (87.58  .  

3א.   .19 'AA.  ב. 3 5.2 .  ג
3ED' u w  


 ,1

3EB u v 


  .  106.3ה.   .2 (7.  (3) 1. (.   ד

uא.   .20 v 3   ,u w 6   ,v w 4  . 1( .ב (AC u v 


  .  2 (5.196(  .79.11) 1.  ג. (7) 2( . 

1א.   .21 1 1
2 2 2CP u v w   


.  

        Bית היוצאים מקדקוד הזוו v- ו uהוא שווה צלעות, ולכן הזווית בין  ABC) המשולש 1( א.  .22

   . 120) .2 (0.5היא  v- ו u, ומכאן שהזווית בין 60היא                  

3ב.         1
10 2MQ u v w  


 ,4 1

5 2MP u v 


  .73.65. ג.  

1 ).  ב.B(מהצד של  B'Bעל המשך  א.  .23 1
2 2AP u v w  


 ,3

8CQ u v w   


.    
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  פירמידהשאלות עם  –מכפלה סקלרית 
  

  .ABCDשבסיסה ריבוע  ABCDEנתונה פירמידה מרובעת   .24

AEנסמן:    u


 ,AB v


 ,AD w


.  

  M  היא נקודת האמצע של הקטעCD.  

EBאת  ועיא. הב  


EMואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  מאונכים זה לזה. w- ו u ,vב. נתון כי   

| ,כמו כן              u | | v | | w | 1   .  

  .MEBאת הזווית  וחשב) 1(             

  .MEB שטח המשולשאת  וחשב) 2(             
  

DAנתון:  ABCD בפירמידה משולשת  .25 u


,DB v


 ,DC w


 .  

  , DC- ו DBנמצאות על הצלעות  N- ו Mהנקודות   

1- כך שאמה, בהת  
3DM DB

 
 ,1

3DN DC
 

.   

AMאת הווקטורים  ועיא. הב  


MN- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|u|ב. נתון    |v| |w| 9  :כמו כן . u v ,u w ,BDC 60 .  

  . AMNאת הזווית  ו) חשב1(      

   AMNאת שטח המשולש  ו) חשב2(             
  

ABנסמן:  ABCD ה משולשתבפירמיד   .26 u


 ,AC v


 ,AD w


 .  

3מקיימת  Pהנקודה 
5BP BC

 
1מקיימת  Q, והנקודה 

5DQ DC
 

.  

PDאת  ועיא. הב  


PQואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|ב. נתון:    u | 4 ,| v | | w | 5  .  

  מאונכים זה לזה. w- ו u ,vכמו כן              

  .DPQאת הזווית  וחשב) 1(             

  .DPQ ו את היקף המשולשחשב) 2(             
  

ABנתון:  ABCD בפירמידה משולשת  .27 u


 ,AC v


 ,AD w


.  

  DE תיכון לצלעא הו BC  במשולשBDC.   

  P   היא נקודת המפגש של התיכונים במשולשBDC.  

DEאת  ועיא. הב  


AP- ו 


  .w- , וu ,vאמצעות ב 

|: נתוןב.    u | 3 ,| v | 4 ,| w | 12  .  

  מאונכים זה לזה. w- , וu ,vכמו כן,               

12: וחיהוכ             
13cos DAP .  
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   .ABC, שבסיסה ABCD ישרה פירמידה משולשתנתונה   .28

DCנסמן:           u


 ,DB v


 ,DA w


|נתון:  . u | | v | | w | 2  ,  

         ADB 53.13  ,ADC 53.13 ,CDB 53.13 .   

   BDC- ו ADB ,ADCהפאות א. הסבירו מדוע   

  הן משולשים שווי שוקיים.              

  את שטח המעטפת של הפירמידה.ב. חשבו          

  הוא שווה צלעות.  ABC הראו שהמשולש )1ג. (         

ABהביעו את הווקטור  )2(             


  וחשבו את אורכו. 

  .ABC) חשבו את שטח המשולש 3(             

  .ABCD) חשבו את שטח הפנים של הפירמידה 4(             
  

  ציור). (ראו ABCD פירמידה משולשתלפניכם   .29

ABנסמן:            u


 ,AC v


 ,AD w


.   

  M  היא נקודה על הישרAD ,כך ש -AM:MD 1:3.  

BMאת  ועי. הבא  


CMואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

ABתון: ב. נ          AC 1  ,AD 2 ,BAC 60  ,  

            BAD 53.13  ,CAD 82.82 .   

   .BMCחשבו את גודל הזווית              
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  תשובות:
  

EBא.   .24 v u 


 ,1
2EM v u w  


2( 3(  .45)1(ב.   .

4.    

1AMא.   .25 u v3 


,  1 1MN v w3 3 


  .2( 14.05. (80.9) 1ב. (  .

32א.   .26
5 5PD u v w   


 ,2 2 4

5 5 5PQ u v w   


  .2 (12.21(  .6.04)1(.  ב. 

1א.   .27 1
2 2DE u v w  


 ,1 1 1

3 3 3AP u v w  


  .  

  . 4.8ב.   ל המקצועות הצדדיים שווי אורך.בפירמידה ישרה כ א.  .28

AB) 2ג. (        w v  


  .6.186) 4(  .1.386) 3(  1.789, אורך הצלע הוא 

1. א  .29
4BM u w  


 ,1

4CM v w  


   .63.05ב.   .

D

A

BC
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  שאלות נוספות עם כלל הגופים במרחב –מכפלה סקלרית 
  

ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .30 u


, AD v


 ,AA' w


.  

1 מקיימת Pהנקודה 
4AP AA'

 
 ,  

1מקיימת  Qוהנקודה 
4D'Q D'C'

 
.   

PQאת  ועיא. הב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|ב. נתון:  w | 2 ,| v | 1.  :כמו כןPQ 3.5


|את  . חשבו u |.   

  ה ואת שטח הפנים שלה.חשבו את נפח התיבה. ג  
  

ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבקובייה   .31 u


 ,BC v


 ,CC' w


.   

      הן נקודות האמצע של מקצועות הקובייה. G- ו E ,Fהנקודות          

FEאת הווקטורים  ועיא. הב  


FG- ו 


   .w- ו u ,vבאמצעות  
  

FEנתון:    6


.  

   את אורך מקצוע הקובייה. וחשבב.          

  . GFE) חשבו את הזווית 1(. ג  

FEבין שהזווית  ) מהו גודל2(             


FG- ל 


.  
  

  , שבסיסיה הם משולשים 'ABCA'B'Cבמנסרה ישרה   .32

ABצלעות, נסמן: - שווי u


 ,AC v


 ,AA' w


.  

  P  אמצע המקצועA'C' ,Q  אמצע המקצועA'B',  

  M  היא נקודת המפגש של אלכסוני הפאהACC'A '.  

APאת  ועיא. הב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|ב. נתון:    u | | v | 1  אורך הווקטור ,AP


5הוא  
2

|את  וחשב.  w |.   

BM) בטאו את הווקטורים 1(. ג  


BQ- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

   .MBQאת הזווית  וחשב) 2(             
  

ABנסמן:  'ABCDA'B'C'Dבקובייה   .33 u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

  P ו -Q  הן נקודות המפגש של האלכסונים  

ADD'Aות בפא              , בהתאמה.ABCD- ו '

1מקיימת   Mהנקודה 
2B'M B'A '

 
.   

PMאת  ועי. הבא  


PQואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

MPQ הוכיחו כי. ב   90 .  

|נתון: . ג   w | 6 חשבו את שטח המשולש .MPQ.  
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ABCAבמנסרה משולשת וישרה    .34 'B'C   .ACהיא אמצע המקצוע  Qהנקודה  '

  P  היא נקודת המפגש של אלכסוני הפאהBB'C 'C.  

ABנסמן:    u


  ,AC v


 ,AA' w


 .  

QPאת הווקטור  ועיהבא.   


  .w- ו u ,vבאמצעות  

ABB'Aמישור נפגש עם האינו  QPהישר ב. הסבירו מדוע    '.  

|שאם  וחיג. הוכ   u | | w | אזי ,QP


'BA- מאונך ל 


.  
  

ABCDAבקובייה   . 35 'B'C 'D ABנסמן:  ' u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

  . 'CCהיא אמצע  Pהנקודה   

1מקיימת  Xהנקודה           1
2 8AX u v w  


.  

A'Xאת  ועיהב) 1א. (         


  .v- ו uבאמצעות  

A המישורנמצאת על  X) הסבירו מדוע הנקודה 2(              'B'C 'D '.  

PX) הביעו את הווקטור 1ב. (  


.  

|) נתון: 2(              AB | 8


|שבו את . ח PX |


.  

  .P- ו A ,Bצאת במרחקים שווים מכל אחת מהנקודות נמ Xג. הראו כי הנקודה            
  

ABנסמן:  ABCD בפירמידה משולשת  . 36 u


 ,AC v


 ,AD w


.   

  .ADהיא אמצע הקטע  Mהנקודה          

        N  היא נקודה על הפאהBCD 1, המקיימת 1
4 4DN DB DC 

  
.  

MNאת  ועיא. הב  


  (במידת הצורך). w- ו u, vבאמצעות  

MN- ש) הראו 1(ב.   


  .ABCלמישור  מקביל 

MN) האם 2(             


AB- ל מקביל 


  ?  

  . BCהיא אמצע המקצוע  Eהנקודה ג.          

AE) רשמו את יחס האורכים 2מקבילים.  ( MN- ו AE- ) הוכיחו ש1(              : MN.  

MN- נתון ש. ד         


BC- ניצב ל 


|- . הוכיחו ש u | | v | .  

  

ADנסמן:  ABCD בפירמידה משולשת  .37 w


 ,AC v


 ,AB u


. DE  הוא התיכון לצלעBC.  

          N  של המשולש התיכונים היא נקודת מפגשBDC.  

1: וחיהוכ) 1(א.             1
2 2DE u v w  


.  

1: וחיהוכ) 2(                 1 1
3 3 3AN u v w  


.  

AD . נתון כיב  


BC- ניצב ל 


w. הראו כי  u w v  .  

  שווי אורך. v- ו uהווקטורים ג. נתון כי  

AN הוכיחו כי     BC 0 
 

.  
  

A

C

D

B

w

v

u

E

N

A ' B'

C '

Q

A B

C
P

N

A

B

C

D

u

v

M

w

D'

P

A B

C
D

A '
B'

C'

X
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  שבסיסה מקבילית.  ABCDOנתונה פירמידה מרובעת   .38

ABנסמן:    u


 ,AD v


 ,AO w


.  

BDאת  ועיא. הב  


OC- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

AOנתון: ) 1(ב.    BD :הוכיחו .u w v w  .  

OC) נתון: 2(              BD.   

  ן.יהוא מעו ABCD: המרובע וחיהוכ           

OB: וחיג. הוכ   OD
 

.     
  

   הם משולשים שווי צלעות. 'A'B'C- ו ABCשבסיסיה  'ABCA'B'Cנתונה מנסרה ישרה   .39

ABנתון:           4 ,AA' 6 ,BD DC
 

ABסמן: נ(ראו ציור).   u


 ,AC v


, AA' w


.  

A'D הווקטור את ועיבה) 1(. א  


  .w- ו u ,vאמצעות ב 

A'D) חשבו את 2(      


 .  

3מקיימת  E. הנקודה ב  
4A 'E A'D

 
 .  

  ? E) על איזה ישר בציור נמצאת הנקודה 1(             

AE ) הביעו את הווקטור2(      


  .w- ו u ,vבאמצעות  

AE ) הראו כי3(       A'D
 

.  

AE) חשבו את אורך הווקטור 1. (ג  


.  
  .A'AE חשבו את שטח המשולש) 2(      

  

  הוא ריבוע. ABCDהבסיס  'ABCDA'B'C'D במנסרה ישרה  .40

ABנתון:            5 ,AA' 8.   :נסמןAB v


 ,AD u


, AA' w


.  

C'D הווקטורים את ועי. הבא  


 ,B'D


'AC- ו 


   

   .w- ו u ,vאמצעות ב              

C'D) הראו כי 1ב. (   C'B'
 

.   

  הוא מלבן? נמקו. AB'C'D) האם המרובע 2(      

   .AB'C'Dהיא מפגש אלכסוני המרובע  Oג. הנקודה   

  .AB'C'Dשבין אלכסוני המרובע  'B'OCחשבו את הזווית       
  

  הוא ריבוע.  ABCDהבסיס  'ABCDA'B'C'D במנסרה ישרה     .41

ABנתון:           5 ,AA ' 12.  הנקודהE  היא מפגש אלכסוני  

   'D'Cנמצאת על המקצוע  Fהנקודה  .BB'C'Cהפאה          

D'Fאותו ביחס של  ומחלקת          : FC' 1: 2.  

ABנסמן:            u


 ,BC v


, AA' w


.  

BE הווקטורים את ועי. הבא  


, AE


AF- ו 


  .w- ו u ,vאמצעות ב 

ABהראו כי ב.    BC'
 

 .  

AE) חשבו את אורכי הווקטורים 1ג. (  


AF- ו 


.  

  .EAF תחשבו את גודל הזווי) 2(      

  .EAF חשבו את שטח המשולש) 3(      

C'

AB

C

A 'B'

D

A

CD

B

w

v

u

O
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  תשובות:

3א.   .30 1
4 4PQ w v u  


| )1( ב.  . u | 2  .)216- , שטח הפנים שווה ל4- ) הנפח שווה ל.  

1 א.  .31 1
2 2FE u w v   


 ,FG u w  


  .2 (30(  .30) 1(.  ג. 2.  ב. 

1א.   .32
2AP v w 


|.  ב.  w | 1 .1) 1(.  ג 1

2 2BM u w v   


 ,1
2BQ w u 


  .)  .2( 38.50.  

1 א.  .33 1 1
2 2 2PM u v w  


 ,1 1

2 2PQ u w 


          .11.02.  ג. 

1א.   .34 1
2 2QP u w 


QP.  ב. הווקטור 


  לא קולינאריים  )v- ו u(הוא צירוף לינארי של שני וקטורים  

ABB'Aבמישור               ות במישור, הווקטור מקביל למישור.אינן נמצא Q- ו Pמאחר שהנקודות  .'

1) 1א. (  .35 1
2 8A 'X u v 


A'X) הווקטור 2(.  


  )v- ו uהוא צירוף לינארי של שני וקטורים ( 

Aלא קולינאריים הנמצאים במישור             'B'C 'D Aנמצאת במישור  'Aמאחר שהנקודה  .' 'B'C 'D '    ,  

71) 1ב. (במישור.  'Aהווקטור מוכל במישור מישור, והנקודה             1
2 8 2PX u v w   


  .)2 (| PX | 9


.  

1א.   .36 1
4 4MN u v 


MN) 1.  ב. (


  .   ABCהוא צירוף לינארי של שני וקטורים לא קולינאריים במישור  

    אינה נמצאת במישור, הווקטור מקביל למישור.  Mמאחר שהנקודה             

MN- ) לא, מאחר ש2(           


AB- ו 


AE) 2ג. (   אינם כפל בסקלר אחד של השני.  : MN 2 :1.  

BDא.   .38 v u 


, OC u v w  


.  

1 )1. (א  .39 1
2 2A 'D w u v   


 . )2( A'D 4 3


  .  

2 (3( . A'D) על הישר 1(ב.          31
4 8 8AE w u v  


AE )1(ג.   .  3


)  .2( 7.794. 

C'Dא.   .40 v w  


 ,B'D u v w  


 ,AC' u v w  


 .55.85.  ג. ) כן2( ב. . 

1א.   .41 1
2 2BE v w 


, 1 1

2 2AE u v w  


,  1
3AF w v u  


  .  

AE) 1(. ג        8.201


 ,AF 13.11


.  )2( 30.26)  .3( 27.09.  
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  מאונך למישור ישר
  

  למישור. ישר המאונך למישור ובווקטור המאונךנדון ב
  

  .Oבנקודה  Pחותך מישור ה ישר בציור מתואר 

  הנמצא עם כל ישר יוצר זווית ישרה אם הישר  הגדרה:

  .למישורמאונך ישר  נקרא אז הישר , Pר במישו

  הערה: ישר מאונך למישור נקרא גם ישר ניצב למישור.
  

  : את המשפט הבא בהסתמך על הגדרה זו נוכל לרשום
  

   .במישורהנמצא  ישר מאונך למישור, אז הוא מאונך לכל ישראם משפט: 
  

  ,Pמאונך למישור  AB הישר במילים אחרות, אם

   .Pבמישור  ר הנמצאיש לכלמאונך  ABאזי 

  , BD- מאונך ל BC ,AB- למאונך  ABלדוגמה: 

AB מאונך ל -EF .'וכו   

ABהווקטור נובע מכך ש


  .Pבמישור  וקטור הנמצא לכלמאונך  

ABכלומר, 


BC- מאונך ל 


 ,AB


BD- מאונך ל 


 ,AB


EF- מאונך ל 


  וכו'.  

ABשל הווקטור  המכפלה הסקלריתנובע ש


  עם כל וקטור הנמצא במישור שווה לאפס. 
  

  גבהים של גופים תלת ממדיים.היא  לישר המאונך למישורחשובה  דוגמה

  . 'ABCDA'B'C'Dנתבונן בתיבה 

  המקצוע הצדדי בתיבה הוא גובה התיבה.

   ה.התיב ישל בסיס יםובה של תיבה מאונך למישורג

  ABCDמאונך למישור הבסיס  C'Cכלומר, הגובה 

  ).'A'B'C'D(וגם למישור הבסיס 
  .ABCD ישר במישור הבסיס לכלמאונך  C'Cהגובה מסקנה: 

   .של הבסיס CA אלכסוןמאונך ל C'Cלדוגמה: הגובה 
  

מאונך למישורי גם בקובייה ומנסרה ישרה מקצוע צדדי הוא גובה, כלומר הערה: 

   .יםהבסיס יועל פי המשפט שלמדנו מאונך לכל ישר הנמצא במישור הבסיסים,
  

  .ABCD, שבסיסה SABCDפירמידה דגים את המשפט גם בנ

SO ה.הפירמיד מאונך למישור בסיס, ולכן ההוא גובה הפירמיד   

  .ABCDישר במישור הבסיס  לכלמאונך  SO- שנובע 

  של הבסיס.  ACאלכסון מאונך ל SOלדוגמה: הגובה 
  

SOקיימים מקרים שבהם נסמן:  w


 ,AB u


 ,AD v


.  

  , v- ו uנך למישור הנקבע על ידי מאו wבמקרים אלה

wונרשום  ,v- ול u- מאונך ל wולכן  u 0  ו -w v 0 .  
  

  המנסרה אחד של הוא אורך קטע המחבר נקודה על בסיס הגובה של מנסרה  הערה:

  מישור בסיס המנסרה.הבסיס השני של המנסרה, ומאונך לנקודה על עם 

  מקצוע צדדי הוא גובה המנסרה במנסרה ישרה, אך אינו גובה במנסרה שאינה ישרה.

P
O





 107עמוד   גבע ואריק דז'לדטי שמורות ליואל הזכויותל כ
 

  כיצד מוכיחים שווקטור מאונך למישור?
  

  ניעזר במשפט הבא:, מאונך למישורוקטור הואם הנרצה לקבוע כאשר 
  

   מישור,מגדירים לא קולינאריים ש וקטוריםמאונך לשני  וקטורם משפט: א

  מישור. מאונך ל אז הווקטור
  

   .v- ו u נתונים שני וקטורים לא קולינאריים

  .)Pבציור מישור (ראו  קובעים מישורהווקטורים שני 

  uמאונך לווקטור  wעל פי המשפט, אם וקטור 

  .P מאונך למישור wוקטור , אז vוגם מאונך לווקטור 

  אינם בהכרח נפגשים. w- ו u ,vהערה: הווקטורים 
  

   נוכיח את המשפט.

u ו -v .הם שני וקטורים לא קולינאריים הקובעים מישור  

  , כלומר המכפלה הסקלרית vוגם מאונך לווקטור  uמאונך לווקטור  wטור נתון כי וק

wשלו עם כל אחד מהם שווה לאפס ומתקיים:  u 0  ו -w v 0  .  

 w- ש כדי לקבוע מספיקה, v- וגם ל u- מאונך ל wבדה שהווקטורלהראות שהעונרצה 

  מאונך למישור, כלומר מאונך לכל וקטור הנמצא במישור.

להצגה קובעים מישור, כל וקטור הנמצא במישור ניתן  v- ו uוקטורים למדנו שכאשר הו

t, כלומר ניתן להצגה בצורה v- ו u כצירוף לינארי של u s v   )t ו -s  מספרים).הם  

tמאונך לכל וקטור מהצורה  wאם נוכיח שהווקטור  u s v   ,  

  מאונך לכל וקטור הנמצא במישור, ומכאן שהוא מאונך למישור. w- ש נסיק

t- ו wנחשב את המכפלה הסקלרית של  u s v   . ניעזר בכך שמתקייםw u 0  ו -w v 0 .  

w(tuנקבל:    sv) t w u s w v 0 0 0         .  

  מאונך לכל וקטור הנמצא במישור, ולכן הוא מאונך למישור. wקיבלנו שהווקטור 
  

  מה:דוג  

  .ABCD לפניכם פירמידה משולשת  

AB נסמן:          v


 ,AC u


 ,AD w


 .  

  .ABCמאונך למישור  w הווקטור נתון כי  

w מתקיים:  מדוע א. הסבירו   u 0  ,w v 0 .   

ADכי הווקטורים  וחיוכב. ה  


BC- ו 


  מאונכים זה לזה. 

  פתרון:  

  ,ABCהנמצא במישור  וקטור לכל, ולכן הוא מאונך ABCמאונך למישור  w הווקטורא.   

w :, כלומרvומאונך לווקטור  uומכאן שהוא מאונך לווקטור       u 0 , w v 0 .  

  לכל וקטור מאונך  w הווקטורראינו ש .ללא שימוש במכפלה סקלרית נפתור: אדרך ב.   

BC, ומכאן שהוא מאונך לווקטור ABCהנמצא במישור              


  הנמצא במישור זה. 

AD - שכדי להוכיח נפתור באמצעות וקטורים. דרך ב:     


BC- ו 


  , מאונכים זה לזה 

BCנראה שהמכפלה הסקלרית שלהם היא אפס.נביע את     


 : BC BA AC v u    
  

.  

AD      נחשב את המכפלה הסקלרית:                   BC w ( v u) w v w u 0 0 0             
 

      

ADקיבלנו        BC 0 
 

AD, ולכן  BC
 

.  

A C

D

B

w

v

u
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  שימו לב!  

  , v- ו uשנקבע באמצעות הווקטורים  מאונך למישורה w וקטור נתוןא. כאשר   

  שווה לאפס, uעם  wץ לרשום כבר בתחילת הפתרון שהמכפלה הסקלרית של מומל              

wשווה לאפס, כלומר:  vעם  wושהמכפלה הסקלרית של                u 0 , w v 0 .  
  

  , v- ו uשנקבע באמצעות  מאונך למישור w ווקטורשצה להוכיח נר ב. כאשר  

w: , כלומרv- וגם מאונך ל u- מאונך ל w- ש נראה               u 0 , w v 0 .  

  אינו מאונך למישור. wאינו מאונך לווקטור הנמצא במישור, ברור כי  wנדגיש כי אם               
  

  ה:דוגמ  

SAנסמן:  .SABC ישרה נתונה פירמידה   u


 ,SB v


 ,SC w


.  

AB ת הווקטוריםאא. הביעו   


AC- ו 


   

 (במידת הצורך). w- ו u ,vבאמצעות              

  . ABC הבסיס היא נקודה במישור Mב. 

1נתון:       1 1
3 3 3SM u v w  


   ,u v u w v w    .  

  .ABCלבסיס  SABC הוא גובה של הפירמידה SM: הוכיחו       

  פתרון:  

   שווי אורך, שלההמקצועות הצדדיים  ולכן כל ,ישרה פירמידהנשים לב שה  

uמתקיים: כלומר           v w .  
  

AB  :המבוקשים את הווקטוריםנביע א.    AS SB u v    
  

  ,AC AS SC u w    
  

  
  

  ,ABCלבסיס  SABCהוא גובה של הפירמידה  SM- ב. כדי להוכיח ש         

SMהווקטור יש להראות ש             


SMשהווקטור  וכיח, כלומר להABCמאונך למישור  


  

AB, קולינאריים הנמצאים במישורלא מאונך לשני וקטורים              


AC- ו 


.  

SMכיח ) נו1(              AB
 

SM- . לצורך כך נראה ש AB 0 
 

.  
  

                       1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3SM AB ( u v w) ( u v) u u u v v u v v u w v w                   

 
  

  

                                             1 1 1 1
3 3 3 3u u v v u w v w          

v- ניעזר בכך ש                     w u w  :2               . נקבל 21 1 1 1
3 3 3 3SM AB u u v v u v        

 
  

u- מאחר ש              vנקבל , SM AB 0 
 

SM, כלומר  AB
 

 .  
  

SM) נוכיח 2(              AC
 

SM- . לצורך כך נראה ש AC 0 
 

.  
  

                    1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3SM AC ( u v w) ( u w) u u u w v u v w u w w w                   

 
  

  

                                            1 1 1 1
3 3 3 3u u v u v w w w          

v- ניעזר בכך ש                     u v w  :2                . נקבל 21 1 1 1
3 3 3 3SM AC u u w w u w        

 
  

u- מאחר ש             wנקבל , SM AC 0 
 

SM, כלומר  AC
 

 .  
  

SM- נסכם: הוכחנו ש             


AB  מאונך לשני וקטורים לא קולינאריים 


AC- ו 


  , ABCבמישור ש 

SMלכן              


  .ABCלבסיס  גובה של הפירמידההוא  , כלומרABCמאונך למישור הבסיס  
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  תרגילים
  
  .ABCD נתונה פירמידה משולשת  .1

ACנסמן:           u


 ,AB v


 ,AD w


 .  

  .ABCמאונך למישור  w הווקטור נתון כי  

w )1(מתקיים:  א. הסבירו מדוע   u 0 )  .2( w v 0 .  

BC הווקטור את ובטא) 1(. ב  


  .v- ו uבאמצעות  

AD כי הווקטור ו) הרא2(             


BCמאונך לווקטור  


.  

  הוכיחו באמצעות מכפלה סקלרית או הסבירו באופן מילולי.                  
               

AB נסמן KABCבפירמידה משולשת   .2 w


 ,AC v


 ,AK u


.  

   .BCיא אמצע הצלע ה Eנקודה   

KE הווקטור את וא. בטא  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|: ב. נתון   w | 2 ,| v | 1 ,| u | 3.  

             AK


ABC, BACמאונך לבסיס   120  .       

u) הסבירו מדוע 1(      v 0  ,u w 0 .  

v) חשבו את המכפלה הסקלרית 2(      w.  

KEאת אורך הווקטור  וחשב) 3(     


.  
               

OB נסמן: ABCO בפירמידה משולשת  .3 u


 ,BC v


 ,CA w


.  

  P  היא אמצע הקטעBCו , -Q  היא אמצע הקטעAO.  

PQאת הווקטור  ועיא. הב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  .ABCמאונך למישור המשולש  uב. הווקטור   

uהסבירו מדוע                v 0  ,u w 0 .  

|: נתוןג.            u | | v | | w | 1  ,  המשולשABC צלעות.- הוא שווה   

  .120היא  w- ל vהסבירו מדוע הזווית בין ) 1(    
  

PQאת המכפלה הסקלרית  וחשב) 2(              AB
 

.  

               

  . 'ABCDA'B'C'Dה נתונה תיב  .4

'D'A) הסבירו מדוע הווקטור 1א. (  


A'Aמאונך לווקטור  


.  

'D'A) הסבירו מדוע הווקטור 2(              


'A'Bמאונך לווקטור  


.  

'D'Aרו באמצעות סעיף א' מדוע הווקטור ב. הסבי         


   

  . 'ABB'Aמאונך למישור הפאה              

'D'Aג. הסבירו באמצעות סעיף ב' מדוע הווקטור          


   

A'Bמאונך לווקטור              


 .  
  

  

A C

D

B

w

v

u

A ' B'

C 'D '

A B

CD
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ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבקובייה   .5 u


, BC v


 ,CC' w


.  

  האמצענקודות בהתאמה הן  G- ו E ,Fהנקודות   

      .AD- ו 'AB ,B'C  ל מקצועות הקובייהש  

FEאת הווקטורים  ועיא. הב  


 ,FG


A'C- ו 


   

  (במידת הצורך). w- ו u ,vבאמצעות               

A'C : הווקטורוחיהוכ) 1(ב.   


FG מאונך לווקטור 


.  

A'C) הוכיחו: הווקטור 2(             


FEר מאונך לווקטו 


.   

A'Cהווקטור ג. הסבירו באמצעות סעיף ב' מדוע           


   .EFG המשולש מאונך למישור 
               

ABנסמן:  'ABCDA'B'C'D בתיבה  .6 u


 ,AD v


 ,AA' w


|נתון:  . u | 4 ,| v | 8 ,| w | 4.   

ACאת הווקטורים  ועיא. הב  


'AB- ו 


   .w- ו u ,vבאמצעות  

1מקיימת:  Eהנקודה ב.   1 1
2 4 4BE v u w  


.   

BE) הוכיחו: הווקטור 1(      


ACמאונך לווקטור  


.  

BE ) הוכיחו: הווקטור2(      


'ABמאונך לווקטור  


.  

BEהווקטור מדוע ג. הסבירו          


   .AB'C המשולש מאונך למישור 

BEד. הסבירו באמצעות סעיף ג' מדוע הווקטור          


B'Cמאונך לווקטור  


.   
               

  הוא גובה הפירמידה.  SMהוא מלבן.  ABCDהבסיס  SABCD ישרהבפירמידה   .7

  ?ABCDי המלבן היא מפגש אלכסונ Mא. האם הנקודה   

ABנסמן: ב.           u


 ,AD v


, SM w


.  

  .v- ומאונך ל u- מאונך ל w הסבירו מדוע      

ABנתון:           5 ,BC 4 ,SM 6 .  

  . חשבו את נפח הפירמידה.ג         

MC הווקטורים את ועיהבד.   


SC- ו 


  .w- ו u ,vאמצעות ב 

MC ורך הווקטוראחשבו את ) 1ה. (         


.  

   .SCMהזווית גודל חשבו את ) 2(             
               

  .Mאלכסוני הריבוע נפגשים בנקודה  הוא ריבוע. ABCDהבסיס , SABCD בפירמידה ישרה  .8

   הוא גובה הפירמידה. SMא. הסבירו מדוע          

SMב. נתון:           8,  96נפח הפירמידה הוא.    

  חשבו את אורך הצלע של בסיס הפירמידה.      

ABסמן: . נג          u


 ,AD v


, SM w


.   

SA הווקטורים את ועיהב      


SB- ו 


  .w- ו u ,vאמצעות ב 

SAהסבירו מדוע ) 1. (ד  


SB- ו 


  שווי אורך. 

  . ASB) חשבו את גודל הזווית 2(      

  הפירמידה. . חשבו את שטח הפנים של ה  
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  .ABC, שבסיסה משולש SABC ישרה נתונה פירמידה  .9

ASB. נתון: 6אורך המקצוע הצדדי של הפירמידה הוא           ASC BSC 30      .  

SAנסמן:           u


 ,SB v


 ,SC w


.  

uחשבו את המכפלות הסקלריות:  א.   v ,u w, v w.  

ABת הווקטורים א) הביעו 1ב. (  


AC- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

AB) חשבו את אורכי הווקטורים 2(             


AC- ו 


.  

  ?BACגודל הזווית  ) מהו3(             

  .BAC) חשבו את שטח המשולש 4(             
  

M  היא נקודה במישורABC1- , כך ש 1 1
3 3 3SM u v w  


.  

SMהוכיחו כי הווקטור ג.    


  . ABCמאונך למישור  

  של הפירמידה. SM) חשבו את הגובה 1( ד.  

  . SABC) חשבו נפח הפירמידה 2(             
               

  הוא ריבוע.  ABCDהבסיס  SABCD בפירמידה  .10

ABנסמן:           u


 ,AD v


, AS w


.   

1מקיימת  Mהנקודה           1
3 3SM u v w  


.  

AM הווקטור את ועיהב) 1(. א  


  .w- ו u ,vאמצעות ב 

  .ABCD נמצאת במישור M ) הסבירו מדוע הנקודה2(      
  

|ב. נתון:    u | 9 ,v w 27  ,u w 27 .    

SMהראו כי       


  .ABCDמאונך למישור הבסיס  

|נתון: ) 1ג. (   w | 6 . חשבו את אורך הווקטורSM


.  

  . SABCD) חשבו את נפח הפירמידה 2(      
               

ABנסמן:  ABCD בפירמידה משולשת  .11 u


 ,AC v


 ,AD w


 .  

  זה לזה. מאונכים w- ו u ,vנתון כי   

|כמו כן            u | | w | ,| v | 1.5| w | , שטח המשולשABD  8הוא.   

|חשבו את א.            u | .  

  .  ABC לבסיס הוא גובה של הפירמידה wהסבירו מדוע ) 1ב. (          

   .ABCDו את נפח הפירמידה חשב) 2(              

  .BDהיא אמצע המקצוע  Q, והנקודה CDהיא אמצע המקצוע  Pנקודה ג. ה   

APאת  ועיהב) 1(      


AQואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

APאת הזווית בין  וחשב) 2(             


AQ- ל 


.  
  

  

  

A

C

D

P
B

w

v

u

Q
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ABנסמן:  ABCDבפירמידה משולשת   .12 u


 ,AC v


, AD w


.  

  מאונכים זה לזה.  w- ו u ,vהווקטורים   

uנתון:           2 ,v 2 ,w 4.      

4 ומקיימת: BCDנמצאת על הפאה  Eהנקודה    4 1
9 9 9AE u v w  


.    

AE) הוכיחו: הווקטור 1א. (  


DBמאונך לווקטור  


.  

AE) הוכיחו: הווקטור 2(      


DCמאונך לווקטור  


.  

  .BCDפאה הוא גובה של הפירמידה למישור ה AE ) הסבירו מדוע 3(      

AED) הסבירו מדוע 4(       90 .  

AEחשבו את האורך של הווקטור . ב  


DEושל הווקטור  


.  

  . AEDחשבו את שטח המשולש . ג  
               

)זווית - ישריהבסיסים הם משולשים  'ABCA'B'Cישרה  במנסרה  .13 A 90 ) .   

ABנתון:  u


 ,CA v


 ,AA' w


, 1
2| u | | v | | w | .   

|את חשבו  .216הנתונה הוא . נתון כי נפח המנסרה א w |.  

  , AB- ו ACהאמצע של המקצועות  הן נקודות Q- ו Pב. 

3מקיימת  Mבהתאמה. הנקודה     
5AM AA' 

 
.  

  . MPAQהפירמידה הוא גובה של  MA) הסבירו מדוע 1(    

  . MPAQהפירמידה ) חשבו את נפח 2(    

PMאת  ועי. הבג  


QMואת  


   .w- ו u ,vבאמצעות  

  .PMQ הזוויתאת  ו. חשבד
               

   .5- הוא מעוין. אורך צלע המעוין שווה ל ABCDבסיס ה 'ABCDA'B'C'D במקבילון  .14

BADנתון:  A'AB A'AD 60      ,AA' 6 .  

ABסמן: נ u


 ,AD v


, AA' w


.  

  א. חשבו את המכפלות הסקלריות הבאות:  

              )1 (u v)  .2 (u w)  .3 (v w.  
  

2מקיימת  Eהנקודה   
5AE AC

 
.   

A'E הווקטור את ועי. הבב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

A'E הראו כי הווקטור. ג  


  .ABCDמאונך למישור הבסיס  

A'E) חשבו את 1ד. (  


 .  

  .ABCDחשבו את שטח המעוין ) 2(             

   חשבו את נפח המקבילון.) 3(             
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  תשובות:
  

  ,ABCולכן מאונך לכל וקטור הנמצא במישור  ABCמאונך למישור  wהווקטור א.   .1

  והמכפלה הסקלרית שלו עם כל וקטור כזה שווה לאפס.  

BC) 1(ב.        v u  


  , ABCמישור כל וקטור הנמצא במאונך ל w) הווקטור 2.  (

BC- ולכן מאונך ל      


AD- להראות ש. אפשר גם  BC 0 
 

.  
  

1א.   .2 1KE w v u2 2  


  , ולכן מאונך לכל וקטור ABCמאונך למישור  u) הווקטור 1(. ב  .

  ר כזה שווה לאפס.  , והמכפלה הסקלרית שלו עם כל וקטוABCהנמצא במישור  

 )2 (1)  .3 (3.12.  
  

1א.    .3 1
2 2PQ w u 


  , ולכן מאונך לכל וקטור ABCמאונך למישור  uהווקטור . ב  .

  , והמכפלה הסקלרית שלו עם כל וקטור כזה שווה לאפס.  ABCהנמצא במישור   

  ,60היא  w- ל vהוא שווה צלעות, לכן הזווית בין  ABC) המשולש 1(. ג       

120) .2 (1היא  w- ל vאן שהזווית בין ומכ                
4.    

  

  ) מקצועות סמוכים בתיבה מאונכים זה לזה. 1( א.    .4

   ) מקצועות סמוכים בתיבה מאונכים זה לזה. 2(            

'D'A. הווקטור ב       


  , 'ABB'Aשני וקטורים לא קולינאריים הנמצאים במישור מאונך ל 

'D'Aולכן מאונך למישור. ג. הווקטור            


  , ולכן מאונך לכל וקטור 'ABB'Aמישור מאונך ל 

A'Bלווקטור , כלומר מאונך 'ABB'Aא במישור הנמצ   


.  
  

1 א.  .5 1
2 2FE u w v   


, FG u w  


 ,A'C u v w  


.  

  

AC א.  .6 u v 


, AB' u w 


BE טורהווק ג.  .


  שני וקטורים לא קולינאריים הנמצאים מאונך ל 

BE, ולכן מאונך למישור. ג. הווקטור AB'Cבמישור          


  , AB'Cמישור מאונך ל 

B'Cלווקטור , כלומר מאונך AB'Cבמישור ולכן מאונך לכל וקטור הנמצא          


.  
  

  שבסיסה מלבן, גובה הפירמידה נפגש עם בסיס הפירמידה  ישרהכן, בפירמידה  א.  .7

  , ABCDמישור מאונך ל wב. הווקטור בנקודת מפגש אלכסוני הבסיס.           

  .40.  ג. ABCDהנמצאים במישור  v- ו uולכן מאונך לווקטורים          

1ד.       1
2 2MC u v 


 ,1 1

2 2SC w u v  


  .61.91) 2.  (3.202) 1ה. (  .

  

  שבסיסה ריבוע, גובה הפירמידה נפגש עם בסיס הפירמידה בנקודת מפגש  ישרהבפירמידה  א.  .8

1.  ג. 6ב. אלכסוני הבסיס.             1
2 2SA w u v  


 ,1 1

2 2SB w u v  


.    

  .138.5.  ה. 38.69) 2) בפירמידה ישרה המקצועות הצדדיים שווי אורך.  (1ד. (     
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u א.  .9 v 18 3  ,u w 18 3 , v w 18 3    .  

AB) 1ב. (      u v  


 ,AC u w  


.  )2( AB 3.106


 ,AC 3.106


.  )3 (60)  .4( 4.177.    

  .7.973 )2.  (5.726) 1ד. (     
  

1 )1א. (  .10 1
3 3AM u v 


1 ) הווקטור2( .  1

3 3AM u v 


  הוא צירוף לינארי של שני וקטורים  

  , ABCDנמצאת במישור  A הנקודה. ABCDלא קולינאריים במישור            

AMולכן            


  .ABCDנמצאת במישור  Mמוכל במישור, ומכאן שהנקודה  

3) 1(ג.         2)  .2( 114.55.  
  

|א.   .11 u | 4) .1.  ב (w  מאונך לשני וקטורים לא קולינאריים במישורABC)  .2 (16.  

1) 1ג. (        1
2 2AP v w 


 ,1 1

2 2AQ u w 


.  )2 (60.    

  

AE )3( א.  .12


  , ולכן מאונך לפאה.BCDמאונך לשני וקטורים לא קולינאריים במישור הפאה  

  מוצאו בקדקוד הפירמידה וסופו בפאה שמול הקדקוד ומכאן שהוא גובה של הפירמידה.                      

            )4 (AE


  , ולכן מאונך לכל וקטור הנמצא במישור זה.BCDמישור מאונך ל 

1ב.        
3| AE | 1


 ,| DE | 3.771


    .2.514ג. .  

  

| א.  .13 w | 12.1( .  ב (MA


  ,   PAQהנמצאים במישור  )v- ו uמאונך לשני וקטורים לא קולינאריים ( 

  . 10.8) 2ולכן מאונך למישור זה ומהווה גובה של הפירמידה.  (            

31 ג.        
52PM v w 


 ,31

52QM u w  


    .31.56 ד.  .

  

u) 1( א.  .14 v 12.5 )  .2 (u w 15 )  .3 (v w 15  .2.   ב 2
5 5A 'E u v w  


.    

2) 1ד. (        6. )2 (21.65.  )3 (106.1.    
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  שאלות לסיכום וחזרה – יםגאומטריוקטורים 
  

  ות הצדדיות הוא ריבוע. כל הפא ABCDשבסיסה  SABCD נתונה פירמידה ישרה  .1

AB נסמן:של הפירמידה הן משולשים שווי צלעות.           u


 ,AD v


, AS w


.  

  .ADהיא אמצע המקצוע  Eהנקודה   
|נתון:    u | | v | | w | 4  .  

SBאת  ועי. הבא  


SE- ו 


  .w- ו u ,vאמצעות ב 

  .BSEהזווית גודל את  וחשב) 1( .ב  

   .BSE שטח המשולשאת  וחשב) 2(             

  . SBהיא אמצע המקצוע  Fהנקודה  .ג  

DF) הביעו את 1(             


  .w- ו u ,vבאמצעות  

DF ) האם2(             


SB- ו 


   .מאונכים זה לזה? נמקו 
  

   ,DCהיא אמצע  Mנקודה ה ,'ABCDA'B'C'Dבתיבה    .2

  , BB'C'Cהיא מפגש אלכסוני הפאה  Nה נקודה          

1- כך ש 'AAנמצאת על  Pנקודה וה          
4AP AA'

 
.  

ABנסמן:    u


 ,AD v


 ,AA' w


.   

PMאת הווקטורים  ועיא. הב  


PN- ו 


  w- ו u ,v כצירוף לינארי של 

PNב. נתון: בסיס התיבה הוא ריבוע,    PM
 

.   

  את היחס בין האורך של צלע הבסיס לבין האורך של גובה התיבה. וחשב      
  

ABCDAבתיבה   . 3 'B'C 'D ' :AB u


 ,AD v


 ,AA' w


.   

ABנתון:          6


 ,AD 6


 ,AA' 8


 .  

1מקיימת  Pנקודה ה 1
2 3AP u v w  


.  

BP) הביעו את הווקטור 1א. (


.  

   .'BCC'Bמישור העל נמצאת  P) הסבירו מדוע הנקודה 2(     

APשהווקטור ב. חשבו את הזווית 


'AD יוצר עם הווקטור 


.  
  

  .Oאלכסוני הריבוע נפגשים בנקודה שבסיסה ריבוע.  SABCD ישרהנתונה פירמידה   .4

OSנסמן:    w


 ,AD v


 ,AB u


  ציור). (ראו 

  הוא גובה הפירמידה. OSא. הסבירו מדוע   

BSאת  ועי. הבב  


   .w- ו u ,vבאמצעות  

2. נתון: ג  
3BP BS 

 
 ,u v w 6  .  

PAאת  ועיב) ה1(             


PC- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

PA- ) הראו ש2(      


PC- ו 


  מאונכים זה לזה. 
  

  .APCאת שטח המשולש  חשבו. ד  

v

w

D

A B

C

P

S

u

O

C

A B

D
P

C'

A' B'

D'
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   הוא מעוין. ABCD, הבסיס 'ABCDA'B'C'D במנסרה ישרה  .5

ABנסמן:    u


 ,AD v


  ,AA' w


|נתון:  ציור). (ראו  u | 4 ,| w | 5.  

  ציור).  (ראו 'D'Cהיא אמצע המקצוע  Mא. הנקודה   

AMאת הווקטור  ועיהב    


  .w- ו u ,vבאמצעות  

AMנתון גם כי  7


.   

u) מצאו את המכפלה הסקלרית 1(ב.    v.  

  .v- ו uית שבין הווקטורים ואת גודל הזו ומצא) 2(             

  .ABCD) חשבו את שטח הבסיס 1(. ג  

  .'ABCDA'B'C'D) חשבו את נפח המנסרה 2(             

  A'ABCD המרובעת ) חשבו את נפח הפירמידה3(             
  

ABנתון:  .1שאורך צלעה  ציור) (ראו 'ABCDA'B'C'Dנתונה קובייה   .6 a


 ,BC b


 ,CC' c


.  

  .'BD- ו 'ACהיא מפגש האלכסונים  Kנקודה   

'ACאת  ועי. הבא  


'BDואת  


  .c- ו a ,bבאמצעות  

'ACשבין  D'KC' ת הזווית א) חשבו 1(. ב  


'BD- ל 


.  

  קבועה ללא תלות בממדי הקובייה? D'KC'- ) האם נכון ש2(             

3כך שמתקיים  'BCנקודה על  Mג.   
4BM BC' 

 
.  

MKאת  ועיהב) 1(     


C'Kואת  


  .c- ו a ,bבאמצעות  

MKאת ) חשבו 2(     


.  

   .MKC'את ) חשבו 3(     
  

ACנסמן:  ABCD בפירמידה משולשת  .7 u


 ,AB v


, AD w


.  

  מאונכים זה לזה.  w- ו u ,vהווקטורים   

1 :מקיימת Eהנקודה  1
2 3DE DB DC 

  
.  

   .BCDמישור המשולש נמצאת ב Eא. הסבירו מדוע הנקודה   

AEאת  ועי. הבב


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|נתון: . ג   u | 6 ,| v | 2 ,| w | 2 3 .  

  .BCDמאונך למישור המשולש  AEהוכיחו שהישר      
  

AB. נסמן: 'ABCDA'B'C'Dנתונה תיבה   .8 u


 ,AD v


 ,AA' w


|נתון: .  u | | w | 2  ,| v | 1.  

1מקיימת  Fהנקודה   
2BF BC

 
  . A'Dהיא אמצע האלכסון  Eהנקודה  .

AEאת הווקטורים  ועיא. הב  


 ,AF


EF- ו 


   

  w- ו u ,v כצירוף לינארי של               

  ב. קבעו עבור כל טענה האם היא נכונה:  

   .AEמאונך לישר  AB) הישר 1(      

  .AEמאונך לישר  AF) הישר 2(      

ABB'Aמקביל למישור  EF) הישר 3(       '.  

  .EAFש את שטח המשולו EAFחשבו את הזווית ג.   

A C

D

B

w

v

u



A

CD

B

w

v

u

A' B'

C'D' M


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ABנסמן:  'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .9 u


 ,BC v


 ,AA' w


 .  

|נתון:           v | | w | 8  ,| u | 5.   

'DAרים את הווקטו ועיא. הב  


 ,DC'


'BD- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

|'DA| ב. חשבו את  


 ,|DC'|


|'BD|- ו 


.  

   .A'DC') חשבו את הזווית 1ג. (  

  .'A'DC) חשבו את שטח המשולש 2(     

1מקיימת  Fד. הנקודה    1
3 3DF DA' DC' 

  
.  

  .'A'DCנמצאת על מישור המשולש  F) הסבירו מדוע הנקודה 1(     

BF וקטוראת הו ועיהב) 2(     


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  ? נמקו. 'BDנמצאת על האלכסון  F ) האם הנקודה3(     

  . BF) חשבו את אורך הקטע 4(     
  

ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבקובייה   .10 u


 ,AD v


 ,AA' w


 .  

  . 'CCבאמצע המקצוע   נמצאת Eה הנקוד  

3 מקיימת Fהנקודה          
4DF w 


.   

  .Fהיכן ממוקמת הנקודה  וריהסבא. 

  . 27תון כי נפח הקובייה הוא . נב  

  ) מהו אורך צלע הקובייה?1(             

     .EABCD המרובעת  חשבו את נפח הפירמידה) 2(             

     .FABCD המרובעת חשבו את נפח הפירמידה) 3(             

AEאת  ועי. הבג  


AFואת  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

1 הראו כי. ד  
3cos EAF .  

  

  .'ABCDA'B'C'Dמנסרה ישרה נתונה   .11

  .4הוא מעוין שאורך צלעו של המנסרה  ABCDבסיס ה         

BADנתון:           45  , הנקודהE  אמצע המקצועהיא C'B'.   

ABנסמן:           u


 ,AD v


 ,AA' w


 .  

D'Eאת הווקטורים הביעו א.   


D'A- ו 


  w- ו u ,vבאמצעות  

  ). 1-3ב. לפניכם שלוש טענות (  

  קבעו אילו מהטענות נכונות. נמקו.             

             )1 (u v 0 )  .2 (u w 0 )   .3 (D'A


D'E- מאונך ל 


 .  

  .ABCD) חשבו את שטח הבסיס 1ג. (  

48) נתון כי נפח המנסרה הוא  2(              2 .  

  חשבו את אורך הגובה של המנסרה.                   

D'E) חשבו את אורך הווקטור 1ד. (  


.  

  .AD'E) חשבו את שטח המשולש 2(      
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  .'ABCDA'B'C'D קובייהנתונה   .12

ABן: נסמ          u


 ,AD v


 ,AA' w


.    

3 - כך ש 'DBנמצאת על האלכסון  Eהנקודה          
4DE DB'

 
.  

3 - כך ש 'CCנמצאת על המקצוע  Fהנקודה   
4CF CC'

 
.   

AEאת הווקטור  ועיא. הב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

EFאת הווקטור  ועי. הבב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

EFכי הווקטור  ג. הראו  


  .ABCD הפאה מקביל למישור 

'DBהווקטור  האםד.   


  ? נמקו.AEFלמישור  אונךמ 
  

  . 'ABCDA'B'C'Dנתונה הקובייה   .13

  .'BBהיא אמצע המקצוע  Fהנקודה          

  .'ACהיא אמצע האלכסון   Eהנקודה   

ABנסמן:           u


 ,AD v


 ,AA' w


|. נתון:  u | | v | | w | 3  .  

DBאת הווקטורים  ועיא. הב  


 ,AC'


 ,EF


DE- ו 


   

   .w- ו u ,v כצירוף לינארי של               

DB חשבו את אורכי הווקטורים) 1ב. (  


DE- ו 


.  

  .EDB בו את גודל הזוויתחש) 2(      

EF) הסבירו מדוע הווקטור 1ג. (  


  .ABCD מקביל למישור 

EF הסבירו מדוע) 2(       BD.  

  .יוזוויות שבו את, וחEDBFמרובע הוא ד. קבעו איזה   
  

  . 'ABCDA'B'C'Dנתונה מנסרה ישרה   .14

  . 'BBהיא אמצע המקצוע  Eהנקודה          

   .AA'D'Dהיא מפגש אלכסוני הפאה  Fהנקודה          

ABנסמן:           u


 ,AD v


 ,AA' w


 .  

DFאת הווקטורים כתבו א.   


FE- ו 


  w- ו u ,v באמצעות  

FE- ) הראו ש1ב. (  


  .'A'B'C'Dמקביל למישור  

FE) האם 2(      


  ?'A'B- מקביל ל 

  .BCהיא אמצע המקצוע  Gג. הנקודה   

  הוא מקבילית. DFEGהוכיחו שהמרובע              

|ד. נתון:    u | 3 ,| v | 2 ,| w | 5 ,ADC 60  .  

u) חשבו את 1(       v.  

  . DFEGהמקבילית  ) חשבו את היקף2(      
  

  

A

B C

D

A'

C'

F

B'

D'

E
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  . 'ABCA'B'Cנתונה מנסרה ישרה   .15

   הם משולשים שווי צלעות. 'A'B'C- ו ABCבסיסי המנסרה          

  .ABCהיא מפגש התיכונים של המשולש  Mהנקודה          

ABסמן: נ          u


 ,AC v


, AA' w


.  

AMאת  ועי. הבא  


A'M- ו 


  .w- ו u ,vאמצעות ב 

  ב. קבעו אילו מהטענות הבאות נכונות, ונמקו:         

             )1 (u v 0 )  .2 (u w 0 )  .3 (w AM 0 


 .  
  

uג. נתון:           5 ,w 10.      

AMA חשבו את גודל הזווית       ' .  
  

  ציור).הן משולשים שווי צלעות (ראו  ACD- ו ABD, הפאות ABCD משולשת פירמידהב  .16

  . CDהיא אמצע המקצוע  Eהנקודה          

   BDנמצאת על המקצוע  Fהנקודה          

BFומחלקת אותו ביחס של           : FD 1: 2.  

ABמן: נס          u


 ,AC v


 ,AD w


.  

uנתון:           v w 4   ,BAC 30  .  

uחשבו את המכפלות הסקלריות:  א.   v ,u w, v w.  

CDת הווקטורים אב. הביעו   


BD- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

AEת הווקטורים אג. הביעו   


AF- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  ).3( –) 1לפניכם שלוש טענות ( ד.  

  קבעו אילו מהטענות נכונות ואילו אינן נכונות. נמקו.              

             )1 (CD


AE- מאונך ל 


.      )2 (CD


AF- מאונך ל 


.      )3 (CD


  .EAFמאונך למישור  
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