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



  וקטורים
  

  אומטריהגקטור ווה
  

  הצגת הווקטור הגאומטרי וסימונו
  

  . לדוגמה: מהירות, כוח.כיווןבטבע ישנם גדלים שיש להם ערך מספרי וגם 

  . וקטוריםגדלים אלה נקראים 

. לדוגמה: שטח, טמפרטורה. ואין להם כיווןכמו כן, ישנם גדלים שיש להם רק ערך מספרי 

  .סקלריםמותית בלבד והם נקראים גדלים אלה מתוארים בצורה כ
  

  במישור ובמרחב.גאומטריות כפי שהם מופיעים בשאלות ספר זה נדון בעיקר בווקטורים ב

   וקטור גאומטרי הוא קטע בעל כיוון. הווקטור הגאומטרי.תחיל מהגדרת נ

  .חץ עם אורך וכיווןנהוג לתאר את הווקטור הגאומטרי באמצעות 

  ,המוצא (או נקודת ההתחלה) של הווקטור נקראת הנקודה שממנה מתחיל הווקטור

  נקראת הסוף של הווקטור. הווקטור והנקודה שבה מסתיים

   ).במישור או במרחב( B- ו Aנניח כי נתונות נקודות   

  ,Bבנקודה וסופו  Aאת הווקטור שמוצאו בנקודה   

   Aנוהגים לשרטט כחץ שההתחלה שלו בנקודה   

AB. הסימון של חץ כזה הוא Bוהחוד שלו בנקודה   


.   

ABשכאשר כותבים נשים לב   


   (A)השמאלית  , האות

  היא הסוף של הווקטור. (B)היא המוצא של הווקטור והאות הימנית   

   וכו'. u ,v ,w: ה קוגם על ידי אות קטנה ומתחתי יםוקטורנהוג לסמן   

ABלדוגמה: אפשר לסמן     u


.   
    

  מייצגים  ושני הסימונים BA- ל ABאין הבדל בין  ,כאשר מסמנים קטעיםש נשים לב

  .B- ו A ותבדרך כלל את אורך הקטע המחבר את הנקוד

  , בכתיבת וקטורים יש חשיבות גם לכיוון של הקטע ולא רק לאורכו  

ABן והבדל בין הסימ ולכן קיים         


  ), Bוסופו בנקודה  Aשתחילתו בנקודה (המייצג וקטור  

BAן ולסימ         


      .)Aוסופו בנקודה  Bשתחילתו בנקודה (המייצג וקטור  
  

  הדיון בווקטורים יהיה גם במרחב תלת ממדי ולא רק במישור דו ממדי.

  ול להיות חץ המחבר נקודה הווקטור יכוקטור יכול להיות בכל כיוון במרחב. לדוגמה: 

  על רצפת הכיתה עם נקודה הנמצאת על אחד הקירות בכיתה וכו'. 
  

  וקטור האפס 

AAהווקטור 


   ,שמתחיל ומסתיים באותה נקודה הוא וקטור שאורכו אפס, 

  ו כיוון. ולא ניתן לייחס ל

AAר כזה הוא הסימון לווקטו .וקטור האפסוקטור זה נקרא           0


 .  

  . שהוא סקלר רשמנו אפס ומתחתיו קו כדי לציין שמדובר בווקטור האפס ולא במספר אפס

A

B
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  אורך וקטור   

   .ABהוא אורך הקטע  ABהאורך של הווקטור          

  באמצעות ערך מוחלט. וקטור  נהוג לסמן אורך של         

ABלדוגמה: האורך של הווקטור 


ABמסומן  


 .  

ABכמו כן, אם מסומן  u


AB, אז  | u |


 .    

   , כלומר ללא חץ מעליו.ABאפשר לסמנו גם  ,ABאורך הווקטור הוא אורך הקטע מאחר ש

  .אורך של וקטור זה סקלר, כלומר גודל ללא כיווןנדגיש כי 
  

  וקטורים שווים
 

  אורך.  כאשר שני קטעים שווים, הכוונה היא לכך שהם בעלי אותו  

  בעל כיוון, ראינו כי וקטור הוא קטע 

   באורך וגם בכיוון.שהם שווים  היא ויםווקטורים שלכן המשמעות של ו
  

   וקטורים שווים. לקבלתקיימות שתי אפשרויות 
  

  ): וקטורים הנמצאים על אותו ישר.1מקרה (  
  

ABלפניכם שני וקטורים    u


CD- ו  v


  הנמצאים על אותו ישר. 

  נועה השומרת אם אפשר להזיז את אחד הווקטורים, בת

  השני, הווקטור על אורכו וכיוונו, כך שהוא יתלכד עם 

  ,אז שני הווקטורים הם בעלי אותו אורך ואותו כיוון

ABוהם נקראים וקטורים שווים. נוכל לרשום  CD
 

u או  v.  
  

  וקטורים הנמצאים על ישרים מקבילים.): 2מקרה (

ABוקטורים פניכם שני ל   u


CD- ו  v


  שאינם על ישר אחד. 

  השומרתאפשר להזיז את אחד הווקטורים, בתנועה  אם  

  על אורכו וכיוונו, כך שהוא יועתק לישר המקביל לישר   

  עליו הוא נמצא, ויתלכד עם הווקטור השני,          

   ,הווקטורים הם בעלי אותו אורך ואותו כיוון אז שני         

ABוהם נקראים וקטורים שווים. נוכל לרשום           CD
 

uאו   v .  
  

  שני וקטורים נקראים שווים אם אפשר להזיז את אחד הווקטורים, נסכם: 

  עם הווקטור השני. יתלכדכך שהוא  ,נועל ידי תנועה השומרת על אורך הווקטור וכיוו

  יכולים להיות מצוירים במקומות שונים.  ניתן לראות ששני וקטורים שווים
  

   :הערות

  על אותו ישר או על ישרים מקבילים.) תמיד(נמצאים וקטורים שווים ) 1(

AB) כאשר מסמנים 2( CD ,  

  באורכם.  הכוונה היא ששני הקטעים שווים     

ABלעומת זאת, כאשר מסמנים       CD
 

 ,  

  .   שווים באורכם וגם בכיוונםהכוונה היא שהם      

  המתואר משמאל, ABDCבמרובע      

ABאם נתון       CD
 

AB, אז  CD ו -AB CD והמרובע ,ABDC .הוא מקבילית  

A

B

C

D

u

v















A

B
u

C

D
v

A

B



u
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u)שני וקטורים שווים זה לזה ) כאשר 3( v)בכיוונם, גם ו הם שווים באורכם , אז  

  שני וקטורים שווים באורכם ובכיוונם, אז הם נקראים וקטורים שווים.  אם –ולהיפך      
  

ABתון וקטור נ) אם 4(


AB, כלומר uהמסומן   u


,  

  השווים לו, קיימים אינסוף וקטורים אחרים      

  חצים השווים לו באורך ובכיוון. כלומר      

  .u- בציור מתוארים מספר וקטורים השווים כולם ל     
  

  ) אם שני וקטורים הם בעלי אותו אורך, 5(

  אך אינם בעלי אותו כיוון, הם אינם וקטורים שווים.      

ABC )AB משולש שווה שוקייםבציור מתואר       AC.(  

ABשני הווקטורים      


AC- ו 


  הם בעלי אותו אורך,  

ABכלומר       AC
 

  , אך בעלי כיוון שונה, 

  .אינם וקטורים שוויםולכן הם      
  

  ) אם שני הווקטורים הם בעלי אותו כיוון,6(

  אך אינם בעלי אותו אורך, הם אינם וקטורים שווים.      

ABCD )AB בציור מתואר טרפז      DC.(  

ABשני הווקטורים      


DC- ו 


  בעלי אותו כיוון, הם  

  .אינם וקטורים שוויםאך בעלי אורך שונה, ולכן הם      
  

  וקטורים נגדיים
  

  . BAקטע ל ABהקטע הבדל בין  אין ,כאשר מסמנים קטעיםראינו ש

  , B- ו A ותמייצגים בדרך כלל את אורך הקטע המחבר את הנקוד שני הסימונים

BAומתקיים  AB.  

  מנים וקטורים, שר מסכאלמדנו שלעומת זאת, 

  כתיבה.קיימת חשיבות לסדר ה

ABהווקטור          


   .B- וסופו ב A- מייצג חץ שתחילתו ב 

BAהווקטור לעומת זאת,          


  .A- וסופו ב B- מייצג חץ שתחילתו ב 
  

BAהאורך של          


ABשווה לאורך של  


BA, אך הכיוון של 


ABשל  לכיוון מנוגד 


 .  

  .וקטורים נגדיים יםנקרא בעלי כיוון הפוךורך אבל אותו א וקטורים בעלי

  (וקטורים נגדיים אינם וקטורים שווים).
  

ABהווקטורים          


BA- ו 


  וקטורים נגדיים. נקראים  

BA רושמים זאת          AB 
 

.   

  .uמסומן על ידי  uור הווקטור הנגדי לווקט

AB אם נסמן u


BA, אז  u 


.  

u

u

AB


BA

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  תו ישר נמצאים על או )u- ו u(נגדיים  גם וקטורים ,בדומה לווקטורים שווים

   או על ישרים מקבילים.

  

  

  

  

  
  

   דוגמה:

  . Mבנקודה  האלכסונים נחתכים ABCDבמקבילית   

ABנתון:           v


 ,DA u


.  

  .v- השווה לנוסף בציור וקטור  וא. מצא  

DM- בציור וקטור השווה ל ומצאב.  


.  

MC- ל מצאו בציור שני וקטורים נגדייםג. 


.  

  פתרון:

ABא. נתון כי  v


DC. הווקטור 


ABלווקטור  זהה בכיוונו 


  שני הווקטורים , שהרי 

   DC- ו AB. כמו כן, הקטעים ומצביעים לאותו כיווןעל ישרים מקבילים  נמצאים    

AB- שנקבל . (צלעות נגדיות שוות אורך במקבילית) שווי אורך    


DC- ו 


  שווי אורך הם  

DC כלומרוקטורים שווים, וכיוון ולכן הם      AB v 
 

 .  

MB. הווקטור ב


DMלווקטור  זהה בכיוונו 


  על אותו ישר  שני הווקטורים נמצאים, שהרי 

  . ומצביעים לאותו כיוון    

  (אלכסוני המקבילית חוצים זה את זה).  שווי אורך DM- ו MBכמו כן, הקטעים     

MB- שנקבל     


DM- ו 


MB כלומרוקטורים שווים, שווי אורך וכיוון ולכן הם הם   DM
 

 .  

CMג. הווקטור 


MCשווה באורכו לווקטור  


  מנוגד לו בכיוון והם וקטורים נגדיים., אך 

MAהווקטור     


MCשווה באורכו לווקטור  


  קטורים נגדיים.מנוגד לו בכיוון והם ו, אך 
  

   דוגמה:

AB)שוקיים - הוא שווה ABCהמשולש  AC).   

   ,BC- ו AB,ACהן אמצעי הצלעות  F- ו D ,Eהנקודות 

ADנסמן: בהתאמה (ראו ציור).  u


 ,AE v


.  

  .uשני וקטורים נוספים השווים לווקטור  וא. מצא

    .v- . מצאו שלושה וקטורים השווים לב

AB. האם הווקטורים ג


AC- ו 


  .והם וקטורים שווים? נמק 

DE. האם הווקטורים ד


BC- ו 


  הם וקטורים שווים? נמקו. 

  פתרון:

ADא. נתון כי  u


DBוקטור . הו


ADלווקטור  זהה בכיוונו 


 ,  

  . ומצביעים לאותו כיווןעל אותו ישר  שני הווקטורים נמצאיםשהרי     

  . ABא אמצע הקטע הי Dהנקודה , שהרי נתון ששווי אורך DB- ו ADכמו כן, הקטעים     

AD- שנקבל     


DB- ו 


DB כלומרוקטורים שווים, שווי אורך וכיוון ולכן הם הם   AD u 
 

 .  

A

B C

D

F

E

u v

u

vA B

D C

M
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  קטע אמצעים הוא  EFעל פי הנתונים, הקטע  .uלווקטור  נמצא וקטור נוסף השווה    

  למחצית אורכה, ושווה ABצלע , לכן הוא מקביל לABCבמשולש     

   ,AD- מקביל ל גם EF- מאחר ש .AD- שווה באורכו ל EF- ומכאן ש    

EFהרי     


AD- ו 


EF- הם שווי אורך וכיוון, ומכאן ש  AD u 
 

.   
  

AE ב. נתון v


EAולכן י לו בכיוונו , אך נגדvשווה באורכו לווקטור  vהווקטור .  v 


.   

EA, ולכן הווקטורים ACא אמצע הקטע הי Eהנקודה     


CE- ו 


  הם שווי אורך וכיוון,  

EA ומתקייםהם וקטורים שווים,  כלומר     CE v  
 

.  
  

   ACצלע , לכן הוא מקביל לABCקטע אמצעים במשולש הוא  DFעל פי הנתונים, הקטע     

  , AE- מקביל ל DF- מאחר ש .AE- שווה באורכו ל DF- , ומכאן שלמחצית אורכהושווה     

DFהרי     


AE- ו 


DF- ששווי אורך וכיוון. נקבל הם   AE v 
 

FD- , ומכאן ש v 


.  
  

AB)שוקיים - הוא שווה ABC. המשולש ג AC)ווקטורים , ולכן הAB


AC- ו 


  , שווי אורך 

  אינם וקטורים שווים.הם ולכן  אך שונים בכיוונם,    

ABהערה: את שוויון האורך בין הווקטורים נכתוב כך:      AC
 

.  
  

DE. הווקטורים ד


BC- ו 


DE(נמצאים על ישרים מקבילים   BC,( כיוון- שווי ולכן,  

  אינם וקטורים שווים. הם ולכן , )DE- כפול באורכו מ BC( שווי אורך אך אינם    
  

  תרגילים
  

   .ABCDמקבילית  בציור שלפניכם נתונה  .1

AB המסומנים הווקטוריםהאם  וקבעא. 


CD- ו 


  

  הם וקטורים שווים או וקטורים נגדיים.      

DA המסומנים הווקטוריםו האם קבעב. 


CB- ו 


  

  הם וקטורים שווים או וקטורים נגדיים.      
  

  .Mבנקודה  האלכסונים נחתכים ABCDבמקבילית   .2

ABנתון:    v


 ,DA u


.   

  .u- השווה לנוסף וקטור מצאו בציור א.   

  .v- ל שני וקטורים השוויםבציור  ו. מצאב  

AM- בציור וקטור השווה ל ומצא) 1(. ג 


.  

BM- ל שני וקטורים נגדיים) מצאו בציור 2(    


.  
  

AB)שוקיים - הוא שווה ABCהמשולש   .3 AC).   

     .BCהיא אמצע הבסיס  Dהנקודה   

  :בציור המסומניםהווקטורים ארבעת אילו מ וא. קבע  

  הם וקטורים שווים.) 1(       

 ם.הם וקטורים שונים השווים באורכ )2(       

DB. מה אפשר לומר על הווקטורים ב 


DC- ו 


?   

u

vA B

D C

M

A

B D C

A B

D C
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  .O לפניכם מעגל שמרכזו בנקודה  .4

         AB וא קוטר במעגל. הנקודה הC  .נמצאת על היקף המעגל  

OB- קטור השווה למצאו בציור ו א.


.   

OBהאם  ב.


OA- ו 


  הם וקטורים שווים או וקטורים נגדיים? 

OBנסמן:  ג. u


 ,OC v


 .  

u) האם מתקיים 1(    v?   )2 האם מתקיים (u v?  

  

   הוא מקבילית. ABCDהמרובע   .5

AFנתון:  , בהתאמה.DC- ו ABעל הצלעות נמצאות  E- ו Fהנקודות           CE.  

AF א. הסבירו מדוע    EC
 

.  

FB ב. האם    ED
 

FBאו    ED 
 

?  

DE . הסבירו מדועג   FB
 

.   

DEהשוויון עידו טוען ש. ד           FB
 

  להוכיח מספיק כדי  

  הוא מקבילית?  DEBFשהמרובע               

  האם הוא צודק? נמקו.              
  

   ,BC- ו AB ,ACהן אמצעי הצלעות  F- ו D  ,Eהנקודות  ,ABCבמשולש   .6

ADנסמן:  בהתאמה.          u


 ,FC v


.   

  .ABCהוא קטע אמצעים במשולש  EF הסבירו מדוע. א  

  .    u- השווים לים שני וקטורים נוספבציור  ו. מצאב  

      .v- שווים למצאו בציור שלושה וקטורים ה .ג  

AB)שוקיים - הוא שווה ABC. נתון שהמשולש ד   BC).   

u) האם 2שווים באורכם?  ( v- ו u) האם 1(       v?   
  

  

   תשובות:

AB א. נגדיים,   .1 CD 
 

DA ב. שווים,   . CB
 

.    

CB  א.  .2 u


BA. ב .   v 


 ,CD v 


MC ) 1( .ג  . AM
 

)  .2 ( MB DM BM  
  

.  

CD )1( א.  .3 DB
 

 .)2 (AC


BA- ו 


   וקטורים נגדיים. .ב .

AO  א.  .4


OA, גדיםב. נ .  OB 
 

OB) כן, 2) לא.  (1(  ג.   . OC
 

.  

FBא. שני הווקטורים שווי אורך וכיוון.   ב.   .5 ED 
 

  . שני הווקטורים שווי אורך ונגדיים בכיוון.    

  ג. שני הווקטורים שווי אורך וכיוון.     

  מחבר אמצעי שתי צלעות של משולש הוא קטע אמצעים במשולש.א. קטע ה  .6

DB .ב      EF u 
 

CF ) 1. (ג .  FB ED v   
  

uכן,  ) 1. (ד.   v . )2.לא (  

A

B

D

CF

E

u

v

D E

FA B

C
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  חיבור וחיסור וקטורים

  חיבור וקטורים
  

  נדון עכשיו בחיבור וקטורים. 
  

  . v- ו uי וקטורים שננתונים 

  לכל וקטור אורך וכיוון משלו.

uהווקטור נרצה להגדיר מה זה חיבור וקטורים, ולשרטט את  v.  
  

   vאחר כך נעתיק את הווקטור  .uנשרטט את הווקטור 

   (בתנועה השומרת על אורכו וכיוונו)

   .uעם הסוף של הווקטור  יתלכדכך שמוצאו 

   vכלומר נקודת ההתחלה של הווקטור 

   .uנמצאת בדיוק בנקודת הסוף של וקטור 

  וקטור בצורה השומרת על אורכו וכיוונו). מותר להעתיק(
  

   u שמוצאו בנקודת המוצא של הווקטור

  ,vוסופו בנקודת הסוף של 

uוהוא הווקטור  v- ו uמוגדר כסכום הווקטורים  v.  
  

   .vאת הווקטור קודם שרטט הערה: אפשר גם ל

  (בתנועה השומרת  uעתיק את הווקטור אחר כך לה

   .vעם הסוף של הווקטור  יתלכדכך שמוצאו  על אורכו וכיוונו)

  ,vדת המוצא של הווקטור שמוצאו בנקו

vהוא הווקטור   uוסופו בנקודת הסוף של  u.  
  

  , המתואר משמאל.ABCנתבונן לדוגמה במשולש 

ABנתונים שני וקטורים 


BC- ו 


   . (ראו ציור) 

  להציג  נרצה לחבר את שני הווקטורים, כלומר

ABאת הווקטור  BC
 

BC. מוצא הווקטור 


   

ABשל הווקטור  הוא הסוף


AB, וניתן לקבל  BC AC 
  

.  
  

AB+BC   ) מתקיים:במישור או במרחבשלוש נקודות ( מסקנה: לכל = AC
  

.    

ABהשימוש עיקרי: אם מסמנים לנו  u


BC- ו  v


AC, אז  u v 


.  
  

   הערות:

  (פלוס). ) כדי לחבר שני וקטורים נעזרנו בסימן 1(

  חיבור של מספרים. : חיבור של וקטורים ומטרות שונותשתי לאותנו שמש Nסימן זה      

ABלמרות שסכום הווקטורים נדגיש ש     


BC- ו 


ACשווה לווקטור  


 ,  

  ACאינו שווה לאורך הקטע  BC- ו ABסכום אורכי הקטעים      

   .)ACנמצאת על הקטע  B(אלא אם נקודה      
  

uנחבר אם לחבר שני וקטורים שווים. לדוגמה: ) אפשר גם 2( u,  בכיווןזהה וקטור נקבל      

    .2uעל ידי  זה מסומןבהמשך נראה שווקטור . uמהאורך של  2ואורכו פי  u לווקטור     

u

v

u v

A

B

C

u
v
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  ר משני וקטורים. ) אפשר לחבר גם יות3(

  לדוגמה: בציור שמשמאל,      

ABסכום הווקטורים       BC CD 
  

   

AD- שווה ל     


.  
  

AB) על פי ההגדרה של חיבור וקטורים מתקיים: 4( BA AA 
  

.  

AAשגם  על ההגדרה של חיבור וקטורים חייבים כדי לשמור     


  וקטור. יהיה 

AAמסומן וכפי שראינו, וקטור זה נקרא וקטור האפס       0


.   
  

  כללי החיבור בווקטורים
  

  כללי החיבור  ,שונה מחיבור של מספרים. למרות זאתזו פעולה וקטורים של חיבור 

  . נציג את כללי החיבור:החיבור במספרים בווקטורים דומים לכללי

uלכל שני וקטורים מתקיים:  חוק החילוף:) 1(          v v u  .     
  

  חוק הקיבוץ של החיבור: ) 2(         

u)מתקיים:  w- ו u ,vלכל שלושה וקטורים                v) w u (v w)    .  
  

  ורים אחרים. וקט להביע וקטור באמצעות נרצהבמקרים רבים  שימו לב!

  הווקטור המבוקש, של מוצא נקודת הכלשהו שתחילתו ב בשלב הראשון נבחר מסלול

  את כל הווקטורים במסלול בשלב השני נחברדת הסוף של הווקטור המבוקש. וסופו בנקו

  נתחיל מווקטור כלשהו שנקודת המוצא שלו היא מוצא הווקטור המבוקש.  :שבחרנו

  "ראש זנב"בסופו של וקטור זה נמצא המוצא של הווקטור שנחבר אליו, ונמשיך בשיטת 

  עד שנקודת הסוף של הווקטור האחרון במסלול מתלכדת עם נקודת הסוף של הווקטור 

  נסביר זאת באמצעות דוגמה. וקש. סכום הווקטורים שנקבל הוא הווקטור המבהמבוקש. 
  

   דוגמה:

ABנסמן:  ABCDבמקבילית    u


 ,AD v


.   

ACאת הווקטור  ועיהב  


  .v- ו uבאמצעות  

  פתרון:

ACכדי להביע את הווקטור 


 ,  

  . Cוסופו בנקודה , Aשתחילתו בנקודה נבחר מסלול 

  . Cע לנקודה נונ Bומנקודה  ,Bלנקודה  Aנקודה דרך א: נצא מ

ACנביע את הווקטור             


AC: על פי המסלול שבחרנו  AB BC 
  

.   

AB כי נתון             u


BC. בנוסף,  AD v 
 

AC ל: נקב . AB BC u v   
  

.  
  
  

  . Cע לנקודה נונ Dומנקודה  ,Dלנקודה  Aנקודה דרך ב: נצא מ

ACנביע את הווקטור             


AC: המסלול שבחרנו על פי  AD DC 
  

.   

AC נקבל:              AD DC v u   
  

.  
  

uעל פי חוק החילוף, התשובה      v  זהה לתשובהv u .שקיבלנו בדרך א     
   

  ונבחר מסלול שבסופו נגיע לנקודה  Aחשוב לציין שכל עוד נצא מנקודה מסוימת    

AB, הווקטור Bחרת א   


  שנקבל יהיה זהה בכל המסלולים האפשריים. 
  

A B

C
D
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  חיסור וקטורים
    

  נרצה להגדיר מה זה חיסור גאומטרי של שני הווקטורים.. v- ו uנתונים שני וקטורים 

uכדי לבצע את החיסור  v ,נחבר ל -u  את הווקטורv  ל הנגדי(הווקטור -v.(  

uופן הבא: נגדיר את פעולת החיסור באכלומר  v u ( v)   .      
  

  .v- ו uשני וקטורים  נתונים משמאל

uנרצה לבצע את החיסור  v ,  

uכלומר  ( v) .  
  

  ן לנו.נתו  uהווקטור 

  (ראו משמאל). vהווקטור נשרטט את 
  

  (בתנועה השומרת על אורכו וכיוונו) vנעתיק את הווקטור כעת 

   .uעם הסוף של הווקטור  יתלכדכך שמוצאו 

  .vאת הווקטור  uכעת נחבר לווקטור 

   uשמתחיל בנקודה שבה מתחיל וקטור הווקטור המקווקו 

u הווקטור הוא vומסתיים בנקודה שבה מסתיים הווקטור  v.     
  

   דוגמה:

ABנסמן:  ABCבמשולש    u


 ,AC v


.   

BCאת הווקטור  ועיא. הב


  .v- ו uבאמצעות  

CBאת הווקטור  ועי. הבב


  .v- ו uבאמצעות  

  פתרו בשתי דרכים.     

  פתרון:

BCא. כדי להביע את הווקטור 


  . Cוסופו בנקודה , Bשתחילתו בנקודה , נבחר מסלול 

  . Cע לנקודה נונ Aומנקודה  ,Aלנקודה  Bנקודה ברור. נצא מבשאלה זו המסלול די     

BCנביע את הווקטור     


BC: על פי המסלול שבחרנו  BA AC 
  

.   

AB כי נתון     u


BA, ולכן  u 


AC. בנוסף,  v


.   

BC נציב ונקבל:      BA AC u v    
  

BCאפשר להיעזר בחוק החילוף ולקבל  . v u 


.  

vהווקטור שקיבלנו (     uוקטורים, וצג כחיסור וקטורים, אבל למעשה חיברנו) מ  

BAהיה נגדי לווקטור  uהווקטור כאשר     


  ומכאן סימן המינוס.שבחרנו המסלול שבכיוון  
  
  

CBלהביע את הווקטור  דרך א': כדי. ב


  , Cשתחילתו בנקודה חר מסלול , נב

  . Bע לנקודה נונ Aומנקודה  ,Aלנקודה  Cנקודה . נצא מBוסופו בנקודה     

CBנביע את הווקטור     


CB: על פי המסלול שבחרנו  CA AB 
  

.   

AB כי נתון     u


AC. בנוסף,  v


CA, ולכן  v 


CB נציב ונקבל: .  CA AB v u    
  

   
  

  של וקטורים נגדיים. של סעיף א' ובהגדרה יעזר בתוצאהך ב': נדר    

BCבסעיף א' קיבלנו      u v  


CB  ידוע כי . BC 
 

CBנקבל: .  BC ( u v) u v       
 

.   

uעל פי חוק החילוף, התשובה      v  זהה לתשובהv u  .שקיבלנו בדרך א      

u

vu v

u
v
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  דוגמה:

ABנסמן:  .ABCDמקבילית  לפניכם u


 ,AD v


.  

ACאת הווקטור  v- ו uבאמצעות  ועיא. הב


.  

DBאת הווקטור  v- ו uבאמצעות  ועיב. הב


.  

CAאת הווקטור  v- ו uבאמצעות  ביעוה  ג.


.    

BDעו את סכום הווקטורים  הבי  ד. DC
 

.    

  פתרון:

ACא. כדי להביע את הווקטור 


  ,Aנבחר מסלול כלשהו שתחילתו בנקודה , 

  . Cע לנקודה נונ Bומנקודה  ,Bלנקודה  Aנקודה . לדוגמה: נצא מCוסופו בנקודה      

  .Cומסתיים בנקודה  B, עובר דרך נקודה Aהמסלול שבחרנו מתחיל בנקודה      

ACנביע את הווקטור      


AC: על פי המסלול שבחרנו  AB BC 
  

.   

ABעל פי הנתון       u


BC. כמו כן,  AD v 
 

.   

ACנציב ונקבל:       AB BC u v   
  

.     
  

   נדגיש כי אפשר לבחור גם מסלול אחר.     

   .Cלנוע לנקודה  Dומנקודה  Dלנקודה  Aלצאת מנקודה  לדוגמה: אפשר     

ACבמקרה כזה נקבל:       AD DC 
  

ADעל פי הנתון  . v


DCכמו כן,  . AB u 
 

.   

ACציב ונקבל נ      v u 


u- . תוצאה זו זהה ל v, החילוף. על פי חוק  
  

DBב. כדי להביע את הווקטור 


  ,Dו שתחילתו בנקודה נבחר מסלול כלשה, 

  . Bננוע לנקודה  Aומנקודה  Aלנקודה  Dנצא מנקודה . לדוגמה: Bוסופו בנקודה     

DBנביע את הווקטור     


DB:  על פי המסלול שבחרנו  DA AB 
  

 .  

ADעל פי הנתון      v


DAלכן  , v 


DB. נציב ונקבל:  DA AB v u    
  

.  

  , Cלנקודה  Dת מנקודה אפשר לצא גם כאן אפשר לבחור מסלול אחר.    

DB במקרה כזה נקבל:  .Bלנוע לנקודה  Cומנקודה      DC CB 
  

  

DCידוע      u


 ,CB DA v  
 

DB  נציב ונקבל:  . u ( v) u v    


  

vתוצאה זו זהה ל      u , .על פי חוק החילוף  
  

CAג. נביע את הווקטור 


CA באופן הבא:   CD DA u v    
  

  

CA גם כאן אפשר לבחור מסלול אחר:       CB BA v u    
  

  

  של וקטורים נגדיים. של סעיף א' ובהגדרה כמו כן, אפשר להיעזר בתוצאה    

ACבסעיף א' קיבלנו      u v 


CA  ידוע כי . AC 
 

.  

CAונקבל:  ציבנ     AC (u v) u v       
 

.      
     

BD דרך א': ניתן לראות  כי  ד. u v  


DC- ו  u


BD  . נקבל: DC u v u v     
 

.   
  

BD דרך ב': נקודת הסוף של הווקטור    


DCהיא נקודת ההתחלה של הווקטור  


,  

  התחלה שלו היא נקודת ההתחלה ולכן סכום שני הווקטורים הוא וקטור שנקודת ה    

BDשל     


DCנקודת הסוף של ונקודת הסוף שלו היא , B, כלומר 


  .C, כלומר 

BCשסכום הווקטורים הוא הווקטור  נקבל    


  . v , כלומר

A B

D C

v

u
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  תרגילים
  

  . v- ו uבשרטוטים הבאים נתונים הווקטורים   .1

uאת הווקטור  וושרטט ,למחברתכם את הווקטורים וקיהעת          v :בכל אחד מהמקרים האלה   
  

          ב.                     א.  
  
  
  
  

BCנתון:  ABCבמשולש   .2 u


 ,CA v


.  

  :v- ו uבאמצעות  ועיהב  

BAא. את הווקטור   


.  

ABב. את הווקטור   


.  
  

ABנסמן:  ABCשולש במ  .3 u


 ,AC v


.   

  :v- ו uבאמצעות  ועיהב  

BCאת הווקטור א. 


.  

CBאת הווקטור ב. 


.  
  

ABנסמן:  ABCDבמקבילית   .4 u


 ,AD v


.   

ACאת  ועיא. הב  


  .v- ו uבאמצעות  

BDאת  ועי. הבב  


  .v- ו uבאמצעות  

AC הסבירו מדוע. ג   CD AD 
  

.   
  

   .BCהוא תיכון לצלע  ADהקטע  ABCבמשולש   .5

ADנסמן:           u


 ,BD v


.   

ABאת  ועיא. הב


  .v- ו uבאמצעות  

ACאת  ועי. הבב


  .v- ו uת באמצעו 
  

   .ABCDלפניכם ריבוע   .6

ABא. השלימו:           BD 
 

.  

AD: . הסבירו מדוע מתקייםב          AB AC 
  

.  

BCג. השלימו:           DC 
 

.  

AB) 1: (עבור כל טענה האם היא נכונהד. קבעו           BC
 

)  .2 (AB BC
 

.  

u

v

A

B C

u

v
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   .ABCDלפניכם מלבן   .7

ABא. השלימו:           BC 
 

.  

BOב. השלימו:           OA AD  
  

.  

AOג. השלימו:           CO 
 

.  

OA) 1( ד. קבעו עבור כל טענה האם היא נכונה:           OD
 

)  .2 (OA OD
 

.  
  

  .Oהאלכסונים נחתכים בנקודה  ABCDבמקבילית   .8

OA  נתון:          u


 ,OB v


.  

DCאת הווקטורים  ועיא. הב  


CB- ו 


   

   .v- ו uבאמצעות               

AO: וחיהוכ. ב   BO CO DO 0   
   

.   
  

  

   .ABCDמרובע  לפניכם  .9

DAנסמן:  u


 ,DC v


 ,CB w


.  

   את הווקטורים w- ו u ,vבאמצעות  ועיהבא.   

AC ) 1הבאים: (              


)    .2  (BD


)     .3  (AB


    .  

v- ב. מצאו בציור וקטור השווה ל w.  
  

  רובע ועליו מסומניםבציור מתואר מ  .10
    .x- ו  a ,b ,dהווקטורים   

x  מדוע וריא. הסב a b d 0   .  

 ת באמצעו xאת הווקטור  ועיב. הב  

  .d- ו a ,bהווקטורים       
  
  
  

  תשובות:
          ב.                   א.  .1
  
  
  
  
  

BAא.   .2 u v 


ABב.  .  (u v) u v     


.  

BCא.   .3 u v  


CB. ב.  u v 


AC א.   .4  . u v 


BD .  ב.  v u 


.  

AB א.   .5 u v 


AC .  ב.  u v 


AB א.   .6  . BD AD 
  

BC .  ג.  DC BD 
  

  ) נכונה.2ד. לא נכונה.  (  .

AB א.   .7 BC AC 
  

BO .  ב.  OA AD BD  
   

AOג.    . CO AC 
  

  ) נכונה.2) לא נכונה.  (1.  ד. (

DC א.   .8 v u 


 ,CB v u 


AC) 1א.  (   .9  . v u 


)  .2 ( DB v w 


.  )3  (AB v w u  


.   

xב.   .10 a b d   .  

A B

D C

vu

O

A
B

D
C

v

u
w

a b

x d

uv
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  בסקלר של וקטור כפל –אומטרי הגקטור ווה
       

  נדון עכשיו בכפל של וקטור בסקלר. 

  סקלר הוא מספר ממשי כלשהו (חיובי, שלילי או אפס).

2בסקלר:  uדוגמאות לכפל של וקטור  u ,1
4 u ,3 u  ,1

2 u  ,1.5 u ,0.4 u .  

2מהי המשמעות הגאומטרית של הווקטור  u?   

2הווקטור  u  וקטור בכיוונו של הווקטור הואu , מהאורך של  2ואורכו גדול פיu .  

2- ו uהווקטורים  u ,(ראו ציור שמאלי) יכולים להיות על אותו ישר  

  או על ישרים מקבילים (ראו ציור ימני). 

  

  

  

  
  

2בווקטור  u המופיע משמאל ל 2, המספר -u  סקלרנקרא.  

  .2uכלומר  אפשר לרשום כפל כזה ללא נקודה,. משמאל לווקטורנהוג לכתוב את הסקלר          
  

  ור המתקבל הוא בכיוון של הווקטור הנתון., הווקטחיוביכאשר כופלים וקטור בסקלר 

   נגדי, הווקטור המתקבל הוא בכיוון שליליכאשר כופלים וקטור בסקלר לעומת זאת, 

  לכיוון הווקטור הנתון. נסביר זאת.

3ונרצה לתאר את הווקטור  uניח כי נתון וקטור נ u .  

3את הווקטור נצייר תחילה  uשל הווקטור לכיוון  זההכיוונו , שu ,  

  . uמהאורך של  3ואורכו גדול פי 

3לאחר מכן נצייר את הווקטור  u  ,  

3גדי לווקטור שהוא הווקטור הנ u.  

   3uהווקטור המשמעות הגאומטרית היא ש

  ,u לכיוון של נגדיהוא וקטור בכיוון 

  ). 3(ולא כפול  uמהאורך של  3ואורכו גדול פי 

  ,uישירות על פי הווקטור  3uהערה: ניתן כמובן לצייר את הווקטור 

  .3uבלי לצייר את הווקטור 
  

  אשר כופלים וקטור בסקלר (חיובי או שלילי), נסכם: כ

  הוא וקטור בכיוונו של הווקטור המקורי או בכיוון מנוגד לו,הווקטור המתקבל 

  קטור המקורי, או על ישר מקביל לו. נמצא על אותו ישר עליו נמצא הווו
  

    דוגמה:  

  לומר על אורכם וכיוונם של הווקטורים הבאים:  ו. מה תוכלuנתון הווקטור   

1.  ב. 3uא.           
3 u  .2.  גu .2.   ד

5 u.   

  פתרון:

   uכיוון של וקטור ב הוא 3uא. הווקטור 

  .u מהאורך של 3פי גדול ואורכו      

u

2uu
2u
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1ב. הווקטור 
3 u  הוא וקטור בכיוון שלu,  

1 מהווה ואורכו    
   uשל מהאורך  3

      ).u- (כלומר הוא קטן באורכו מ    
  
    

  ,u הוא בכיוון מנוגד לכיוון של 2uג. הווקטור 

   uמהאורך של  2ואורכו גדול פי     

  ).u- באורכו מ גדול וא(כלומר ה    
  

  

2ד. הווקטור 
5 u  הוא בכיוון מנוגד לכיוונו שלu ,  

2ואורכו מהווה     
   uמהאורך של  5

   ).u- (כלומר הוא קטן באורכו מ    
    

  בסקלר, uוקטור ד הם כפל של - שקיבלנו בסעיפים אנדגיש כי כל ארבעת הווקטורים 

    נמצא נמצאים על הישר שעליוכיוון מנוגד לו, וב, או uבעלי אותו כיוון של ולכן הם 

  לו. מקביל או על ישר  uהווקטור 
  

  נסכם את האפשרויות לגבי כפל של וקטור בסקלר: 

tהווקטור  השונה מווקטור האפס, uולכל וקטור  tלכל מספר ממשי  u :מוגדר כך   
  

t אםא.  > t, אז הווקטור 0 u הוא וקטור בכיוון של u  או על ישר  הישראותו (על  

  .u פעמים האורך של הווקטור t המקביל לו) ואורכו     
  

tעבור       0  מצבים כלליים:  3קיימים  

t) אם 1(      1 אז האורך של ,t u  גדול מהאורך שלu.   

t) אם 2(      1 אז האורך של ,t u  שווה לאורך שלu .(וקטורים שווים)  

0) אם 3(      t 1  אז האורך של ,t u  קטן מהאורך שלu.  
  

t אם ב.  < t, אז הווקטור 0 u של  גד לכיווןהוא וקטור בכיוון מנוu  ) הישר אותו על  

  .u של הווקטור פעמים האורך tאו על ישר המקביל לו) ואורכו      
  

tעבור       0  מצבים כלליים 3קיימים :       
  

t) אם 1(      1  אז האורך של ,t u  גדול מהאורך שלu.   

t) אם 2(      1  אז האורך של ,t u  שווה לאורך שלu ם).(וקטורים נגדיי  

1) אם 3(      t 0   אז האורך של ,t u  קטן מהאורך שלu.  

tג. אם  0 אז מגדירים ,t u 0  כלומר ,t u וקטור האפס. הוא  
  
  
   את הכללים לכפל של וקטור בסקלר: נרשום          

  חוק הקיבוץ של כפל בסקלר.) 1(          

tמתקיים:  s- ו tושני מספרים  uלכל וקטור                 (s u) (t s) u    .  

2 דוגמה:ל                (3u) (2 3) u 6 u 6u      .  

   חוק הפילוג בסקלרים:) 2(          

t)מתקיים:  s- ו tושני מספרים  uלכל וקטור          s)u tu su  .    

   הפילוג בווקטורים:חוק ) 3(  

t(uמתקיים:  tומספר  v- ו uלכל שני וקטורים         v) tu tv  . :4 דוגמה(u v) 4u 4v  .  



 15

   דוגמה:

AB. נתון: ABת באמצע הקטע נמצא Pהנקודה    u


.  

   את הווקטורים הבאים: uבאמצעות  ועיהב  

APא.   


PBב.   .


PA.        ג. 


BP.      ד. 


.  

  פתרון:

1מתקיים: , ולכן ABנמצאת באמצע הקטע  Pא. הנקודה 
2AP PB AB .  

APהווקטור     


ABהוא וקטור בכיוון של  


1ואורכו  
ABהווקטור אורך מ 2


 .  

1 מתקיים לכן    
2AP AB

 
1ומכאן  ,

2AP u


.   

PBהווקטור ב. 


ABבכיוון של  הוא 


1ואורכו  
ABמהווקטור  2


 .  

1 מתקיים לכן    
2AP AB

 
1ומכאן  ,

2AP u


AP(הערה:    PB
 

.(  

PAהווקטור ג. 


AP- הוא וקטור נגדי ל 


1. נקבל: 
2PA AP u   

 
  

BPהווקטור ד. 


PB- הוא וקטור נגדי ל 


1. נקבל: 
2BP PB u   

 
  

  

   דוגמה:

ABנתון:  .ABקטע נמצאת על ה Pהנקודה  u


, 3
5AP AB

 
.  

APאת הווקטורים  ועיהבא. 


PB- ו 


  .uבאמצעות  

  ?ABקטע מחלקת את ה Pב. באיזה יחס הנקודה 

  : פתרון

ABעל פי הנתון א.  u


3- ו 
5AP AB

 
3נציב ונקבל:  . 3

5 5AP AB u 
 

.  

PB נביע את    


3אם : 
5AP u


3, אז  2

5 5PB (1 )u u  


.  

PBנביע את  – דרך נוספת    


  ,Aלנקודה  Pעל ידי כך שנצא מנקודה  
  

B :3לנקודה  וממנה     2
5 5PB PA AB u u u     

  
  

  

3- ב. מאחר ש
5AP AB

 
3 , אז

5AP AB2ן דומה נקבל . באופ
5PB AB .  

נחשב את היחס המבוקש:    
3
5 3

22
5

ABAP
PB AB

 .  

  

  : הערות

APומקיימת , ABנמצאת על הקטע  Pנקודה  אם) 1( t AB 
 

  )0 t 1 (,  

AP  אםנוכל להיעזר בכלל הבא:       t AB 
 

PB, אז  (1 t)AB 
 

.   

AB) אם נסמן את אורך הווקטור 2(


3, אז מתקיים: u- ב 
5AP u


 ,2

5PB u


.  

  
  
  
  

A B
u

P

A

B
P
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   גמה:דו

AP- כך ש, ABנמצאת על הקטע  Pהנקודה  : PB 3: 4 .  

ABנתון:  u


.   

APאת  ועיהב


PBואת  


  .uבאמצעות  

   פתרון:

AB נתון u


APכדי להביע את הווקטור  , ולכן


 APנרצה להבין איזה חלק מהווה הקטע  

APהיחס , כלומר לחשב את ABמהקטע  : AB .  

AP על פי הנתון : PB 3: 4 לכן ,AP : AB 3: 7 3, כלומר
7AP AB .  

APהווקטור 


ABהוא וקטור בכיוון של  


3ואורכו  
ABמהווקטור  7


.  

3 מתקיים לכן
7AP AB

 
3ומכאן  ,

7AP u


.  

3- מאחר ש
7AP AB

 
3, אז מתקיים  4

7 7PB (1 )AB AB  
  

4, ומכאן נקבל 
7PB u


.  

  

  תרגילים
  

  . ABנמצאת באמצע הקטע  Pהנקודה   .1

ABנתון:  u


.   

   את הווקטורים הבאים: uבאמצעות  ועיהב  

APא.   


PBב.   .


PA.        ג. 


BP.      ד. 


.  
  

1- , כך שABנמצאת על הקטע  Pהנקודה   .2
3AP AB .  

ABנתון:            u


 .  

       את הווקטורים הבאים:  uבאמצעות  ועיהב

APא. 


PB.   ב. 


BP.    ג. 


.   
  

ABנתון:   .3 u


3מקיימת:  P. הנקודה 
7PB AB

 
.  

  ורים הבאים:את הווקט uבאמצעות  ועיהב

PBא. 


AP.   ב. 


   .  
  

AP- , כך שABנמצאת על הקטע  Pהנקודה   .4 : PB 3:1 .  

ABנתון:  u


 .  

APאת הווקטורים  ועיהב


PB- ו 


  .uבאמצעות  
  

  , ABנמצאת על הקטע  Pהנקודה    .5

AP- ש כך          3
PB 5

 :נתון .AB u


.     

APאת הווקטורים  uבאמצעות  ועיהב         


PB- ו 


.  

A

B

P

A B
u

P
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ABנסמן:  ABCבמשולש   .6 u


 ,AC v


.   

2- , כך שABהצלע נמצאת על  D הנקודה  
3AD AB

 
.  

1- , כך שACנמצאת על הצלע  Eהנקודה          
4EC AC

 
.  

AD את uבאמצעות  ועיהבא.   


BD- ו 


.   

AEאת  vבאמצעות  ועיהבב.   


.    
  

ABנסמן:  ABCDבמקבילית   .7 u


 ,AD v


 .  

   .DCהיא אמצע הצלע  E הנקודה         

BF- , כך שBCנמצאת על הצלע  F הנקודה          : FC 2 : 3.   

EDאת  uבאמצעות  ועיא. הב  


.   

FCאת  vבאמצעות  ועי. הבב  


.   
  

ABהוא טרפז ( ABCDמרובע ה  .8 DC.(  

DCנתון:           3 AB .  :נסמןAB u


 ,AD v


.  

DCאת  uו באמצעות עיהבא.          


CDואת  


.  

  , ADהצלע נמצאת על  Eנקודה הב.          

3- כך ש             
5AE AD

 
DEאת  uו באמצעות עיבה .


.  

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  תשובות:

1א.  .1
2 u.   .1ב

2 u.   .1ג
2 u.   .1ד

2 u.   2.  .1א
3 u.   .2ב

3 u.   .2ג
3 u.    

3א.  .3
7 u .4.  ב

7 u  .4.  3
4AP u


 ,1

4PB u


.   5. 3
8AP u


 ,5

8PB u


.  

2א.   .6
3AD u


 ,1

3BD u 


3ב.    .
4AE v


1א.   .7  .

2ED u 


3ב.    .
5FC v


.  

DCא.   .8 3u


, CD 3u 


2.   ב. 
5DE v 


.  
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  וקטורים קולינאריים
   נכיר את המושג וקטורים קולינאריים.

  וקטורים קולינאריים הם וקטורים הנמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים.

  .(הסיבה לכך שהם נקראים קולינאריים היא שאפשר לצייר אותם על אותו ישר)
  

שהם כפל בסקלר אחד של השני נמצאים על אותו ישר או על ישרים שני וקטורים שלמדנו 

  נמצאים ווקטורים נגדיים שווים וקטורים גם  מקבילים, ולכן הם וקטורים קולינאריים.

  הם וקטורים קולינאריים. גם ולכן  ,על אותו ישר או על ישרים מקבילים
  

AB קולינאריים  שני וקטוריםאם נתונים 


CD- ו 


  על ישר או נמצאים על אותו (  

CDמקיימים תמיד הם ), מקביליםישרים  t AB 
 

  אחד כפל בסקלר  הם, כלומר 

   השני (סקלר שאינו אפס). של

  כרח שווי אורך.הסקלר יכול להיות כל מספר, ולכן וקטורים קולינאריים אינם בה

  ואם הסקלר שלילי הם בעלי כיוונים מנוגדים. ,אם הסקלר הוא חיובי הם בעלי אותו כיוון

tכאשר  1 שהווקטורים הקולינאריים הם וקטורים שווים נקבל )CD AB
 

.(  

tכאשר  1  לינאריים הם וקטורים נגדיים (נקבל שהווקטורים הקוCD AB 
 

.(  

  של וקטורים קולינאריים,שווים הם סוג מסוים  במילים אחרות, וקטורים

  של וקטורים קולינאריים. טורים נגדיים הם סוג מסויםוגם וק
  

  כל ישר ישנם שני וקטורים,על  בציור מתוארים שלושה ישרים המקבילים זה לזה.

  נמצאים על אותו ישר או על  . כל שני וקטורים שבציורפנינו שישה וקטוריםכלומר ל

  ני וקטורים בציור הם קולינאריים.כלומר כל ש ,ישרים מקבילים

  תו ישר הם כפל בסקלר אחד של השני,ניתן לראות שכל שני וקטורים הנמצאים על או

  חד של השני.קבילים הם כפל בסקלר אוגם כל שני וקטורים הנמצאים על ישרים מ

  
  
  

  

  

  
  

   דוגמה:

ABCD )ABבטרפז           DC(  :נתוןDC 2AB. הנקודה E  נמצאת באמצע הבסיסAB.  

AB א. האם         


CD- ו 


  קולינאריים?וקטורים הם  

   האם הם וקטורים שווים?              

AE ב. האם         


EB- ו 


  קולינאריים?וקטורים הם  

  האם הם וקטורים שווים?             

AD האם. ג         


BC- ו 


  קולינאריים?וקטורים הם  

DFומקיימת  DCנמצאת על הצלע  F ד. הנקודה          : FC 3:1 . :נסמןAB u


.  

AEאת  uמצעות הביעו בא) 1(             


 ,DC


 ,DF


.   

AEהאם ) 2(             


DF- ו 


  האם הם וקטורים שווים? הם וקטורים קולינאריים? 
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  :פתרון

ABא. נתון  DC כלומר הווקטורים ,AB


DC- ו 


  נמצאים על ישרים מקבילים,  

   אינם שווים באורכם וקטורים קולינאריים. שני הווקטוריםולכן הם      

  הם לא וקטורים שווים.ולכן , (ומנוגדים בכיוונם)     

AEהווקטורים . ב          


EB- ו 


  נמצאים על אותו ישר ולכן הם וקטורים קולינאריים. 

  שווי אורך. EB- ו AE, אז הקטעים ABנמצאת באמצע הבסיס  Eמאחר שהנקודה               

AE- נקבל ש              


EB- ו 


  הם וקטורים בעלי אותו אורך וכיוון ולכן הם וקטורים שווים. 

ADג.           


BC- ו 


  אינם על אותו ישר או על ישרים מקבילים ולכן אינם וקטורים קולינאריים. 

AEהווקטור  .ABנמצאת באמצע הבסיס  E הנקודה) 1(ד.           


ABבכיוון של  הוא 


  

1ואורכו                    
ABהווקטור אורך מ 2


1נקבל: .  1

2 2AE AB u 
 

 .  

ABנתון            DC כלומר הווקטורים ,AB


DC- ו 


  וכל אחד מהםהם קולינאריים,  

DCהוא כפל בסקלר אחד של השני. נתון            2 AB   ולכןDC 2 AB 2u  
 

.  

DFנתון            : FC 3:1 3, לכן
4DF DC

 
3. נציב ונקבל:  1

4 2DF 2u 1 u   


.  

AE- לראות ש ) ניתן2(              


DF- ו 


  נמצאים על ישרים מקבילים ולכן הם וקטורים  

1קיבלנו   קולינאריים.                   
2AE u


 ,1

2DF 1 u 


  , ולכן הם לא וקטורים שווים.

  

  תרגילים
  

  . ABהן קצות הקטע  B- ו Aהנקודות     .1

   קטעים שווים. 4- חילקו ל ABאת הקטע   

   , ראו ציור.R- ו P,Qנקודות החלוקה הן   

APא. האם            


PR- ו 


  הם וקטורים קולינאריים? האם הם וקטורים שווים?  

AQ- ל שני וקטורים השווים) כתבו 1ב. (           


.   

AQ- לווקטור קולינארי ל דוגמאות פרמס) תנו 2(             


  אינו שווה לו.ש, אך 
  

  .AB הצלע נמצאת באמצע D הנקודה ABCבמשולש   .2

AE- , כך שAC נמצאת על הצלע E הנקודה   : EC 2 :1.  

AEא. האם            


CE- ו 


  הם וקטורים קולינאריים? 

  האם הם וקטורים שווים?               

AD- ) כתבו וקטור שווה ל1ב. (           


.  

AD- ל יםקולינארי יםוקטור מספר) תנו דוגמה ל2(             


 ,  

   לו. אך אינם שווים                  
  

AP- , כך שABנמצאת על הקטע  Pהנקודה   .3 3PB .  

APא. האם            


PB- ו 


  האם הם וקטורים שווים?  הם וקטורים קולינאריים? 

ABנתון: ב.  u


 .  

APאת הווקטורים  ועיהב    


PB- ו 


  .uבאמצעות  

BA P Q R
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ABהוא טרפז ( ABCDמרובע ה  .4 DC .(  

AEומקיימת  ABנמצאת על הבסיס  E הנקודה            : EB 1: 2.   

   ADאת באמצע השוק נמצ F הנקודה         

ABא. האם            


DC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים? 

  האם הם וקטורים שווים?             

AEב. האם            


BE- ו 


  טורים קולינאריים? האם הם וקטורים שווים?הם וק 

AFג. האם            


FD- ו 


  לינאריים? האם הם וקטורים שווים?הם וקטורים קו 

DCנתון: ד.           2 AB  :נסמן .AB u


AEאת  u. הביעו באמצעות 


 ,DC


 .  
  

  . BCנמצאת באמצע הצלע  E הנקודה ABCD במקבילית  .5

1ומקיימת  ABנמצאת על הצלע  F הנקודה         
4AF AB

 
.   

AFא. האם            


FB- ו 


  הם וקטורים קולינאריים? 

  האם הם וקטורים שווים?              

DC- ) כתבו וקטור שווה ל1ב. (           


.  

DC- ל יםקולינארי יםלווקטור ) תנו דוגמאות2(             


  לו. , אך אינם שווים

BE- ) כתבו וקטור שווה ל1ג. (           


.  

BE- לווקטור קולינארי ל ) תנו דוגמאות2(             


  , אך אינו שווה לו.

  

  תשובות:

APא.   .1


PR- ו 


  הם וקטורים קולינאריים (הם נמצאים על אותו ישר), אך אינם וקטורים שווים. 

QB) 1ב. (      AQ
 

 ,PR AQ
 

.  )2 (AP


 ,PB


 ,RA


 ,QA


.  

AEא.   .2


CE- ו 


  הם וקטורים קולינאריים (הם נמצאים על אותו ישר), אך אינם וקטורים שווים. 

DB) 1ב. (      AD
 

.  )2 (BD


 ,DA


 ,BA


 ,AB


.  

APא.   .3


PB- ו 


  אך אינם וקטורים שווים. הם וקטורים קולינאריים (הם נמצאים על אותו ישר), 

3ב.      
4AP u


 ,1

4PB u


.     

ABא.   .4


DC- ו 


  נמצאים על ישרים מקבילים), אך אינם וקטורים שווים.  טורים קולינאריים (הם וק 

AEב.     


BE- ו 


  הם וקטורים קולינאריים (הם נמצאים על אותו ישר), אך אינם וקטורים שווים.   

AFג.     


FD- ו 


  הם וקטורים קולינאריים (הם נמצאים על אותו ישר), והם וקטורים שווים.   

1 ד.    
3AE u


 ,DC 2u


.  

AFא.   .5


FB- ו 


  הם וקטורים קולינאריים (הם נמצאים על אותו ישר), אך אינם וקטורים שווים.   

AB) 1ב. (      DC
 

 .)2 (AF


 ,FB


 ,BA


 ,BF


 ,FA


 ,CD


.    

EC) 1ג. (      BE
 

)  .2 (BC


 ,CB


, CE


 ,EB


 ,AD


 ,DA


  .  
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  של כפל בסקלר עם חיבור וחיסור וקטורים יםשילוב
  

  מקרים המשלבים כפל בסקלר עם חיבור וחיסור וקטורים.נראה עכשיו 
  

  דוגמה:

ABנסמן:  ABCבמשולש  u


 ,AC v


.   

   Eוהנקודה , ABנמצאת על הצלע  Dהנקודה 

3- כך ש ,ACנמצאת על הצלע 
4AD AB

 
2- ו 

5AE AC
 

.  

AEאת  ועי. הבא


BE- ו 


   .v- ו u באמצעות 

EDאת  ועי. הבב


    .v- ו uבאמצעות  

  פתרון:

2א. נתון כי 
5AE AC

 
AC. נציב  v


2ונקבל  

5AE v


.  

BEכדי להביע את הווקטור     


  . Eננוע לנקודה  וממנה Aלנקודה  Bנצא מנקודה  

2 נקבל:    
5BE BA AE u v    

  
.   

EDביע את הווקטור . נב


ED במסלול הבא:  EA AD 
  

.  

2מצאנו     
5AE v


2ולכן  

5EA v 


 .  

ADביע את נ   


3 נתון. 
4AD AB

 
3 ולכן ,

4AD u


.   

32 קבל:נ    
5 4ED EA AD v u    

  
.  

  

   דוגמה:

AB)הוא טרפז  ABCDהמרובע    DC) .  

DCנתון:           2 AB .  :נסמןAB u


 ,BC v


.  

DCאת  ועיהבא.          


BD- ו 


   .v- ו uאמצעות ב 

  .DCהיא אמצע הבסיס  Eקודה ב. הנ

  .u- מצאו בציור שני וקטורים נוספים השווים ל      

  הוא מקבילית. ABCEג. הסבירו מדוע המרובע   

  :פתרון

ABא. נתון  DC כלומר הווקטורים ,AB


DC- ו 


  וקטורים קולינאריים, הם  

  כפל בסקלר אחד של השני.  הםלכן ו    

DCנתון       2 AB   ולכןDC 2 AB 
 

DCנקבל  . 2u


.  

BDאת הווקטור כדי להביע     


  .C דרך הנקודה Dלנקודה ונגיע  Bנצא מנקודה  

BD נקבל:      BC CD v ( 2u) v 2u      
  

.  

1, ולכן DCהיא אמצע הבסיס  Eב. הנקודה  1
2 2DE EC DC 2u u    

  
.  

EC בסעיף ב' קיבלנוג.    u


AB. כמו כן, נתון  u


AB, ולכן  


EC- ו 


  הם וקטורים שווים. 

  יש זוג צלעות נגדיות  ABCE עלי אותו אורך ואותו כיוון, ולכן במרובע ר, הם בכלומ             

  וא מקבילית.שוות באורכן  ומקבילות והמרובע ה             

A

B C

D

u vE

u

v

A B

D C
E
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  תרגילים
  

ABנסמן:  ABCבמשולש   .1 u


 ,AC v


.   

  .AB ת באמצע הצלענמצא D הנקודה  

1- , כך שAC ת על הצלענמצא E הנקודה           
3AE AC

 
.  

  :v- ו uבאמצעות  ועיהב

AE הווקטורים א. את  


 ,BE


EB- ו 


      .  

CD הווקטורים . אתב  


DE- ו 


      .  
  

ABנסמן:  ABCבמשולש   .2 u


 ,AC v


.  

  .AC- ו ABעל הצלעות בהתאמה נמצאות  E- ו Dהנקודות   

2נתון:   
3AD AB

 
 ,2

5AE AC
 

.  

  את הווקטורים  v- ו uבאמצעות  ועיהב  

BEא.   הבאים:


DC.   ב. 


DE. ג.   


.      
  

ABנסמן:  ABCDבמלבן   .3 u


 ,AD v


.  

  , BCנמצאות על הצלע  Q- ו Pהנקודות   

BQ- כך ש          QP PC  .(ראו ציור)  

BQאת  ועיא. הב  


BP- ו 


    .vבאמצעות  

AQאת  ועיב. הב  


 ,AP


AC- ו 


   

  .v- ו uבאמצעות     
  

ABנסמן:  ABCDבמקבילית   .4 u


 ,BC v


   H- ו E ,F ,Gהנקודות . 

  בהתאמה. ,AD- ו  AB ,BC ,CD לעותהן אמצעי הצ          

  את הווקטורים  v- ו uבאמצעות  ועיא. הב  

CE) 1הבאים:  (    


   .)2 (EF


.    

HG: וחיב. הוכ   EF
 

.   

  ,בסעיף ב' םהטענה שהוכחתג. האם רק על פי   

  .והוא מקבילית? נמק EFGHנובע שהמרובע              
  

ABCD (ABבטרפז   .5 DC)  :נסמןCD u


 ,CB v


 .  

   .ADהיא אמצע הצלע  Pהנקודה 

1נתון: 
3AB DC .  

ADאת  ועיא. הב  


  .v- ו uבאמצעות  

CPאת  ועי. הבב  


  .v- ו uבאמצעות  

A B

D G C

F
H

E

A

B

D

E

C

A B

D C

v

u

P

A

CD

P

B

v

u

Q
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DCנתון:  ABCDבמרובע   .6 1.8 AB 
 

.   

ABאם הווקטורים א. ה  


DC- ו 


  הם קולינאריים? 

  האם הם וקטורים שווים? נמקו.              

  הוא טרפז. ABCDסבירו מדוע המרובע ב. ה  

ABג. נסמן:    u


 ,BC v


.   

BDת א ועיהב             


   .v- ו uבאמצעות  
  

DCנסמן:  ABCDבמלבן   .7 u


 ,DA v


.   

1 מקיימת Qהנקודה          
3QC DC

 
 .  

AP- , כך שABנמצאת על הצלע  Pהנקודה           : PB 1: 3.   

   את הווקטורים v- ו uבאמצעות  ועיהבא. 

AQ :הבאים             


 ,AP


 ,DP


.   
1מקיימת  Rב. הנקודה 

2DR u v 


    .Rהיכן נמצאת הנקודה  וריהסב .

  

ABנסמן:  ABCבמשולש   .8 u


 ,AC v


  , AB- ו AC ות על הצלעותמצאנ E- ו D הנקודות .

ADנתון: בהתאמה.  3DC
 

 ,2
3AE AB

 
.  

  הווקטוריםאת  v- ו uבאמצעות  ועיא. הב  

AD הבאים:              


 ,AE


 ,BD


 ,CE


.  
         

1 מקיימת F הב. הנקוד  
3BF u 1 v  


.  

    .F ו היכן נמצאת הנקודהריהסב              
   
  

  

  תשובות:

1א.   .1
3AE v


 ,1

3BE u v  


 , 1
3EB u v 


1ב. .  

2CD v u  


1ג.   . 1
2 3DE u v  


.    

2א.   .2
5BE u v  


2. ב. 

3DC u v  


2.  ג.  2
53DE u v  


.  

1א.   .3
3BQ v


 ,2

3BP v


1ב.   .
3AQ u v 


 ,2

3AP u v 


 ,AC u v 


.   

1) 1א. (  .4
2CE v u  


)  .2 (1 1

2 2EF u v 


2) 1א. (  .5.   ג. כן.  
3AD u v 


)  .2 (1 2

2 3CP v u 


  .   

AB א.  .6


DC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים (נמצאים על ישרים מקבילים), אך אינם שווים.   

BDמקבילות ושונות באורכן.  ג.  DC- ו ABב. הצלעות       v 1.8u 


   .  

2א.   .7
3AQ v u  


,  1

4AP u


 ,1
4DP v u 


  .BC הצלע באמצענמצאת  Rב. הנקודה   .

3א.    .8
4AD v


 ,2

3AE u


 ,3
4BD u v  


 ,2

3CE v u  


  ).C(מהצד של  ACעל המשך נמצאת  F ב.  .

A B

CD

P

Q

A CD

B

v

u

E
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  ונשתמש בחוק הפילוג נראה עכשיו מקרים שבהם נביע וקטורים באמצעות כפל בסקלר          

t(u: מקיימים t ומספר v- ו uכל שני וקטורים וקטורים, לפיו  של   v) tu tv  .   
  

   דוגמה:

  .B- ו Aנתון קטע שקצותיו בנקודות   

1- ש נמצאת על הקטע ומקיימת Cהנקודה   
5CB AB

 
.   

ABנתון:           u v 


CB את הווקטורים ועיהב .


AC- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

  פתרון:  

ABעל פי הנתון  u v 


1- ו 
5CB AB

 
.   

1נציב ונקבל:  1
5 5CB AB (u v)  

 
1אפשר לפתוח סוגריים ולקבל:  . 1

5 5CB u v 


.  

1אם 
5CB AB

 
4, אז  4

5 5AC AB (u v)  
 

4אפשר לפתוח סוגריים ולקבל:  . 4
5 5AC u v 


.  

  

   דוגמה:

ABנסמן:  ABCבמשולש  u


 ,AC v


.  

AD  הוא תיכון לצלעBC.  

BCטור א. הביעו את הווק


  .v- ו uבאמצעות  

ADאת הווקטור  ועי. הבב


  .v- ו uבאמצעות  
  פתרון: 

BCא. נביע את 


BC    :על פי המסלול הבא  BA AC u v    
  

  

BDנביע את      


:    1 1 1 1
2 2 2 2BD BC ( u v) u v      

 
  

  

AD. נביע את הווקטור ב


ADעל פי המסלול הבא:   AB BD 
  

.  

ABעל פי הנתון       u


BDכדי להביע את . 


   .BCאמצע הקטע היא  D, ניעזר בכך שנקודה 

1 נקבל:      1 1 1
2 2 2 2BD BC ( u v) u v      

 
.  

ADנביע את      


 :      1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2AD AB BD u u v u u v u v          

  
  

  

  .לנו בסעיף ב' גם במקרים אחריםשקיבניתן להשתמש בתוצאה 

  A, וקטור התיכון היוצא מקדקוד ABCבכל משולש 

    שווה למחצית סכומם של וקטורי הצלעות

1, כלומר Aשמוצאם בקדקוד  1
2 2AD AB AC 

  
 .  

ABבדוגמה האחרונה, נתון  u


 ,AC v


 ,  

1ולכן ניתן להסיק  1
2 2AD u v 


.  

  אין חובה לזכור בעל פה כלל זה, אבל זה יכול לקצר ולפשט חלק מהשאלות.
  

  

  באותו אופן,

1- שווה ל Bוקטור התיכון היוצא מקדקוד  1
2 2BA BC
 

 ,  

1- שווה ל Cווקטור התיכון היוצא מקדקוד  1
2 2CA CB
 

.  

A

B D C

vu

A

B
C
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  תרגילים
  

AB. נתון: ABהקטע נמצאת באמצע  Cהנקודה   .9 u v 


 .  

AC את הווקטור ועיהבא. 


  .v- ו uבאמצעות  

BC את הווקטור ועיהבב. 


  .v- ו uבאמצעות  
  

  , ABנמצאת על הקטע  Pה הנקוד   .10

ABן: נסמ          u v  


3APנתון:  . AB7
 

.  

APאת הווקטורים   v- ו uבאמצעות  ועיהב         


PB- ו 


.  
  

ABנסמן:  ABCבמשולש   .11 u


 ,AC v


.  

AD  הוא תיכון לצלעBC.  

BCאת  ועיא. הב


BD- ו 


   v- ו uבאמצעות  

1:  וחיב. הוכ 1AD u v2 2 


.  

  

  נמצאת  D, הנקודה ABCבמשולש   .12

  .ABעל הצלע 

CBנתון:    a


 ,CD w


 ,BD DA
 

.  

BAאת הווקטורים  ועיהב  


CA- ו 


.  

  .w- ו aבאמצעות   
  

ABנתון:  ABCבמשולש   .13 u


 ,AC v


.   

  , BCנמצאת על הצלע  Pהנקודה   

BP- כך ש          2PC
 

  :v- ו uבאמצעות  ועיהב .

BCהווקטורים את א. 


BP- ו 


.  

APהווקטור את ב. 


.  
  

ABנסמן:  ABCבמשולש   .14 u


 ,AC v


 .  

P  היא נקודה על הצלעBC ,כך ש -BP : PC 3: 4.  

BPאת  ועיהבא.   


AP- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

1מקיימת:  Qב. הנקודה    1
2 4AQ AB AC 

  
 .  

AQהביעו את ) 1(             


  . v- ו uבאמצעות  

QP) הביעו את 2(             


  . v- ו uבאמצעות  

A BC

AB D

C

w
a

A

B D C

vu

Q
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  . ABCשל משולש  BCנמצאת על הצלע  Dהנקודה   .15

BAנסמן:     u


 ,AC v


 ,DA x


 ,BD DC.  

    .v- ו uבאמצעות  xאת  ועיא. הב  

2מקיימת:  Eב. הנקודה    2
3 3AE AB AC 

  
.   

AEאת  ועיהב             


DE- ו 


   .v- ו uבאמצעות  
  

  .BCהוא תיכון לצלע  ABC ,ADבמשולש   .16

         M  היא נקודת מפגש התיכונים במשולשABC.   

ABנסמן:           u


 ,AC v


.   

ADאת  ועיהב )1(א. 


  . v- ו uבאמצעות  

1: וחיהוכ) 2(               1
3 3AM u v 


 ,2 1

3 3MB u v 


.  

MA: וחיב. הוכ MB MC 0  
  

.    
  

  .ABCDהיא נקודת המפגש של אלכסוני מקבילית  Mהנקודה   .17

ABנסמן:           u


 ,AD v


 .  

MBאת  ועי. הבא  


      .v- ו uבאמצעות  

MB הראו כי ב.    MD 0 
 

  תוכלו להסביר גם מילולית. .

MA: וחיהוכ. ג   MB MC MD 0   
   

.  

  

ABנסמן:  ABCDבמקבילית   .18 u


 ,AD v


 .  

  ,BCנמצאת על הצלע  E הנקודה         

BEת: ומקיימ          : EC 2 :1.  :2נתון
3DF CD 

 
.  

AFאת  ועיהבא. 


DE- ו 


    .v- ו uבאמצעות  

9נתון: ב.   
11AG AF 

 
.   

AGאת  ועיהב      


DG- ו 


    .v- ו uאמצעות ב 
  

ABנסמן:  ABCבמשולש   .19 u


 ,AC v


 .AD  הוא תיכון לצלעBC .  

AF- , כך שACע נמצאת על הצל Fהנקודה    : FC 1:3 .  

BFאת  ועיהבא. 


AD- ו 


    .v- ו uבאמצעות  

  היא נקודת המפגש  Eהנקודה ב. 

2. נתון: BF- ו ADשל     
5AE AD

 
 .  

AEאת  ועיהב             


BE- ו 


  .v- ו uאמצעות ב 
  

A B

CD

G

F

E

A

B CD

E

F
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  תשובות:

1א.    .9 1 1
2 2 2AC (u v) u v   


1ב.   . 1 1

2 2 2BC (u v) u v     


.    

3א.   .10 3 3
7 7 7AP ( u v) u v     


4ב.   . 4 4

7 7 7AP ( u v) u v     


.    

BCא.   .11 u v  


, 1 1
2 2BD u v  


.  12.  BA 2w 2a 


 ,CA 2w a 


.  

BCא.   .13 u v  


 ,2 2
3 3BP u v  


1ב.   . 2

3 3u v   .  

3א.   .14 3
7 7BP u v  


 ,34

7 7AP u v 


1) 1(ב.   .  1
2 4AQ u v 


)  .2 (51

14 28QP u v 


.  

1 א.  .15 1x u v2 2  .2.  ב 2
3 3AE u v  


 ,1 1

6 6DE u v  


1 )1( א.  .16  . 1
2 2AD u v 


.  

1 א.  .17 1
2 2MB u v 


2א.   .18.  

3AF v u 


 , 1
3DE u v 


6. ב  . 9

11 11AG u v 


 , 6 2
11 11DG u v 


.  

1א.   .19
4BF u v  


 , 1 1

2 2AD u v 


1. ב  . 1
5 5AE u v 


 , 4 1

5 5BE u v  


.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 28

  הוכחה ששני וקטורים הם קולינאריים 
  

  שני וקטורים שכל אחד מהם הוא כפל בסקלר קטורים קולינאריים הם למדנו ששני ו

  ששנילהוכיח  מקרים שבהם ידועים שני וקטורים ונרצהנדון עכשיו ב השני.הווקטור של 

  נדע ששני הווקטורים כזו הוכחה באמצעות  ל בסקלר אחד של השני.וקטורים הם כפהו

  או על ישרים מקבילים.  ולכן נמצאים על אותו ישר, ,קולינארייםהם 

  על אותו ישר או על ישרים מקבילים. על פי נתוני השאלה נקבע האם הם
  

   :נתבונן בדוגמה

1נתון הווקטור  2
2 3AB u v 


DC, וידוע   6 AB 

 
DC, כלומר 


ABהוא כפל בסקלר של  


.  

DCנביע את 


v   :1- ו uבאמצעות   2 1 2
2 3 2 3DC 6 ( u v) 6 u 6 v      


.  

DCנקבל:  3u 4v 


ABבווקטור  vוהמקדם של  u. ניתן לראות שהמקדם של 


 ,  

DCבווקטור  vוהמקדם של  uכדי לקבל את המקדם של  6באותו מספר הוכפלו 


.  
  

1 שקיבלנו נתבונן בדשני הווקטורים 2
2 3AB u v 


DC- ו  3u 4v 


 ,  

  שאחד מהם הוא כפל בסקלר של השני. ונוכיח שהם קולינאריים על ידי כך שנראה 

  כיצד נעשה זאת? 

DCבווקטור  uשל  מקדםהבין  היחסנחשב את 


ABבווקטור  uשל  מקדםל 


:  1
2

3 6
( )

  

DCבווקטור  vשל  המקדםבין  היחסנחשב את 


ABבווקטור  vשל  מקדםל 


:  2
3

4 6
( )

  

  

DC, ולכן שני הווקטורים הם כפל בסקלר אחד של השני ומתקיים היחס שווה   6 AB 
 

.  
  

  נמצאים על אותו ישר ים שני הווקטור, כלומר קולינארייםהם נסיק ששני הווקטורים   

  או על ישרים מקבילים.         

  הערה: אם היחס אינו שווה, הווקטורים אינם קולינאריים.
  

  הוכחה ששני וקטורים נמצאים על ישרים מקבילים
  

  דוגמה:  

AB שלפניכם נתון: ABCDבמרובע    u v 


 ,1 1
3 3DC u v 


.   

ABא. הוכיחו שהווקטורים          


DC- ו 


  הם קולינאריים.  

AB- ראו שהב.           DC.    

  הוא טרפז. ABCDסבירו מדוע המרובע הג.          

  פתרון:

ABהווקטורים שכדי להוכיח א. 


DC- ו 


   הם קולינאריים, 

DCשהווקטור נראה      


ABשל הווקטור בסקלר  מתקבל על ידי כפל 


,   

DCשעבורו  tכלומר שקיים       t AB 
 

ABנתון:  . u v 


 ,1 1
3 3DC u v 


.  
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1בווקטור  v- ו uשל ס בין המקדמים היחנבדוק את  –' אדרך      1
3 3DC u v 


  

ABטור לבין המקדמים שלהם בהתאמה בווק     u v 


.  

הוא  uהיחס בין המקדמים של     
1
3 1

31
 היחס בין המקדמים של .v  הוא

1
3 1

31
.  

DCולכן  היחס שווה    


ABדי כפל בסקלר של מתקבל על י 


1, ומתקיים 
3DC AB

 
.  

1הוצאת גורם משותף:     –' בדרך      1 1 1
3 3 3 3DC u v (u v) AB    

 
.  

1  קיבלנו    
3DC AB

 
  , כלומר שני הווקטורים הם כפל בסקלר אחד של השני.

DCלנו שהווקטור ב. בסעיף א' קיב         


1- מתקבל על ידי כפל ב 
ABשל הווקטור  3


 ,  

  כלומר שני הווקטורים הם קולינאריים ונמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים.     

            ABCD הצלעות הנגדיות בע, לכןהוא מרו AB ו -DC על אותו ישר אינן,   

ABשהן נמצאות על ישרים מקבילים, כלומר  ומכאן              DC.   
  

ABג. הווקטורים          


DC- ו 


  נמצאים על ישרים מקבילים, אך אינם בעלי אותו אורך. 

  יש זוג צלעות נגדיות מקבילות שאינן שוות אורך, ABCDכלומר, במרובע              

  הוא טרפז. ABCDומכאן שהמרובע              
  

  דוגמה:

ABנסמן:  ABCבמשולש  u


 ,AC v


.  

2ומקיימת  BCנמצאת על הצלע  Eהנקודה 
5BE BC

 
 .  

BEאת הווקטור  ועיא. הב


  .v- ו uבאמצעות  
  

1 מקיימת:שבתוך המשולש  Dהנקודה  2
53AD u v 


.  

DEאת הווקטור  ועי. הבב


  .v- ו uבאמצעות  

DE- ש וחיהוכ )1. (ג AB .  

ABפי כמה גדול האורך של   ו) קבע2(    


DE מהאורך של 


.  

  פתרון:

2 נתון א. 
5BE BC

 
BCאת הווקטור תחילה ביע . נ


              : BC BA AC u v    

  
  

BEביע את הווקטור נ    


2                                    . נקבל:  2 2
5 5 5BE ( u v) u v     


  

  

DE. נביע את הווקטור ב


DEעל פי המסלול הבא:   DA AB BE  
   

  
  

1     נציב:     2
53AD u v 


 ,AB u


 ,2 2

5 5BE u v  


  

    נקבל:     1 2 2 1 2 2 2 4
5 5 5 5 53 3 15u vDE u ( u v) u v u u v u            


  

  

AB) על פי הנתון 1. (ג u


4. בסעיף א' קיבלנו 
15DE u


4, לכן 

15DE AB
 

.  

         DE


AB על ידי כפל בסקלר שלמתקבל  


DE כלומר ,


AB- ו 


  הם וקטורים קולינאריים,  

  ולכן נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים.          

  (שהרי נתון שהיא בתוך המשולש), ABעל הישר  אינה נמצאת D ההנקוד         

DEלכן הווקטורים          


AB- ו 


DE- מקבילים, ומכאן שנמצאים על ישרים   AB.  

A

B C

D

u
v

E
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4) ראינו כי 2(    
15DE AB

 
4 , ולכן מתקיים

15DE AB.  

15נקבל          
4AB DE  ומכאן שהאורך של הווקטורAB


15גדול פי  

  ) 3.75פי (כלומר  4

DEל הווקטור מהאורך ש         


 .  

  
  

  תרגילים
  

DCנתון:  ABCDבמרובע   .1 u v 


 ,5 5
9 9AB u v 


.  

AB- ראו שא. ה  


DC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים. 

AB הווקטורים  מדוע ב. הסבירו  


DC- ו 


   

  נמצאים על ישרים מקבילים.             

  הוא טרפז. ABCDהסבירו מדוע המרובע ג.   
  

DCנתון:  ABCDבמרובע   .2 u v 


 ,1 1
3 3AB u v 


.  

AB- ראו שא. ה  


DC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים. 

AB הווקטורים ב. הסבירו מדוע  


DC- ו 


   

  נמצאים על ישרים מקבילים.             

  הוא טרפז. ABCDע המרובע הסבירו מדו) 1(ג.   

  ?DCמאורך הבסיס  AB) פי כמה גדול אורך הבסיס 2(     
  

ABנסמן:  ABCבמשולש   .3 u


 ,AC v


.  

2: נתון  
5AD AB

 
 ,2

5AE AC
 

.   

BCאת  ועיא. הב  


DEואת  


   .v- ו uבאמצעות  

DE- הראו שב.   


BC- ו 


  .הם וקטורים קולינאריים 

DE  הסבירו מדועג.          


BC- ו 


      נמצאים על ישרים מקבילים. 
  

BCנסמן:  ABCבמשולש   .4 u


 ,BA v


.   

BDנתון:    : DC 1: 3 ,1
4BE BA

 
.   

CAאת  ועיא. הב  


, BE


, BD


DE- ו 


   .v- ו uבאמצעות  

DE- ) הראו ש1(ב.   


CA- ו 


  .הם וקטורים קולינאריים 

DE הסבירו מדוע) 2(              CA.       

   ?DEשל  מהאורך CAג. פי כמה גדול האורך של   

  
  
  
  
  

AB

C

D

E
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  .Pנחתכים בנקודה  BD- ו ACהקטעים בשרטוט שלפניכם   .5

PD נתון:          u


 ,PC v


, 2
3AP v


 ,2

3BP u


.  

CDאת הווקטורים  וא. בטא  


BA- ו 


   

  .v- ו uבאמצעות              

CD- הראו ש. ב  


BA- ו 


  ריים. הם וקטורים קולינא 

AB הסבירו מדועג.            DC.     
  

  נמצאות בהתאמה  Q- ו Pהנקודות , ABCDבמלבן   .6

3. נתון: DC- ו BCעל הצלעות           
8BP BC

 
 ,5

8QC DC
 

 .  

ABנסמן:            u


 ,AD v


.  

BDאת  ועי. הבא  


PQואת  


  .v- ו uאמצעות ב 

PQשמתקיים:  ב. הראו   BD.   
  

ABנסמן:  ABCבמשולש   .7 u


 ,AC v


.  

3מקיימת:  Eהנקודה   
5BE BC

 
.   

AEאת  ועיהבא.   


  .v- ו uבאמצעות  

2תון: ב. נ   1
5 3AD u v 


DEאת  ועיהב .


  .v- ו uבאמצעות  

DE הראו כי. ג   AC.  

AC. פי כמה גדול האורך ד  


DEמהאורך של  


?   
  

AB. נסמן: ABCDנתונה מקבילית   .8 u


 ,AD v


.   

3ת: וקייממ F- ו E הנקודות  
5DE DC

 
,  3

5AF u v 


.  

EFאת  ועיא. הב  


  .v- ו uבאמצעות  

EF: וחיב. הוכ   DB.  

  ?BDE לשטח המשולש BEF ג. מהו היחס בין שטח המשולש  

  הדרכה: לשני המשולשים יש גובה משותף.             
  

ABCD (ABבטרפז   .9 DC)  :נתוןDC 2AB.   :נסמןAB u


 ,BC v


.  

   ,BC- ו AB  הצלעות נמצאות על F- ו Eהנקודות   

AE- כך ש   : EB 2 :1 ,BF : FC 1: 2.  

ACאת  ביעוא. ה  


EF- ו 


     .v- ו uבאמצעות  
       

  , בהתאמה.AD- ו DCהן אמצעי הצלעות  H- ו Gהנקודות   

HGאת  ביעו) ה1(ב.          


     .v- ו uבאמצעות  

EF: וחיהוכ) 2(              HG.  

    ?EFמהקטע  HG קטעה ג. פי כמה גדול  

A B

CD

E

F

A

B C

D

E

A B

P

C

vu

D

A

CD

P

B

v

u

Q
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ABנסמן:  ABCבמשולש   .10 u


 ,AC v


1- , כך שBC נמצאת על הצלע Fהנקודה  .
4BF BC 

 
.  

1נמצאת בתוך המשולש ומקיימת: Eהנקודה  1
3 4AE u v 


.       

FEאת  ועיא. הב


  .v- ו uבאמצעות  

FE: מתקייםהראו ש. ב AB.  

2- , כך שBC נמצאת על הצלע G נקודההג. 
3BG BC 

 
.   

EG) הביעו את 1(   


  .v- ו uבאמצעות  

EG: ) הראו שמתקיים2(    AC.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  תשובות:

5א.   .1
9AB DC

 
  ב. וקטורים קולינאריים נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים. .  

ABצלעות נגדיות במרובע לא נמצאות על אותו ישר ולכן          


DC- ו 


  נמצאים על ישרים מקבילים. 

  ג. מרובע שבו זוג צלעות נגדיות הן מקבילות ושונות אורך הוא טרפז.     

ABא.   .2 3DC
 

  .  ב. וקטורים קולינאריים נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים. 

ABת נגדיות במרובע לא נמצאות על אותו ישר ולכן צלעו          


DC- ו 


  נמצאים על ישרים מקבילים. 

  .3) פי 2) מרובע שבו זוג צלעות נגדיות הן מקבילות ושונות אורך הוא טרפז.  (1ג. (     

BCא.   .3 u v  


 ,2 2
5 5DE u v  


2.  ב.  

5DE BC
 

.  

  . וקטורים קולינאריים נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים. ג     

DEצלעות נגדיות במרובע לא נמצאות על אותו ישר ולכן          


BC- ו 


  נמצאים על ישרים מקבילים. 

CAא.   .4 u v  


 ,1
4BE v


 ,1

4BD u


 ,1 1
4 4DE u v  


1) 1ב. (  .

4DE CA
 

  .4ג. פי .  

CDא.   .5 u v 


 ,2 2
3 3BA u v 


2) 1ב. (  .

3BA CD
 

BDא.   .6.   u v  


,  5 5
8 8PQ u v  


   .  

32א.   .7
5 5AE u v 


4ב.    .

15DE u


15. פי ד.  
2א.   .8  ).3.75( פי  4 2

5 5EF u v 


2.  ג. 
5 .  

AC  א.  .9 u v 


 ,1 1
3 3EF u v 


1) 1.  ב. ( 1

2 2HG u v 


1.  ג. פי 
21.  

5  א.  .10
12FE u 


5) 1.  ג. (

12EG v


  .  
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  הוכחה ששני וקטורים נמצאים על אותו ישר
  

  נראה עכשיו כיצד מוכיחים ששני וקטורים נמצאים על אותו ישר.
  

AB- ו נמצאות על הישר  B- ו Aנניח כי הנקודות  u


.   

  הווקטוריםאז , נמצאת על הישר  Cנקודה אם נתון ש

AB


AC- ו 


  , )קולינאריים(וקטורים  נמצאים על אותו ישר 

ACשעבורו  t )יחיד(מספר  קיים ולכן t AB 
 

 .  
  

ACשעבורו  tקיים מספר  אםבצורה דומה,  t AB 
 

 ,  

  הווקטורים הם כפל בסקלר אחד של השני (וקטורים קולינאריים).אז 

ABקטורים מאחר שיש לשני הוו


AC- ו 


  , הם נמצאים על אותו ישר,Aנקודה משותפת  

  נמצאות על אותו ישר.  C- ו A ,Bשלוש הנקודות שומכאן 
  

   דוגמה:

ABהווקטורים שני נתונים  u


 ,1
2AC u


.   

  נמצאות על אותו ישר. C- ו A ,Bמדוע הנקודות  וריהסבא. 

  אות?על הישר שעליו הן נמצ ותהנקודשלוש ב. מהו סדר 

1 תון גםג. נ
2AD 1 u


  על אותו ישר,גם היא ת נמצא D ו מדוע הנקודהריהסב. 

  הישר לעומת שלוש הנקודות האחרות. על Dהיכן ממוקמת נקודה וקבעו     

  פתרון: 

ABא. על פי הנתון  u


1- ש. מאחר 
2AC u


1, אז 

2AC AB
 

.  

ABהווקטורים      


AC- ו 


  הם כפל בסקלר אחד של השני, ולכן הם נמצאים על אותו  

  יוצאים  הווקטורים (וקטורים קולינאריים). מאחר ששני ישר או על ישרים מקבילים     

  הם נמצאים על אותו ישר.שהרי  ,Aמאותה נקודה      

  נמצאות על אותו ישר. C- ו A ,Bהנקודות נובע מכך ש     
  

1 ב. ראינו כי
2AC AB

 
  ,A. שני הווקטורים יוצאים מנקודה 

1הוא  ACובאותו כיוון. האורך של     
  ,ABמהאורך של  2

  ).AB (באמצע הקטע  ABעל הקטע נמצאת  Cקודה ולכן נ    

  סדר הנקודות מתואר בציור.    
  

1 תוןנג. 
2AD 1 u


1 , כלומר

2AD 1 AB
 

.  

ABהווקטורים     


AD- ו 


  של השני, כלומר הם קולינאריים, הם כפל בסקלר אחד  

  ולכן הם נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים. מאחר ששניהם יוצאים     

  , הרי הם נמצאים על אותו ישר (שהוא הישר שבסעיף א).Aמאותה נקודה     
  

1- ראינו ש    
2AD 1 AB

 
 .  

  ובאותו כיוון.  Aם יוצאים מנקודה שני הווקטורי    

1הוא פי  ADהאורך של     
  ,ABמהאורך של  21

  ). B(מהצד של  ABמחוץ לקטע נמצאת  D קודהולכן נ    

  (ראו ציור משמאל). , D ,B ,C ,A  סדר הנקודות הוא    

u

A

B

C





 34

  : נסכם

ACכאשר נתון  t AB 
 

  :tערך של על פי ה נקבע ABביחס לקטע  Cל הנקודה ש מיקומה, 

tא. אם  1 אז הנקודה ,C  נמצאת מחוץ לקטעAB  מהצד של)B.(   

tב. אם  1 אז הנקודה ,C  מתלכדת עם הנקודהB.  

0ג. אם  t 1  אז הנקודה ,C  נמצאת על הקטעAB.  

tד. אם  0 אז הנקודה ,C  מתלכדת עם הנקודהA.  

tה.  0  אז הנקודה ,C  נמצאת מחוץ לקטעAB  מהצד של)A.(   
  

   דוגמה:

ABנסמן:  ABCבמשולש  u


 ,AC v


1  מקיימת Dהנקודה  .
4BD BC

 
.  

3מקיימת:  Eהנקודה  1
8 8AE u v 


.  

ADא. הביעו את הווקטור 


  .v - ו uבאמצעות  

     ישר.נמצאות על אותו  E- ו A ,Dשהנקודות  וחיהוכב. 

  ?ADאת הקטע  Eג. באיזה יחס מחלקת הנקודה 

  פתרון: 

ADנביע את הווקטור א. 


AD   באופן הבא:  AB BD 
  

        

ABנתון       u


BDאת הווקטור , לכן עלינו להביע 


 .  

1 נתון כי      
4BD BC

 
BC, לכן נביע קודם את 


.  

BCנביע את       


                                :BC BA AC u v    
  

  

BDנביע את       


                :1 1 1 1
4 4 4 4BD BC ( u v) u v      

 
  

ADנביע את       


:           31 1 1
4 4 4 4AD AB BD u u v u v      

  
     

3                                                        נסכם:       1
4 4AD u v 


     

  יש להראות שהווקטורים ,נמצאות על אותו ישר E- ו A ,Dוכיח שהנקודות כדי להב.    

       AE


AD- ו 


AE- נמצאים על אותו ישר. מאחר ש 


AD- ו 


  , Aעוברים דרך אותה נקודה  

  קולינאריים), וקטורים אם נראה שהם כפל בסקלר אחד של השני (שהרי         

  נדע שהם נמצאים על אותו ישר.        

3קיבלנו בסעיף א          1
4 4AD u v 


3 :וןכמן כן, נת . 1

8 8AE u v 


.  
  

  בשני הווקטורים  uשל  היחס בין המקדמיםנבדוק האם         

  בשני הווקטורים. vשל  יחס בין המקדמיםשווה ל        

הוא  uהיחס בין המקדמים של         
3
8 1

23
4

 היחס בין המקדמים של .v  הוא
1
8 1

21
4

.  

1- בשניהם ל שווההיחס         
1 , כלומר הווקטורים קולינאריים ומתקיים2

2AE AD 
 

.  

AE- מאחר ש        


AD- ו 


  , הרי הם נמצאים על אותו ישר,Aעוברים דרך נקודה משותפת  

  תו ישר. נמצאות על או E- ו A ,Dהנקודות מכאן שו                  
  

1קיבלנו ג. 
2AE AD

 
1, כלומר 

2AE AD ומכאן שנקודה ,E  היא אמצע הקטעAD.  

AEיחס הקטעים הוא (    1
AD 2. נקבל ש -AE 1

ED 1ן שנקודה , ומכאE  היא אמצע הקטעAD(.  

A

B CD

E
u v
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  תרגילים
  

ABנתונים שני וקטורים:   .1 u


 ,AC 2u


.   

AB הווקטורים  ) הסבירו מדוע1(א.   


AC- ו 


   . הם קולינאריים 

AB  מדוע הווקטורים וריהסב) 2(              


AC- ו 


  על אותו ישר. נמצאים 

  נמצאות על אותו ישר. C- ו A ,Bמדוע הנקודות  וריהסב) 3(              

       .ו) נמצאת בין שתי האחרות? נמקCאו  A ,Bמבין הנקודות ( ב. איזו  
  

ABנתונים שני וקטורים:   .2 u v 


 ,1 1
3 3AC u v 


.   

  כל אחד משני הווקטורים הנתונים ) הראו ש1(א.   

  .הווקטור השנישל  כפל בסקלר הוא                   

AB ו מדוע הווקטוריםריהסב) 2(              


AC- ו 


  על אותו ישר. נמצאים 

  נמצאות על אותו ישר. C- ו A ,Bמדוע הנקודות  ורי. הסבב  

  ) נמצאות בין שתי אחרות.Cאו  A ,B. איזה מבין הנקודות (ג  
  

1נתונים שני וקטורים:   .3 1
3 2AB u v 


 ,AC 2u 3v 


.  

AB ו מדוע הווקטוריםריהסבא.           


AC- ו 


  על אותו ישר. נמצאים 

  .ACנמצאת על הקטע  Bשהנקודה  . הראוב   

  ?ACאת הקטע  B. באיזה יחס מחלקת הנקודה ג   
  

ABנתון:  . BCנמצאת על הצלע  P, הנקודה ABCבמשולש   .4 u


 ,AC v


 ,1BP BC4
 

.  

APאת  ועיא. הב  


  .v- ו uבאמצעות  

3 נתון:. ב   1AQ u v20 20 


.  

AQ- ) הראו ש1(      


AP- ו 


  הם וקטורים קולינאריים. 

AQ  ) הסבירו מדוע הווקטורים2(      


AP- ו 


  נמצאים על אותו ישר. 

  נמצאות על ישר אחד.   P- ו A ,Qהנקודות  הסבירו מדוע) 3(      

  ?APאת הקטע  Q. באיזה יחס מחלקת הנקודה ג  
  

ABנתון: . BCהיא אמצע הצלע  Pה ודנקה, ABCבמשולש   .5 u


 ,AC v


.  

APא. הביעו את          


   .v- ו uבאמצעות  

1- היא נקודה בתוך המשולש,  כך ש Qב.    1
5 5AQ AB AC 

  
 .  

AQהביעו את              


  .v- ו uבאמצעות  

AQ) הוכיחו שהווקטורים 1ג. (  


AP- ו 


  נמצאים על אותו ישר. 

  נמצאות על אותו ישר. P- ו A ,Qהנקודות הראו ש) 2(      

  ?APאת הקטע  Qבאיזה יחס מחלקת הנקודה ) 3(      

A

CP

Q
vu

B



 36

ABנסמן:  ABCבמשולש   .6 u


 ,AC v


.  
  

BE  ומקיימת BCנמצאת על הצלע  E הנקודה   : EC 1: 3.  

AEאת  ועיא. הב  


   .v- ו uבאמצעות  

1נמצאת בתוך המשולש ומקיימת:  Dהנקודה  .ב   1
2 6AD u v 


.  

AD הראו שהווקטורים             


AE- ו 


  נמצאים על אותו ישר. 

  ?AEאת הקטע  Dבאיזה יחס מחלקת הנקודה ג.   

  .CDE לשטח המשולש CDA בין שטח המשולשיחס ד. חשבו את ה  
  

7.  P  היא נקודת האמצע של הצלעBC  במקביליתABCD . :נסמןDC u


 ,AD v


.  

APאת  ועיא. הב  


   .v- ו uבאמצעות  

2מקיימת  Qהנקודה ב.    1
3 3AQ AB AD 

  
 .  

AQאת  ועיהב) 1(      


   .v- ו uבאמצעות  
  

  .APעל הקטע  נמצאת Qשהנקודה ) הראו 2(      

  ?APקטע את ה Qבאיזה יחס מחלקת הנקודה ) 3(      
  

ABנסמן:  ABCDבמקבילית   .8 u


 ,AD v


.  

1 , כך שמתקייםABנמצאת על  Qהנקודה   
3AQ AB

 
.  

3כך שמתקיים  ,CQנמצאת על  Pהנקודה   
5CP CQ

 
.  

CQאת  ועיא. הב  


 ,CP


BP- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

  .BDנמצאת על האלכסון  Pהנקודה הוכיחו שב.   
  

ABCD )AB בטרפז       .9 DC(  נתוןDC 2AB.  :נסמןAB u


 ,BC v


.  

  הן אמצעי הבסיסים (ראו ציור). F- ו E דותהנקו  

  'BDנמצאת על האלכסון  O דההנקו  

BOומקיימת            : OD 1: 2.  

BDאת  ועיא. הב  


, BO


, EO


EF- ו 


  .v- ו uבאמצעות  

  .EF קטענמצאת על ה Oהנקודה הוכיחו שב.   
  

ABנסמן:  ABCDבמקבילית   .10 u


 ,AD v


.  

         P  היא אמצע הצלעAD ו -Q  היא אמצע הצלעAB .  

PQאת  ועיא. הב  


  .v- ו uבאמצעות  

  .PQהיא אמצע הקטע  Mב. נקודה   

AMעו את הבי      


   .v- ו uבאמצעות  

  .ACנמצאת על האלכסון  Mהנקודה כי  וחיהוכ) 1ג. (          

  ?ACאת האלכסון  Mבאיזה יחס מחלקת הנקודה ) 2(      

A

B C

D

E

A

CD

P

Q

v

u

B
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CD נסמן: ABCDבמקבילית   .11 u


 ,CB v


   .DCנמצאת על הצלע  Qהנקודה  .

1נתון: א. 
3CQ CD

 
QB את ועיהב. 


  .v- ו uבאמצעות  

1- , כך שBQהיא נקודה על הקטע  Pב. 
4QP QB


.  

CPת א ועיהב       


  .v- ו uבאמצעות  

   .ACנמצאת על האלכסון  Pשהנקודה  וחי. הוכג  

  ?ACון את האלכס P. באיזה יחס מחלקת הנקודה ד  
  

  

  תשובות:

AC )1( .א .1 2AB
 

  וקטורים קולינאריים נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים.  ) 2. (

    .B. ב, הם נמצאים על אותו ישר.  Aמאחר ששני הווקטורים הנתונים יוצאים מאותה נקודה           

1 )1( .א .2
3AC AB

 
  וקטורים קולינאריים נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים.  ) 2. (

  , הם נמצאים על אותו ישר.  Aמאחר ששני הווקטורים הנתונים עוברים דרך אותה נקודה           

AB ב.     


AC- ו 


  .Cג.   נמצאות על אותו ישר. C- ו A ,Bנמצאים על אותו ישר, ולכן הנקודות  

AC  .א .3 6AB
 

  (וקטורים קולינאריים)  , כלומר הווקטורים הם כפל בסקלר אחד של השני

  ולכן נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים. מאחר ששני הווקטורים הנתונים           

  נמצאות  C- ו A ,Bת , הם נמצאים על אותו ישר.  ב. הנקודוAעוברים דרך אותה נקודה           

AC- מאחר ש על אותו ישר.           AB הנקודה ,B  נמצאת על הקטעAC  .  .גAB : BC 1: 5.  

3 .א  .4 1AP u v4 4 


1AQ) 1.  ב. ( AP5
 

   ) שני הווקטורים הם כפל בסקלר אחד של השני2.  (

  ולכן נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים. מאחר ששני הווקטורים עוברים דרך           

AB )3, הם נמצאים על אותו ישר. (Aאותה נקודה           


AC- ו 


  נמצאים על אותו ישר,  

AQ. ג   נמצאות על אותו ישר. C- ו A ,Bולכן הנקודות            : QP 1: 4.    

1 .א  .5 1AP u v2 2 


1ב. .   1AQ u v5 5 


2AQ) 1.  ג. ( AP5
 

AP(או   2.5AQ
 

  הםשני הווקטורים ) 

  ם. מאחר ששני ולכן נמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילי כפל בסקלר אחד של השני          

AP )2(, הם נמצאים על אותו ישר. Aהווקטורים עוברים דרך אותה נקודה           


AQ- ו 


  נמצאים  

AQ) 3(  נמצאות על אותו ישר. P- ו A ,Qעל אותו ישר, ולכן הנקודות            : QP 2 :3 .   

3א.   .6 1
4 4AE u v 


2ADב.  .   AE3

 
ADג.   . : DE 2 :1.  2. ד :1.  

1א.   .7
2AP u v 


2) 1ב. (.   1

3 3AQ u v 


.  )2 (2
3AQ AP

 
 .  )3 (AQ : QP 2 :1.  

2א.   .8
3CQ u v  


 ,32

5 5CP u v  


 ,2 2
5 5BP u v  


2ב. .  

5BP BD
 

.  

BD א.  .9 v 2u 


 ,1 2
3 3BO v u 


 ,1 1

3 6EO v u 


1ג.  . 
3EO EF

 
.    

1א.   .10 1
2 2PQ u v 


1ב.   . 1

4 4AM u v 


1) 1. ג.  (
4AM AC

 
)  .2( AM : MC 1:3.    

1א.   .11
3QB u v  


1.  ב.  1

4 4CP u v 


1ג.   .
4CP CA

 
CP.  ד.  : PA 1: 3  .  

Q

A

CD

P

v

u

B
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  הכרת גופים במרחב ותכונותיהם
  

  מבוא
  

  .ממדיים במרחב- בפרק זה נכיר גופים תלת

  תחילה נדון במושגים היסודיים ישר ומישור.
  

  הוא אוסף אינסופי של נקודות המסודרות בשורה אחת,  קו ישר

  ללא רוחב או עובי, ומתפשטות לשני הכיוונים ללא גבול. 

  במרחב) כאשר נתונות שתי נקודות (במישור או 

  עובר דרכן קו ישר אחד בלבד. 

  אם נתונה נקודה אחת עוברים דרכה אינסוף ישרים שונים.
  

  בציורים המתארים שאלות במישור או במרחב רואים רק חלק מהישר, 

  קטע ממנו. נהוג לסמן ישר באמצעות אות קטנה.
  

  הוא משטח דו ממדי שטוח לחלוטין, אינסופי. מישור 

  יר שנמשך עד אינסוף לכל הכיוונים ואינו מתעקם. דוגמה למישור: דף ני

  בכל מישור נמצאים אינסוף ישרים שונים.

  בכל מישור יש אינסוף נקודות שונות.
  

  כל נקודה יכולה להימצא באינסוף מישורים שונים.

  כמו כן, כל ישר יכול להימצא באינסוף מישורים שונים.

  כל נקודה הנמצאת על ישר, נמצאת בכל מישור 

  , Pבו נמצא הישר.  בציור שמשמאל מתואר מישור ש

  הנמצא במישור. ועליו ישר 

  .P, ולכן נמצאת גם על המישור נמצאת על הישר  Aהנקודה 
  

  יורים המתארים שאלות במישור או במרחב, רואים רק חלק מהמישור.בצ

  ,Pלדוגמה: בציור שמשמאל מתואר מישור 

  הנמצא במישור. המישור הוא אינסופי,  ABCוהמשולש 

  מהמישור. חלקולכן המשולש מונח על 
  

  הן קטע מישרים אינסופיים. ABCצלעות המשולש 

  היא קטע מישר אינסופי, ABלדוגמה: הצלע 

  .B- ו Aהעובר דרך הנקודות 
  

  גם כאשר מציירים גוף תלת ממדי (ראו תיבה משמאל), 

  יהם מונחות הצלעות.רואים רק קטעים מתוך הישרים על

  הכרנו בעבר.כבר בציור משמאל מתוארת תיבה, אותה 

  ניתן לראות שצלעות ששת המלבנים הן חלק מישרים.

  כאשר נתאר תיבה, נצייר רק את הצלעות ולא מעבר לכך. 



P


A

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  ישרים, מישורים והמצב ההדדי ביניהם
  

  .במצבים הדדיים הקשורים לישרים ומישוריםעכשיו נדון 

  הדדי בין שני ישרים שונים. נתחיל ממצב
  

  מצב הדדי בין שני ישרים שונים
  

  שונים נמצאים באותו מישור דו ממדי,אשר שני ישרים כאשר למדנו גאומטריה, ראינו שכ

  ם. מקבילינחתכים או  הם יכולים להיות

  אפשרויות למצב  ת שלושקיימו ,תלת ממדישונים נמצאים במרחב כאשר שני ישרים 

  : ישרים נחתכים, ישרים מקבילים וישרים מצטלבים.ישריםההדדי בין שני ה
  

 . ישרים נחתכים) 1(

  קודה אחת משותפת.נ במקרה כזה לשני הישרים יש    

  שני הישרים,כמו כן, ישנו מישור אחד המכיל את      

  כלומר ישנו מישור אחד ויחיד ששני הישרים נמצאים בו.     
  

  . 'ABCDA'B'C'Dה תיבדגים מצב הדדי זה באמצעות הנ

  כל אחד מבסיסי התיבה הוא חלק ממישור, 

  וכל אחת מפאות התיבה היא חלק ממישור. 

  .ישרים נחתכיםהם שני  BC- ו ABהישרים 

  . Bנקודת החיתוך שלהם היא הנקודה 

  . ABCDישרים נמצאים במישור הבסיס שני ה

  על מישור זה נמצאים ישרים נוספים.

  ).BD ,AC, ועוד אינסוף ישרים אחרים שאינם מצוירים (לדוגמה: AD ,DCלדוגמה: 

  . Dגם הם שני ישרים נחתכים. נקודת החיתוך שלהם היא הנקודה  A'D- ו ADהישרים               

ADD'Aשני הישרים נמצאים במישור הפאה                '.  

  ם שבהם אנו דנים מיוצגים בציור באמצעות קטעים.הישריהערה:      
  

 . ישרים מקבילים) 2(

  קודה משותפת.במקרה כזה לשני הישרים אין אף נ      

  מישור אחד המכיל את שני הישרים, כמו כן, קיים     

  כלומר ישנו מישור אחד ויחיד ששני הישרים נמצאים בו.     
  

  . 'ABCDA'B'C'D ל הנ" תיבהדגים מצב הדדי זה באמצעות הנ

ABהם שני ישרים מקבילים, כלומר  DC- ו ABהישרים  DC .  

  ואין להם אף נקודה משותפת.  ABCDשני הישרים נמצאים במישור הבסיס 

ABהם שני ישרים מקבילים, כלומר  'A'B- ו ABהישרים                A'B' .  

ABB'Aשני הישרים נמצאים במישור הפאה                  , ואינם להם אף נקודה משותפת.'
  

AB- הערה: מאחר ש               DC ו -AB A'B' ש, נובע - DC A'B'.  

  הם שני ישרים מקבילים במרחב.  'A'B- ו DCכלומר,               

D' C'

B'A '

D C

BA
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 .  ישרים מצטלבים) 3(

  רים במרחב,זהו מצב הדדי שקיים בין שני יש     

  אך לא קיים בין שני ישרים הנמצאים באותו מישור.      

  הישרים לא חותכים זה את זה,  שבו מדובר במצב     

  כלומר אין להם אף נקודה משותפת,      

  גם לא מקבילים זה לזה.הם אבל      
  

  . 'ABCDA'B'C'Dתיבה דגים באמצעות הנ

  אינם נחתכים  AB- ו A'Dשני הישרים 

   .ישרים מצטלביםוגם אינם מקבילים. הם 

  , 'A'D- ו BDכך גם זוג הישרים 

 .'B'C- ו DCוזוג הישרים 

  ם, ישרים מצטלביכאשר שני ישרים הם               

  לא קיים אף מישור ששני הישרים נמצאים בו.              

  הם ישרים מצטלבים, AB- ו A'Dלדוגמה: הישרים 

  ולכן לא קיים מישור ששניהם נמצאים בו.
  

  דרכים לקביעת מישור
  

  תלת ממדי, ישנן ארבע דרכים באמצעותן ניתן לקבוע מישור.כאשר דנים במרחב 
  

  ) שני ישרים נחתכים קובעים מישור אחד ויחיד.1(

   2- ו 1כלומר, אם שני הישרים       

  הם ישרים נחתכים, יש רק מישור       

  אחד שבו שניהם נמצאים.       
       

  .) שני ישרים מקבילים קובעים מישור אחד ויחיד2(

   2- ו 1כלומר, אם שני הישרים       

  הם ישרים מקבילים, יש רק מישור       

  אחד שבו שניהם נמצאים.       
  

   .) שלוש נקודות שאינן על ישר אחד קובעות מישור אחד יחיד3(  

  C- ו A ,Bכלומר, אם שלוש הנקודות       

  אינן נמצאות על ישר אחד, יש רק מישור      

  אחד שבו שלוש הנקודות נמצאות.               
  

  אחד,  הערה: אם שלוש הנקודות נמצאות על ישר              

  ישנם אינסוף מישורים ששלוש הנקודות נמצאות עליהם.              
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  ) ישר ונקודה הנמצאת מחוץ לישר קובעים מישור אחד ויחיד.4(  

  כלומר, יש רק מישור אחד      

  שהישר והנקודה נמצאים עליו.     
  

  הערה: אם הנקודה נמצאת על הישר,               

  ינסוף מישורים שהישר והנקודה נמצאים עליהם.יש א              
  

  ישר ומישור מצב הדדי בין
  

  קיימות שלוש אפשרויות למצב ההדדי של ישר ומישור:
  

  הישר חותך את המישור. –אפשרות א' 

  רקבמקרה כזה לישר ולמישור יש 

   נקודה אחת משותפת.
  

   הישר מקביל למישור. –אפשרות ב' 

  במקרה כזה, לישר ולמישור 

  אין אף נקודה משותפת.
  

   הישר מוכל במישור. –אפשרות ג' 

  הישר כולו נמצא במישור,במקרה כזה 

  נקודות משותפות. לישר ולמישור יש אינסוף

  על הישר נמצאות גם על המישור. כל הנקודות 
  

  נמחיש את שלוש האפשרויות למצב הדדי בין ישר 

  .'ABCDA'B'C'Dלמישור באמצעות התיבה 

  ,ABCDמקביל למישור הבסיס  'A'Bהישר 

  שהרי אין להם אף נקודה משותפת.

ADD'Aמקביל למישור הפאה  BCבאופן דומה, הישר  '.  

  .'Cבנקודה  'DCC'Dר חותך את המישו 'BCהישר 

  .Dבנקודה  ABCDחותך את מישור הבסיס  D'Dהישר 
  

  .'DCC'Dומוכל גם במישור הפאה  ABCDמוכל במישור הבסיס  DCהישר 
  

  מקרה פרטי של ישר החותך מישור הוא מקרה שבו הישר מאונך למישור. ה:הער

  ויוצר זווית, Oבנקודה  Pחותך מישור  אם ישר 

  , Oכל ישר במישור העובר דרך הנקודה עם  ישרה

   .למישור(מאונך) ניצב ישר נקרא  אז הישר 

   ABCDחותך את מישור הבסיס  A'Aלדוגמה: הישר 

  אונך למישור. בהמשך נרחיב על ישר המאונך למישור., ומAבנקודה 

A ' B'

C 'D '

A B

CD

P
O


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  שונים שני מישורים מצב הדדי בין
    

   :שונים שני מישורים ימות שתי אפשרויות למצב ההדדי ביןקי
    

  .המישורים נחתכים –אפשרות א' 

  יש ישר חיתוך משותף.שני המישורים במקרה כזה ל  

   2P- ו 1Pהמישורים  בציור שמשמאל 

  נחתכים.   הם מישורים 

   ישר החיתוךהוא  ABהישר 

  שני המישורים. בין

  
  

  .המישורים מקבילים –אפשרות ב' 

  מישורים שני הבמקרה כזה ל  

   אין אף נקודה משותפת.         

  
  

  שני מישורים נמחיש את שתי האפשרויות למצב הדדי בין

  . 'ABCDA'B'C'Dבאמצעות התיבה 

  .'A'B'C'Dמקביל למישור הבסיס  ABCDמישור הבסיס 

ADD'Aמקביל למישור הפאה  'BCC'Bמישור הפאה  '.  

ADD'Aומישור הפאה  ABCDמישור הבסיס  '  

  .ADהם מישורים נחתכים. ישר החיתוך שלהם הוא הישר 
  הם מישורים נחתכים. A'BC - ו ABCDהמישורים 

  .BCישר החיתוך שלהם הוא הישר 
  

  תרגילים 
  

  השאלות הבאות כוללות את המצבים ההדדיים הבאים: 

  מצב הדדי בין שני ישרים שונים, מצב הדדי בין ישר ומישור, מצב הדדי בין שני מישורים שונים.
  

  . 'ABCDA'B'C'Dלפניכם תיבה    .1

   ?'B'Cלישר  'A'Bבין הישר מהו המצב ההדדי ) 1א. (  

  ?ADלישר  BCבין הישר מהו המצב ההדדי ) 2(      

  ?DCלישר  'ADבין הישר מהו המצב ההדדי ) 3(      

  ?'CCלישר  'AAבין הישר די מהו המצב ההד) 4(      

   ?ABCDלמישור  'CCבין הישר ) מהו המצב ההדדי 1(. ב  

   ?ABCDלמישור  'D'Cבין הישר מהו המצב ההדדי ) 2(      

ADD'Aלמישור  'ADבין הישר מהו המצב ההדדי ) 3(       '?   

  נמצאת עליהם. Cכתבו שלושה מישורים שהנקודה . ג  

  ?'A'B'C'Dלמישור  ABCDמה המצב ההדדי בין המישור . ד  

A

B

1P

2P

  ישר 
 חיתוך

A ' B'

C 'D '

A B

CD
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  . 'ABCDA'B'C'Dלפניכם תיבה    .2

   ?ABלישר  A'Dבין הישר מהו המצב ההדדי ) 1א. (  

  ?DCלישר  'A'Bבין הישר מהו המצב ההדדי ) 2(      

   ?ABCDלמישור  A'Dבין הישר ) מהו המצב ההדדי 1(. ב  

ABB'Aלמישור  ABבין הישר מהו המצב ההדדי ) 2(       '?   

ABB'Aמישור ל 'BCC'Bהמישור בין מהו המצב ההדדי  . ג   '?  

  ?AD- ו A'Dד. מהו המישור שמגדירים הישרים הנחתכים   
  

  . 'ABCDA'B'C'Dלפניכם תיבה   .3

ABB'Aמה המצב ההדדי בין המישור . א     ?'CDD'Cלמישור  '

  .ABCDכתבו מישור המקביל למישור . ב  

  נמצא עליהם. AD) כתבו שני מישורים שהישר 1ג. (  

ADD'A) מה המצב ההדדי בין המישור 2(                 ?ABCDלמישור  '

  מהו ישר החיתוך? –אם המישורים נחתכים                    

  ?ABCD- ו A'BCמהו ישר החיתוך בין המישורים . ד  

  ,DCבאמצעות הישר  ABCDה. רוצים להגדיר את המישור   

  אמצעות נקודה נוספת המסומנת בציור. כתבו את שתי האפשרויות לנקודה זו.וב             
  

  (צבוע באפור, ראו ציור). A'D'CB. בונים את מישור המלבן 'ABCDA'B'C'Dלפניכם תיבה   .4

  קבעו האם ניתן לקבוע את המישור האפור: . א  

  .BC- ו 'A'Dשרים ) באמצעות הי1(              

  .'CD- ו BC) באמצעות הישרים 2(              

  .C- ו A' ,B) באמצעות הנקודות 3(              

  .'Dוהנקודה  A'B) באמצעות הישר 4(              

  ?'CDD'C- ו A'D'CBמהו ישר החיתוך בין המישורים . ב  

  ?'DD- ו BCהישרים ) מה המצב ההדדי בין 1(. ג  

  .'DD- ו BCשבו נמצאים הישרים  ) הסבירו מדוע לא קיים מישור2(             
  

  תשובות:

  בילים.) הישרים מק4) הישרים מצטלבים.  (3) הישרים מקבילים.  (2) הישרים נחתכים.  (1(. א  .1

  ) הישר מוכל במישור.   3) הישר מקביל למישור.  (2.  (C) הישר חותך את המישור בנקודה 1ב. (     

    מקבילים. ד. המישורים.  'DCC'D- ו 'ABCD ,BCC'B המישורים. ג     

  .  D) הישר חותך את המישור בנקודה 1ב. () הישרים מקבילים.  2) הישרים מצטלבים.  (1(. א  .2

ADD'Aהמישור . ד . 'BBהמישורים נחתכים. ישר החיתוך הוא . ג ) הישר מוכל במישור. 2(          '  .  

ADD'A) 1.  ג. ('A'B'C'Dהמישורים מקבילים זה לזה.  ב.  .א  .3   .  ABCD- ו '

  .Bאו  A.  ה. BC.  ד. הישר AD) המישורים נחתכים. ישר החיתוך הוא 2(         

  .'CD) כן.  ב. ישר החיתוך הוא 4) כן.  (3) כן.  (2) כן.  (1(  .א  .4

  ) לישרים מצטלבים אין מישור משותף עליו שניהם נמצאים.2) מצטלבים.  (1ג.  (     

D' C'

B'A '

D C

BA

A ' B'

C 'D '

A B

CD

A D

CB

A '

B ' C '

D '



 44עמוד   הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטיל כ
 

  

  גופים במרחב תלת ממדי
  

  : מנסרה, מקבילון, יח"ל 4הנכללים בתכנית הלימודים של  ממדייםגופים תלת נכיר 

  חלק מהגופים הכרנו כבר בעבר.  תיבה, קובייה, פירמידה.

  כל הגופים שבהם נדון מורכבים מפאות ונקראים פאונים.
  

  מנסרה 
  

  ידי שני  החסום עלממדי - תלתמנסרה היא גוף 

   חופפים הנמצאים על מישורים מקביליםמצולעים 

  ועל ידי מקביליות  )בסיסי המנסרההנקראים (

  המחברות את זוגות הצלעות המתאימות 

   .פאות צדדיות ותנקראשל המצולעים ו

  כל פאה צדדית היא חלק ממישור, וכל בסיס הוא חלק ממישור.

  .מקצועות הבסיסצלעות הבסיסים נקראות 

  סמוכות נקראים פאות צדדיות בין כל שתי ישרי החיתוך

  קדקודים של הבסיסים או של הפאות נקראים קדקודי המנסרה. דדיים.מקצועות צ

  קיימים שלושה סוגים של אלכסונים:  במנסרה  

  קיים במידה והבסיס כולל לפחות ארבע צלעות. - אלכסון בסיס          

  אלכסון במקבילית המהווה פאה צדדית. זהו  –אלכסון פאה   

  דים שאינם על אותה פאה, קטע המחבר שני קדקו זהו - אלכסון המנסרה 

  .)הבסיס כולל לפחות ארבע צלעותאינו אלכסון בסיס או אלכסון פאה (קיים אם  אבל
  

   הערות:

  ) המנסרה נקראת על שם מספר הצלעות בבסיס.1( 

  כאשר הבסיס הוא משולש, המנסרה נקראת      

    כאשר הבסיס הוא מרובע,  מנסרה משולשת.     

       וכו'. רה מרובעתהמנסרה נקראת מנס     

 כאשר בסיס המנסרה הוא מצולע משוכלל  )2(

  . מנסרה משוכללתהמנסרה נקראת  ,צלעות)- משולש שווה(לדוגמה      

  ) דוגמאות למצבים הדדיים במנסרה המשולשת שמשמאל:3(

  .הם ישרים מצטלבים AB- ו 'B'Cהישרים      

ABB'Aחותך את המישור  BCהישר         .Bבנקודה  '

ACC'A- ו 'BCC'Bהמישורים          .'CCוישר החיתוך הוא  הם מישורים נחתכים, '
  המאונכים לבסיסים. לבניםמהיא מנסרה שבה הפאות הצדדיות הם  ישרהמנסרה ) 4(

  במנסרה ישרה כל מקצוע צדדי הוא גובה המנסרה.      
  

  כל הפאות הצדדיות.מנסרה שווה לסכום השטחים של של  שטח מעטפת
  

   הבסיסים ושל כל הפאות הצדדיות.מנסרה שווה לסכום השטחים של של  שטח פנים
  

  של מנסרה הוא המרחק בין שני המישורים המקבילים של בסיסי המנסרה. גובה

  .הגובה הוא המקצוע הצדדימנסרה ישרה ב

 מנסרה 
  משולשת 

C'

A

B

C

A '

B'
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  . של גוף תלת ממדי הוא החלק מהמרחב אותו תופס הגוף נפח  

  אם שטח בסיס המנסרה  ווה למכפלה של שטח הבסיס בגובה המנסרה.ש נפח מנסרה

Vהוא:  Vאז נפח המנסרה , hובה המנסרה הוא וג Sהוא  S h נפח מנסרה  
  

  מקבילון
     

  מקבילון הוא גוף תלת ממדי הכולל שש פאות.   

  כאשר כל שתי  כל שש הפאות הן מקביליות,

   חופפות זו לזו. פאות נגדיות

  ן הוא למעשה מנסרה מרובעתהמקבילו

  ששני בסיסיה מקביליות. 

  כמו במנסרה מרובעת, גם במקבילון יש שלושה סוגי אלכסונים 

  (אלכסוני בסיס, אלכסוני פאה ואלכסוני מקבילון).

  אלכסוני המקבילון חוצים זה את זה.   
  

  תיבה
  

  תיבה היא גוף המורכב משישה מלבנים:

  ישורים הנמצאים על מחופפים שני מלבנים 

  , )ןבסיסים (עליון ותחתו הנקראיםמקבילים, 

  העוברים דרך צלעות הבסיסים,  וארבעה מלבנים

  .פאות צדדיותבסיסים ונקראים מאונכים ל

  סמוכות פאות צדדיות כל שתי ישרי החיתוך של 

  למישורי הבסיסים.  מאונכיםוהם  מקצועות צדדייםנקראים 

  ה לזה. בתיבה, כל המקצועות הצדדיים שווים ז

  כל מקצוע בסיס מאונך לשתי הפאות אותן . מקצועות הבסיסצלעות הבסיסים נקראות 

  התיבה). מה לכך שגובה התיבה מאונך לבסיסיהוא חותך בקצותיו (בדו

  תיבה היא למעשה מנסרה ישרה שבסיסה מלבן. 

  תיבה ריבועית היא תיבה שבסיסה ריבוע.

  ובה התיבה.קטע המחבר את הבסיסים ומאונך להם נקרא ג

  בתיבה, הגובה שווה באורכו למקצוע הצדדי.
  

  הפאות הצדדיות.כל סכום השטחים של הוא תיבה של  )M( שטח מעטפת
      

  הבסיסים ושל כל הפאות הצדדיות.סכום השטחים של של תיבה הוא  שטח פנים  

   Mשטח המעטפת שלה ו Sתיבה ששטח בסיסה  ) שלFהנוסחה לשטח פנים (  

Fהיא:             M 2 S  שטח פנים  
    

  שווה למכפלה של שטח הבסיס בגובה התיבה.  נפח תיבה         

Vהיא:    hוגובהה  Sהנוסחה לנפח תיבה ששטח בסיסה    S h נפח  

h

a

 בסיס

 פאה 

 מקצוע 
 צדדי 

 מקצוע 
 בסיס 

b
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  נתבונן בתיבה שלושה סוגים של אלכסונים.בתיבה ישנם   

         ABCDA'B'C'D' .הקטע שמשמאל BD .נקרא אלכסון בסיס  

  אלכסוני בסיס.  נקראים 'B'D- ו 'AC ,A'Cגם הקטעים 

  נקרא אלכסון פאה. בכל פאה יש שני  A'Dהקטע המקווקו 

  . 'BCC'Bהם אלכסוני הפאה  'BC- ו B'C לדוגמה:אלכסונים. 

  נקרא אלכסון התיבה,  B'Dהקטע המקווקו 

   אלכסוני התיבה שווים זה לזה וחוצים זה את זה.. 'AC- ו BD' ,A'Cהקטעים וכך גם 
  

  קובייה
  

  תיבה שכל המקצועות שלה (מקצועות הבסיס היא קובייה   

   הצדדיים) שווים באורכם זה לזה.והמקצועות 

  הקובייה בנויה משש פאות חופפות. כל פאה היא ריבוע.

  אלכסוני הקובייה שווים באורכם, חוצים זה את ומאונכים זה לזה.
  

  :   אז הנוסחאות הן ,aאם אורך צלע הקובייה הוא   
  

2M 4a 2,שטח מעטפתP 6a 3,  שטח פניםV a נפח  .  
  

  פירמידה
  

  ידי מצולע פירמידה היא גוף החסום על

  מספרידי  ועל ,הפירמידה בסיסהנקרא 

  צדדיות. פאותמשולשים הנקראים 

  צלע משולשים אלה עוברים כל אחד דרך

  כולםאחת של מצולע הבסיס ונחתכים 

  למישורבנקודה אחת הנמצאת מחוץ 

  הפירמידה.   קדקוד הבסיס ונקראת 

  .צדדייםמקצועות עם קדקודי הבסיס נקראים ים המחברים את קדקוד הפירמידה הישר  

  .הפירמידה בסיסהפירמידה למישור  הוא האנך המורד מקדקוד גובה הפירמידה  
  

   הערות:

  הפירמידה נקראת פירמידה  ,הבסיס הוא משולשא. אם 

   ,אם הבסיס הוא מרובע(ראו ציור).  משולשת     

  וכו'. הפירמידה נקראת פירמידה מרובעת     

   ,ב. אם הבסיס הוא מצולע משוכלל

  הפירמידה נקראת פירמידה משוכללת.     
  

  של פירמידה שווה לסכום השטחים של הפאות הצדדיות. מעטפתשטח   
  

  של פירמידה שווה לסכום השטחים של המעטפת והבסיס.  פניםשטח    
  

  מכפלת שטח הבסיס בגובה הפירמידה.  שליששווה ל נפח פירמידה
  

Bהוא:   , הנפחhוגובה הפירמידה הוא  Bאם שטח הבסיס הוא  hV
3
ידהנפח הפירמ.  
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  פירמידה ישרה
  

   תכונות הבאות:הקיימות בה גם היא פירמידה שמת שרהפירמידה י

  המקצועות הצדדיים שווים באורכם זה לזה.  כל) 1(  

  הפירמידה בנקודהחותך את בסיס  הפירמידה גובה) 2(  

   .הפירמידה בסיסאת מרכז המעגל החוסם שהיא            

  פירמידה ישרה  נדגיש שכאשר הבסיס של           

  , גובה הפירמידה חותך מלבן או ריבועהוא            

  את בסיס הפירמידה בנקודת מפגש האלכסונים            

  של המלבן או הריבוע (ראו ציור משמאל).           
    

   לב! שימו

  ), אז הפירמידה היא ישרה.2) או (1אם נתונה פירמידה ומתקיימת בה אחת מהתכונות (
  

  ילים תרג
  

  השאלות הבאות כוללות את מצבים ההדדיים הבאים: מצב הדדי בין שני ישרים שונים,

  מצב הדדי בין ישר ומישור, מצב הדדי בין שני מישורים שונים.
  

  .ABCD, שבסיסה מרובע SABCDלפניכם פירמידה   .1

   ?SBCלמישור  DC בין הישרמהו המצב ההדדי . א  

  ?ABCDלמישור  SADמה המצב ההדדי בין מישור . ב  

  מהו ישר החיתוך? –אם המישורים נחתכים                   

  ?SBC- ו SABמהו ישר החיתוך בין המישורים . ג  

  ?SD- ו SCד. מהו המישור שמגדירים הישרים הנחתכים   

  מגדירים מישור? DC- ו ABה. האם הישרים המקבילים   

  כתבו את המישור. –אם כן               

  ,BCבאמצעות הישר  ABCDו. רוצים להגדיר את המישור   

  ובאמצעות נקודה נוספת המסומנת בציור. כתבו את שתי האפשרויות לנקודה זו.             
  

ABCA לפניכם מנסרה משולשת  .2 'B'C '.   

AAנמצאת על המקצוע  Kהנקודה    ' .  

  (צבוע באפור, ראו ציור). KBCבונים את המישור   

  ?ABCלמישור  KBCמה המצב ההדדי בין המישור . א  

  מהו ישר החיתוך? –אם המישורים נחתכים               

  ?  'B- ו A ,Bהאם ניתן לקבוע מישור באמצעות הנקודות . ב  

  כתבו את המישור. –אם כן               

  ?  'A- ו A ,Kהאם ניתן לקבוע מישור באמצעות הנקודות . ג  

  כתבו את המישור. –אם כן              

  

S
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  .ABCD, שבסיסה מלבן SABCDלפניכם פירמידה   .3

  של הבסיס. ACל האלכסון נמצאת ע Oהנקודה   

   ?SCלישר  ADבין הישר מהו המצב ההדדי . א  

  האם קיים מישור ששני הישרים נמצאים בו?              

  ?  C- ו A ,Sהאם ניתן לקבוע מישור באמצעות הנקודות . ב  

  כתבו את המישור. –אם כן               

  ?  C- ו A ,Oהאם ניתן לקבוע מישור באמצעות הנקודות . ג  

  ?ABCD- ו SACן המישורים מהו ישר החיתוך בי. ד  

  ABה. קבעו האם הטענה הבאה נכונה: המישור שמגדירים הישר   

  .D- ו A ,Oהוא אותו מישור המוגדר על ידי שלוש הנקודות  Cוהנקודה              
  

  תשובות:

  .  AD.   ב. המישורים נחתכים. ישר החיתוך הוא C. הישר חותך את המישור בנקודה א  .1

  . Dאו  A.  ו. ABCD.   ה. כן, את המישור SDC.  ד. SBג.      

  .  BCהמישורים נחתכים. ישר החיתוך הוא . א  .2

ABB'Aנן נמצאות על אותו ישר. המישור הוא ב. ניתן לקבוע מישור מאחר ששלוש הנקודות אי      '.  

  . 'AAג. לא ניתן לקבוע מישור מאחר ששלוש הנקודות הנתונות נמצאות על אותו ישר      

  . הישרים מצטלבים, ולכן לא קיים מישור ששניהם נמצאים בו.א  .3

  .ASCששלוש הנקודות אינן נמצאות על אותו ישר. המישור הוא  ב. ניתן לקבוע מישור מאחר     

  . ACג. לא ניתן לקבוע מישור מאחר ששלוש הנקודות הנתונות נמצאות על אותו ישר      

  .ABCDר המוגדר הוא המישור .  ה. הטענה נכונה. בשני המקרים המישוACד. הישר   

  

  חישוב שטח מעטפת, שטח פנים ונפח של גופים
  

  נזכיר את המושגים שטח מעטפת, שטח פנים ונפח ואת הדרך לחשב אותם.
  

  כום השטחים של הפאות הצדדיות.שווה לס שטח מעטפת  

  כום השטחים של המעטפת והבסיס. שווה לס  שטח פנים  

  בגובה התיבה.  התיבה בסיסשווה למכפלה של שטח נפח תיבה          

Vהיא:    hוגובהה  Bששטח בסיסה  הנוסחה לנפח תיבה   B h נפח  
  

  הערה: נפח מנסרה, מקבילון וקובייה מחושב באותה צורה.         
  

  בגובה הפירמידה.  הפירמידה בסיסמכפלת שטח  שליששווה ל ידהנפח פירמ

Bהוא:   , הנפחhוגובה הפירמידה הוא  Bאם שטח הבסיס הוא  hV
3
נפח הפירמידה.  

  

   דוגמה:  

  ס"מ.  6ס"מ ורוחבו 8בסיסה של תיבה הוא מלבן שאורכו   

  ס"מ. 12גובה התיבה הוא          

  את נפח התיבה. וחשבא.   

  את שטח הפנים של התיבה. וחשבב.   
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  פתרון:  

6ולכן שטחו הוא ס"מ,  6- ס"מ ו 8בסיס התיבה הוא מלבן שאורכי צלעותיו א.    8 48      ,  

48ס"מ, ולכן נפחה  12 סמ"ר. גובה התיבה 48כלומר                12 576  סמ"ק. 576, כלומר  

6ס"מ ולכן שטחו הוא  12- ס"מ ו 6היא מלבן שאורכי צלעותיו  'BCC'Bהפאה ב.     12,  

ABB'Aהפאה  סמ"ר. 72כלומר                  ,ס"מ 12- ס"מ ו 8היא מלבן שאורכי צלעותיו  '

8ולכן שטחו הוא                12 , יםשטחסכום ההוא של תיבה פנים שטח סמ"ר.  96כלומר   

  .2- נגדיות שוות בשטחן נכפול כל שטח במכיוון שפאות . התיבה פאות 6כל של               

P נקבל:               2 48 2 72 2 96 432      סמ"ר.       432טח הפנים של התיבה הוא . ששטח פנים  
  

  תרגילים
  

  . ABCDבן בסיסה של תיבה הוא מל  .1

13ABנתון:            ,6BC  ,7CC' .  

  את שטח המעטפת של התיבה. ו. חשבא  

  את שטח הפנים של התיבה. ו. חשבב

 את נפח התיבה. ו. חשבג        
  

  מ.ס" 8נתונה קובייה שאורך כל מקצוע שלה הוא   .2

  ה.של הקוביי את שטח המעטפת ו. חשבא  

  ה.הקובייאת שטח הפנים של  ו. חשבב

 ה.הקובייאת נפח  ו. חשבג        
  

   וישרה תהבסיס של מנסרה משולש  .3

) ABCזווית - הוא משולש ישר          ACB 90 ) .   

ACס"מ 6 נתון:           ,8 ס"מBC  ,7 ס"מCC' .  

  את השטח של בסיס המנסרה.  וא. חשב  

   את נפח המנסרה. וב. חשב  

  ה.ואת שטח הפנים של המנסר את שטח המעטפת ו. חשבג  
  

   ABCDשבסיסה  SABCD נתונה פירמידה  .4

  . 10הוא ריבוע שאורך צלעו          

  .12של הפירמידה הוא  SOהגובה          

  .SABCDא. חשבו את נפח הפירמידה          

  . SO היא אמצע הגובה Fהנקודה ב.          

  .FABCDחשבו את נפח הפירמידה              
  

  תשובות:

    .קסמ" 512ג.   סמ"ר. 384ב. סמ"ר.   256א.   .2.  546. ג  .422. ב.  266א.   .1

    .200 ב.  .400א.   .4.  רסמ" 216 סמ"ר, 168ג.   סמ"ק. 168 ב.  סמ"ר. 24א.   .3
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  גופים במרחב –וקטורים 
  

  גאומטרי בצורות מישוריות.ראינו דוגמאות לווקטור 

  לשימוש בווקטורים בגופים תלת ממדיים שהכרנו. נציג דוגמאות ותרגילים
  

   דוגמה:

  נסמן: 'ABCDA'B'C'Dבתיבה 

AB u


 ,AD v


, AA' w


.  

  .u- א. מצאו וקטורים נוספים השווים ל

  .w- ב. מצאו וקטורים השווים ל

'A'D האם מתקיים. ג BC
 

  ? נמקו.

   את הווקטורים w- ו u ,vבאמצעות  ועיהבד. 

'AB ) 1(  הבאים:   


)  .2  (AC'


   )3 ( D'B


.   

  פתרון:

  ,AB- ובכיוונם ל באורכם םשווי 'D'C- ו 'DC ,A'Bא. על פי תכונות התיבה הקטעים 

ABולכן אם      u


DC, אז  u


 ,A'B' u


'D'C- ו  u


.  

'AAב. נתון כי  w


A'A, לכן  w 


.  

A'A הווקטורעל פי תכונות התיבה      


B'Bלווקטורים  ך ובכיווןשווה באור 


, C'C


   

D'D- ו     


B'Bולכן ,  w 


 ,C'C w 


D'D- ו  w 


.  
  
  

  .BC- , ובנוסף הוא שווה ומקביל ל'A'D- שווה ומקביל ל ADעל פי תכונות התיבה . ג

'A'D- , ומכאן שBC- קביל לשווה ומ 'A'D- נקבל ש     BC
 

.  
  

'AB) כדי להביע את הווקטור 1. (ד


  . 'Bננוע לנקודה  וממנה Bלנקודה  Aנצא מנקודה  

'ABנקבל:           AB BB' 
  

AB. נתון כי  u


'BBכמן כן,  . AA' w 
 

 .  

'ABנציב ונקבל:           AB BB' u w   
  

.   

'AB: . לדוגמהאפשר גם לבחור מסלול אחרנזכיר ש          AA' A 'B' w u   
  

.  

ABB'Aהוא אחד מאלכסוני הפאה  'ABה: הער          '.  

'AC) כדי להביע את הווקטור 2(    


  , Dלנקודה  Aנצא מנקודה  

   .'Cוממנה לנקודה  Cע לנקודה וננ Dמנקודה          

'ACנקבל:           AD DC CC'  
   

 .  

ADידוע           v


DCכמו כן,  . AB u 
 

 ,CC' AA' w 
 

 .  

'ACנקבל: נציב ו          v u w  


.   

'ACאפשר גם לבחור במסלול אחר. לדוגמה:           AB BB' B'C' u w v     
   

.   

  הוא אחד מאלכסוני התיבה. 'ACהערה:          

D'Bנביע את הווקטור  ) 3(   


D'Bעל פי המסלול הבא:   D'D DA AB w v u      
   

  

D'B. לדוגמה:אפשר גם לבחור מסלול אחר         D'C' C'B' B'B u v w     
   

   

  הוא אחד מאלכסוני התיבה.  D'Bהערה: גם          

A
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  תרגילים
  

   .'ABCDA'B'C'Dנתונה תיבה   .1

AB  הווקטוריםו האם קבעא. 


'A'B- ו 


  

  הם וקטורים שווים או וקטורים נגדיים.      

'DD  הווקטוריםו האם קבעב. 


C'C- ו 


  

  הם וקטורים שווים או וקטורים נגדיים.      

'B'Cג. מה אפשר לומר על הווקטורים 


DA- ו 


?  

  ד. קבעו עבור כל טענה האם היא נכונה: 

    )1 (AC BD
 

)  .2 (AC BD
 

.  

  

   'ABCA'B'C ישרהבמנסרה משולשת ו  .2

ABנתון:    u


 ,AC v


 ,AA' w


.  

   וקטורים השווים לווקטורים הבאים: וא. מצא  
    )1 (u .     )2 (v .   )3 (w.  

'AB) האם 1ב. (


A'B- ו 


   וי אורך?שו 

'AB) האם 2(              A 'B
 

    . ו? נמק
        

ABנתון:  'ABCDA'B'C'D במקבילון  .3 u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

  וקטורים השווים לווקטורים  וא. מצא  

   .2 (w)  .3 (v.  (u) 1( ם:הבאי       
  

  את הווקטורים  w- ו u ,vבאמצעות  ועיהב .ב  

'AB) 1( הבאים:      


)  .2 (B'C


)   .3 (AC'


)   .4 (D'B


.   
  

  ג. האם תשובותיכם לסעיפים קודמים היו משתנות, 

  ?אם היה נתון שהגוף הוא תיבה במקום מקבילון    
  

  .ABCO נתונה פירמידה משולשת  .4

ABנסמן:           u


 ,CA v


 ,AO w


 .  

OBאת  w- ו uבאמצעות  ועיהבא.   


.  

OCאת  w- ו vבאמצעות  ועיהבב.   


.  

   פירמידהבעזרת קדקודי ה מו. רשג  

u- וקטור השווה ל              v .   
  

  

A B

D C

A' B'

D' C'

A

B

C

A '

B '

C '

w

v

u

A

C

O

v

w

u

B
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   ,ABCD, שבסיסה מקבילית ABCDSבפירמידה מרובעת   .5

BAנתון:  u


 ,AC v


 ,SD w


 .  

SBאת  ועיא. הב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

   פירמידהבעזרת קדקודי ה מוב. רש  

wה לווקטור  וווקטור הש              u v .  

  .SA- ו BC מה המצב ההדדי בין הישרים. ג  

  

  
  תשובות:

  

  )  כן.2) לא.  (1. וקטורים שווים.  ב. וקטורים נגדיים.  ג. וקטורים נגדיים.  ד. (א .1

A) 1א. ( .2 'B' AB u 
 

.  )2 (A'C' AC v 
 

)  .3 (A'A B'B C'C w   
  

  ) לא.2) כן.  (1ב. ( .

DC) 1( א.  .3 A'B' D'C' u  
  

  .)2 (BB' CC' DD' w  
  

 . )3 (DA CB D'A ' C'B' v    
   

 .   

'AB) 1(. ב      u w 


.  )2 (B'C v w 


  .)3 (AC' u v w  


)  .4 (D'B u v w  


  לא.  . ג . 

OBא.   .4 u w 


OC.  ב.  v w  


BC.  ג. 


.   

SBא.   .5 2u v w   


SA.  ב. 


  ג. הישרים מצטלבים. . 
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  כפל של וקטור בסקלר –גופים במרחב 
  

   דוגמה:

  .ABC, שבסיסה משולש SABCנתונה פירמידה משולשת 

  נמצאות בהתאמה באמצעי  R- ו Qהנקודה 

  נמצאת  P. הנקודה BC- ו ACמקצועות הבסיס 

APומקיימת:  ABעל המקצוע  : PB 5 : 4.  

ABנתון:  u


 ,AC v


 ,AS w


.  

  (במידת הצורך) w - ו u ,vא. הביעו באמצעות 

SBאת הווקטורים הבאים:     


, SQ


, SR


 ,SP


.  

1ב. הוכיחו: 
2QR AB

 
 .   

QRג. האם 


AP- ו 


  הם וקטורים קולינאריים? נמקו. 

  פתרון:

SBור א. נביע את הווקט         


:                                                         SB SA AB w u    
  

           

SQנביע את הווקטור               


:                                     1 1
2 2SQ SA AQ SA AC w v      

    
   

SRנביע את הווקטור                


:                                                           1
2SR SA AC CB  

   
   

1נקבל:                                                                        1 1
2 2 2SR w v ( v u) w u v         


  

SRהווקטור  הערה:       


  , SBCבמשולש  Sהוא וקטור התיכון מקדקוד  

  ולכן אפשר למצוא אותו גם על פי הכלל של וקטור התיכון של משולש:                    

                        1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2SR SB SC ( w u) ( w v) w u w v w u v                

  
  

  

SPנעבור להביע את הווקטור                 


:  SP SA AP 
  

   

APנתון                 : PB 5 : 4 5, ולכן 5
9 9AP AB u 

 
5.  נקבל: 

9SP w u  


          
                 

  רך א': נביע את שני הווקטורים.ב. ד         
  

QRנביע את                


:        1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2QR QC CR AC CB v ( v u) v v u u           

    
                                   

1קיבלנו     
2QR u :נתון .AB u


1, ולכן 

2QR AB
 

.  
  

  ושווה למחצית  AB, כלומר מקביל לצלע ABCהוא קטע אמצעים במשולש  QRדרך ב':     

QRאורכה. נקבל שהווקטור     


ABהוא בכיוון של הווקטור   


  , ושווה למחצית אורכו 

1ומכאן שמתקיים     
2QR AB

 
.  

  

  ג. וקטורים קולינאריים הם וקטורים הנמצאים על אותו ישר או על ישרים מקבילים.

QRראינו כי      AB  ולכןQR APומכאן ש , - QR


AP- ו 


  הם וקטורים קולינאריים.  
  

  

1דרך נוספת: קיבלנו     
2QR u


5- ו 

9AP u


  . הווקטורים הם כפל בסקלר אחד של השני,

  בשני הווקטורים. uולכן הם קולינאריים. אפשר לחשב את היחס בין המקדמים של     

5נקבל:      91
2 9 10: 9- , ומכאן ש

10QR AP
 

  . ניתן לראות שהווקטורים קולינאריים.

A B

C

R

S

Q

P
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ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבקובייה   .6 u


 ,BC v


 ,CC' w


.  

  האמצע שלהן נקודות  G- ו Eהנקודות 

    (ראו ציור). AD- ו ABמקצועות הקובייה,   

3- , כך ש'B'Cנמצאת על המקצוע  F הנקודה
7B'F B'C' 

 
.  

AEאת הווקטורים  uבאמצעות  ועיא. הב  


BE- ו 


.  

GD את הווקטור vבאמצעות  ועי. הבב  


.  

B'Fאת הווקטורים  vבאמצעות  ועי. הבג  


'FC- ו 


.  

D'D את הווקטור wבאמצעות  ועי. הבד  


.  
  

ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבתיבה       .7 u


 ,AD v


 ,AA' w


 .  

  , 'B'C- ו AB הן אמצעי המקצועות Q- ו Pהנקודות    

  , 'CC נמצאת על המקצוע R הנקודה בהתאמה.         

CR- כך ש          : RC' 1: 2.  

APא. האם            


DC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים? 

B'Qב. האם            


'QC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים?  

  האם הם וקטורים שווים?             

ADג. האם            


CB- ו 


  הם וקטורים קולינאריים?  

  האם הם וקטורים שווים?             

AD- למספר וקטורים קולינאריים ל ד. תנו דוגמה         


  , אך אינם שווים לו ואינם נגדיים לו.

CR) האם 1ה. (           


'AA- ו 


  הם וקטורים קולינאריים? 

CRאת הווקטורים  ועיהב) 2(      


C'R- ו 


  .wבאמצעות  
  

  ,ABCשבסיסה משולש  ABCSבפירמידה משולשת   .8

ACנתון:           u


 ,AB v


, AS w


 .  

  .BC המקצוע היא אמצע Pהנקודה          
  (במידת הצורך):  w- ו u ,vבאמצעות  ועיהב         

SBאת הווקטורים א.          


SC- ו 


.  

APאת הווקטורים ב.          


SP- ו 


.  
  

ABנתון:  'ABCA'B'C במנסרה משולשת   .9 u


  ,AC v


 ,AA' w


 .  

  הן נקודות האמצע  R- ו Q  הנקודות  

  , בהתאמה. 'A'C- ו 'BBשל המקצועות    

2יימת ומק BC נמצאת על P  הנקודה  
5BP BC

 
.  

BPא. האם 


'B'C- ו 


  הם וקטורים קולינאריים? 

  את הווקטורים  w- ו u ,vבאמצעות  ועיהבב. 
  

'BAהבאים:     


, BC'


, RQ


 ,BP


A'P- ו 


.  
A

C
P

Q

R

vw

u B

A ' B '

C '

A C
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
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ABן: נתו 'ABCDA'B'C'Dמקבילון ב  .10 u


, BC v


,  

         CC' w


1B'M . נתון: B'C'2
 

 ,4PC' D'C'5
 

.  

   'AAנמצאת על המקצוע  Qהנקודה          

AQ ומקיימת           : QA' 3 :1 .  

  (במידת הצורך) w- ו u ,vבאמצעות  ועיהב  

  הבאים: את הווקטורים         

         AM


, D'P


, BP


 ,A'Q


 ,C'Q


 ,MQ


QP- ו 


   

  

  נתון:  ABCO בפירמידה משולשת  .11

  AB u


 ,AD v


 ,OB w


.  

  AD יכון לצלע הוא תBC.  

   w- ו u ,vבאמצעות  ועיהב  

BDים את הווקטור         


OC- ו 


.  
  

ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .12 u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

  P  של אלכסוני הפאה  היא נקודת המפגשBB'C'C.  

APאת  ועיא. הב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  היא נקודת המפגש  Qהנקודה ב.   

  .'ADD'Aשל אלכסוני הפאה              

AQ) הביעו את 1(      


'PC ואת  


  .w- ו v באמצעות  

  הוא מקבילית. APC'Q) הוכיחו: המרובע 2(             
  

ABנתון:  'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .13 u


 ,AD v


 ,AA' w


.  

  , ADהיא אמצע המקצוע  Pהנקודה   

  של היא נקודת המפגש Mהנקודה          

   Qוהנקודה , 'CDD'Cאלכסוני הפאה          

BQ- כך ש ,'BBנמצאת על המקצוע           3QB'
 

 .  

BQא. האם 


B'Q- ו 


  הם וקטורים קולינאריים? 

  את הווקטורים  w- ו u ,vבאמצעות  ועיהבב.   

MP  )1הבאים:  (              


   .)2(  PQ


   .)3(  QM


.  

  

  

  

A
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  . ABCשבסיסה  PABC פירמידה משולשתנתונה   .14

         CD  הוא תיכון במשולשABC ,  

   .ABCמפגש התיכונים במשולש היא נקודת  Mהנקודה          

PAנסמן:           u


 ,PB v


 ,PC w


.  

CBאת (במידת הצורך)   w- ו u ,vבאמצעות  ועיא. הב


CA- ו  


.  

CM את (במידת הצורך)  w- ו u ,vבאמצעות  ועי. הבב


PM- ו 


.  

  
  
  
  

  תשובות:
  

1א.   .6
2AE u


 ,1

2BE u 


1.  ב. 
2GD u


3.   ג. 

7B'F v


 ,4
7FC' v


D'Dד.   . w 


.  

APא.   .7


DC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים (הם נמצאים על ישרים מקבילים). 

B'Qב.      


'QC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים (הם נמצאים על אותו ישר) והם גם וקטורים שווים. 

ADג.      


CB- ו 


  וקטורים קולינאריים (הם נמצאים על ישרים מקבילים), אך אינם וקטורים שווים. 

B'Qד.      


 ,QC'


 ,QB'


 ,C'Q


 .  

CR) 1ה. (     


'AA- ו 


1) 2וקטורים קולינאריים ( נמצאים על ישרים מקבילים). ( 
3CR w


 ,2

3C'R w 


.  

  

SB  א.  .8 v w 


 ,SC u w 


1 .  ב.  1
2 2AP u v 


 ,1 1

2 2SP u v w  


.  

  א. כן. הם נמצאים על ישרים מקבילים.   .9

'BAב.        u w  


 ,BC' w v u  


 ,1 1
2 2RQ u v w  


 , 2 2

5 5BP u v  


 ,3 2
5 5A 'P u v w  


.    

10.  1
2AM u w v  


 ,1

5D'P u


 ,4
5BP w v u  


 ,1

4A 'Q w 


 , 1
4C'Q u v w   


, 

1 1
2 4MQ v u w   


,  1 1

54QP w v u  


.   

11.   BD u v  


 ,OC 2v 2u w  


.  

1  א.   .12 1
2 2AP u v w  


1  )1.  ב. ( 1

2 2AQ v w 


 ,1 1
2 2PC' v w 


.  

1  )1(א.  כן.  ב. .  13 1 1
2 2 2MP u v w   


.   )2(  3 1

4 2PQ u w v  


   .)3(  1 1
4 2QM v w u  


.  

CBא.   .14 w v  


 ,CA w u  


1.  ב.   1 2
3 3 3CM u v w  


,  1 1 1

3 3 3PM u v w  


.   
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   דוגמה:

ABנתון:   'ABCDA'B'C'D בתיבה   u


 ,AD v


 ,AA' w


 ,1
5CP CC'

 
 ,1

2AO AP
 

.  

APאת הווקטורים  ועיא. הב  


BO- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  ,'DD את על המקצוענמצ Qב. הנקודה 

DQומקיימת      : QD' 1: 4.  

BQהביעו את                


   .w- ו u ,vבאמצעות  

  . BQנמצאת על הישר  O ודהג. הוכיחו שהנק          

  ?BQ את הקטע O ד. באיזה יחס מחלקת הנקודה          

  פתרון: 

APא. נביע את הווקטור 


       1 1
5 5AP AB BC CP AB BC CC' u v w        

      
   

BOנביע את הווקטור      


:        1 1 1
52 2BO BA AO BA AP u (u v w)        

    
  

                                                     1 1 1 1 1 1
2 2 10 2 2 10BO u u v w u v w        


  

  

DQמקיימת  Qהנקודה ב.  : QD' 1: 41 , ולכן 1
5 5DQ DD' w 

 
.  

BQהווקטור נביע את     


:   1
5BQ BA AD DQ u v w      

   
                           

BOנראה שהווקטורים  ,BQנמצאת על הישר  O כדי להוכיח שהנקודהג.  


BQ- ו 


   

BO- נמצאים על אותו ישר. מאחר ש     


BQ- ו 


  , Bעוברים דרך אותה נקודה  

  הרי שאם נראה שהם כפל בסקלר אחד של השני (וקטורים קולינאריים),      

  נדע שהם נמצאים על אותו ישר.     

1קיבלנו בסעיפים קודמים       1 1
2 2 10BO u v w   


  ,1

5BQ u v w   


.  
  

BO, שעבורו t: נמצא  דרך א'      t BQ 
 

1, כלומר  1 1 1
52 2 10u v w t ( u v w)       .  

  

1שעבור ניתן לראות      
2t   1שני האגפים שווים, כלומר

2BO BQ 
 

 .  
  

  בשני הווקטורים  uשל  היחס בין המקדמים: נבדוק האם 'בדרך      

   יחס בין המקדמיםלבשני הווקטורים, ושווה  vשל  יחס בין המקדמיםשווה ל     

  בשני הווקטורים. wשל      

הוא  uהיחס בין המקדמים של      
1
2 1

21





הוא  v. היחס בין המקדמים של 

1
2 1

21
.  

הוא  wמים של היחס בין המקד      
1

10 1
21

5
 1- בשלושתם ל שווה. היחס

2 ,  

1 כלומר הווקטורים קולינאריים ומתקיים      
2BO BQ 

 
.  

1: נוציא גורם משותף:       'גדרך       1 1 1 1 1
52 2 10 2 2BO u v w ( u v w) BQ         

 
  

  

  

1- הראינו ש     
2BO BQ 

 
BO- . מאחר ש


BQ- ו 


  , Bעוברים דרך אותה נקודה  

  . BQשר נמצאת על הי O שהנקודההרי שהם נמצאים על אותו ישר, ומכאן                

1. קיבלנו ד 
2BO BQ 

 
1, כלומר 

2BO BQ  ומכאן שנקודה ,O  היא אמצע הקטעBQ.  

BO(יחס הקטעים הוא       1
BQ 2נקבל ש . -BO 1

OQ 1ומכאן ש , -O  היא אמצע הקטעBQ.(  
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BAנתון:  SABC בפירמידה משולשת  .15 u


 ,BC v


, BS w


 ,1
4SP SA

 
.  

SQומקיימת   SCנמצאת על המקצוע  Qהנקודה  : QC 1:3.   

ACאת הווקטורים  ועיא. הב  


PQ- ו 


  .v - ו u  באמצעות 

PQ- ) הראו ש1(ב.   


AC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים. 
PQ: וחיהוכ) 2(              AC.   

  ?PQ- מ ACג.  פי כמה גדול   
  

ABנתון:   'ABCDA'B'C'D במקבילון  .16 u


 ,AD v


 ,AA' w


 .  

  , 'B'Cהיא אמצע המקצוע  Pהנקודה   

   'D'Cהיא אמצע המקצוע  Qהנקודה          

   .'CCהיא אמצע המקצוע  Rוהנקודה          

APאת הווקטורים  ועיא. הב  


'RA- ו  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

PQאת הווקטורים  ועיב. הב  


BD- ו 


  .w- ו u ,vבאמצעות   

PQ- ו שחיהוכ ג.          BD וקבעו את סוג המרובע ,PQDB.  

PR: וחי. הוכד   A'D.   
  

   הוא מקבילית. ABCD, הבסיס SABCDבפירמידה   .17

  O קודת המפגש של אלכסוני המקבילית.היא נ      

  M  היא נקודת האמצע שלAB ,P  היא נקודת  

  .SMהיא נקודת האמצע של  Q- ו SOהאמצע של   

ABנסמן:     u


 ,AD v


 ,SO w


.  

SCאת הווקטורים  ועיא. הב  


 ,SB


 ,SM


OQ- ו 


  .w- ו u ,v על ידי 

PQראו כי ה) 1(ב.   


CB- ו 


  הם וקטורים קולינאריים. 

  .CB- מקביל ל PQ ) הסבירו מדוע2(             
  

AB: נסמן 'ABCDA'B'C'Dבתיבה   .18 u


 ,BD v


 ,AC' w


 .  

1CP מקיימות Q- ו Pהנקודות    CC'3
 

 ,2BQ BC3
 

 .  

  את הווקטורים w- ו  u ,vבאמצעות  ועיא. הב  

'BC הבאים:               


 ,A'A


 ,A'Q


QP- ו 


 .  

QP- ) הראו ש1(. ב  


'BC- ו 


  הם וקטורים קולינאריים. 

QP כי  וחיהוכ) 2(               BC'.  

  ?QP- מ 'BC) פי כמה גדול 3(       
  

  

A

CD

P
Q

O

S

BM

A

C

P Q

S

v

w

u B
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  . Sוקדקודה  ABCDמקבילית פירמידה שבסיסה נתונה   .19

ABנסמן:           u


, AD v


 ,AS w


 .  

  ,SCאמצע המקצוע היא  Pהנקודה 

  .SDהיא אמצע המקצוע  Qוהנקודה 

   w- ו u ,vבאמצעות  ועיא. הב

AQהווקטורים הבאים:  את    


 ,BP


 ,PQ


.  

PQ ) הסבירו מדוע1(. ב AB.  

  ? נמקו.ABPQ) איזה סוג מרובע הוא 2(    
  

ADנתון: , 'ABCDA'B'C'Dבמקבילון   .20 u


 ,AB v


 ,AA' w


.  

'CCהיא אמצע המקצוע  Mהנקודה          


.  

2מקיימת  Pהנקודה    2 1
5 5 5AP AB AD AA'  

   
 .  

APם הווקטורי את ועיא. הב  


AMואת  


  .u ,v ,wאמצעות ב 

AP) הראו שהווקטורים 1ב. (         


AMואת  


    

  הם כפל בסקלר אחד של השני.                  

   .AMנמצאת על  Pהנקודה ) הסבירו מדוע 2(             

  ?AM מחלקת את הקטע Pהנקודה ) באיזה יחס 3(             
  

  F- ו Eהנקודות  'ABCDA'B'C'Dבה בתי  .21

  בהתאמה. 'AA- ו BDהן אמצעי הקטעים   

   (ראה ציור). EFהיא אמצע הקטע  Hנקודה   

ADנתון:    u


 ,AB v


 ,AA' w


.  

'AC את ועיא. הב  


, EF


AH- ו 


  .u ,v ,wאמצעות ב 

'AC- ) הראו ש1ב. (  


AH - ו 


  הם וקטורים קולינאריים. 

  .'ACנמצאת על  Hשהנקודה  וחיהוכ) 2(             

  ?'ACאת הקטע  Hמחלקת הנקודה ג. באיזה יחס   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

S

C D

B A

P Q

A

B

H

C

D

F

B' C'

A '

E

D'
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AB, נתון: ABCD , שבסיסה מקביליתSABCD בפירמידה מרובעת  .22 u


 ,AD v


  ,AS w


.  

  .ABCDנמצאת במפגש אלכסוני המקבילית  Oהנקודה   

SOאת הגובה  ועיא. הב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  לבסיס הפירמידה 

1- , כך שSOנמצאת על הגובה  Pב. הנקודה   
3SP SO

 
 .  

1- , כך שASנמצאת על המקצוע  Qהנקודה       
4AQ AS

 
.  

PQאת  ועיהב      


  .w- ו u ,vבאמצעות  

3מקיימת  Rג. הנקודה   
14SR SC 

 
 .  

QR) הביעו את 1(      


  .w- ו u ,vבאמצעות  

     .QRנמצאת על הקטע  Pשהנקודה ) הוכיחו 2(             
  

  

ACא.   .15 v u 


, 1 1
4 4PQ v u 


    .4 פי  .  ג.

1א.   .16
2AP u w v  


 ,1

2RA' w v u  


1ב.  .  1
2 2PQ v u 


 ,BD v u 


  ג. טרפז. . 

1א.   .17 1
2 2SC w u v  


 ,1 1

2 2SB w u v  


 ,1
2SM w v 


 ,1 1

4 2OQ v w  


.    

'BCא.   .18 w u 


 ,A'A 2u v w  


 ,2 2
3 3A 'Q 3 u 1 v w  


 ,1 1

3 3QP w u 


  .3) פי 3ב. (  .

1 א.  .19 1
2 2AQ v w 


 ,1 1 1

2 2 2BP v u w  


 ,1
2PQ u 


  ) טרפז.2ב. (  .

2 א.  .20 2 1
5 5 5AP v u w  


 ,1

2AM v u w  


2) 1.  ב. (
5AP AM

 
)  .3  (AP : PM 2 : 3.  

'ACא.  .21 u v w  


 ,1 1 1EF u v w2 2 2  


 ,1 1 1AH u v w4 4 4  


1AH) 1ב. (  . AC'4
 

'AH:HCג. .  1:3.     

1א.    .22 1
2 2SO u v w  


5.  ב.  1 1

12 6 6PQ w u v   


15 ) 1( .   ג. 3 3
28 14 14QR w u v  


.  
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  ף לינארי של שני וקטוריםצירו
  

  (או קומבינציה לינארית) של שני וקטורים, לינארי צירוףנכיר עכשיו את המושג   

  ונלמד לקבוע האם ישר נמצא במישור או מקביל למישור.   
  

  מבוא
 

ABנתונים שני וקטורים  u


AC- ו  v


  .Aבעלי מוצא משותף  

  הווקטורים אינם על ישר אחד 

   אינם קולינאריים). v- ו u(כלומר 

ABהווקטור 


   ABנמצא על הישר  

ACוהווקטור 


  . ACל הישר נמצא ע 

  . Aנחתכים בנקודה  AC- ו ABהישרים 

  על פי משפט שלמדנו, שני ישרים נחתכים קובעים מישור יחיד, 

ABולכן הווקטורים  


AC- ו 


  קובעים מישור יחיד.  
  

  נסכם: 

ABר שני וקטורים כאש = u


AC- ו  = v


   

  הם בעלי מוצא משותף ואינם על ישר אחד 

  ר.הם קובעים מישו –(אינם קולינאריים) 
  

AB ן: נסמ. 'ABCDA'B'C'Dנדגים זאת. נתבונן בתיבה  u


 ,AD v


 ,AA' w


 .  

ABהווקטורים  u


AD- ו  v


  ,Aהם בעלי מוצא משותף  

  .ABCD הבסיס ואינם קולינאריים, ולכן הם קובעים את מישור

  .v- ו uנקבע באמצעות הווקטורים  ABCDמישור הבסיס 

  מונח על חלקו.  ABCDמישור זה הוא אינסופי והבסיס 

  ". באופן דומה:ABCD לרוב נקרא למישור זה בקיצור "מישור

ABB'Aמישור הפאה    .w- ו uנקבע על ידי הווקטורים  '

ADD'Aמישור הפאה    .w- ו vנקבע על ידי הווקטורים  '
  

  צירוף לינארי של שני וקטורים
  

  (או קומבינציה לינארית) של שני וקטורים.  לינארי צירוףנכיר עכשיו את המושג 
  

, הווקטור s- ו tושני מספרים (סקלרים)  v- ו uכאשר נתונים שני וקטורים  t u + s v    

  .v- ו uשל הווקטורים  לינארי צירוףנקרא 

tהערה: כאשר  0  הווקטור ,t u s v   שווה ל -s v וכאשר  ,s 0הוא שווה ל , -t u .  

  .v- ו uגם וקטורים אלה הם צירוף לינארי של  
  

  : v- ו uוקטורים  על פי הגדרה זו, כל אחד מהווקטורים הבאים הוא צירוף לינארי של הו
  

2u 3v ,1
24u v , 2

5 v u , 1 1
5 4v u,  2v,  5

6 u.  

v

u

C
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  ט לגבי צירוף לינארי.נרשום משפ

  משפט: כל וקטור במישור ניתן להצגה יחידה כצירוף לינארי של שני וקטורים 

  לא קולינאריים במישור, וכל צירוף כזה נמצא במישור שנקבע על ידי שני וקטורים 

  לא קולינאריים, או במישור המקביל אליו.
  

  ן החלק הראשוהמשפט מורכב משני חלקים. נדגים את 

  . 'ABCDA'B'C'Dבאמצעות התיבה  פטשל המש

  הם שני וקטורים לא קולינאריים v- ו uהווקטורים 

  , ולכן כל וקטור במישור זה ABCDבמישור הבסיס 

  ניתן להצגה יחידה באמצעות צירוף לינארי של 

  . במילים אחרות, הווקטורים v- ו uקטורים הוו

   v- ו uכוללים שילוב של  ABCDהנמצאים על המישור 

u(לדוגמה:  2vאו כול ( ליםu  :לדוגמה) 2בלבדu או כוללים (v בלבד ):4 לדוגמהv(.  

  ניתן להצגה יחידה באמצעות צירוף לינארי  'ABB'Aבאופן דומה, כל וקטור במישור 

ADD'A, וכל וקטור במישור w- ו uווקטורים של ה   ניתן להצגה יחידה כצירוף לינארי  '

  .w- ו vשל הווקטורים 
  

  .'ABCDA'B'C'Dיבה באמצעות הת של המשפט דגים את החלק השנינ

  , v- ו uעל פי החלק השני של המשפט, אם נתון וקטור שהוא צירוף לינארי של הווקטורים 

  ו על מישור מקביל לו. , אv- ו uאז הוא נמצא במישור שנקבע על ידי 

1לדוגמה: הווקטור 
3u v  הוא צירוף לינארי שלu ו -v הבסיס, ולכן נמצא על מישור  

ABCD(הוא לא יכול להימצא על אף מישור אחר) או על מישור מקביל לו ,.  

   .ABCDהערה: יש אינסוף מישורים שמקבילים למישור הבסיס 

   .'A'B'C'Dאחד מהם הוא מישור הבסיס 

1באופן דומה, הווקטור 
2 u w  הוא צירוף לינארי שלu ו -w ,  

  , או על מישור מקביל לו. 'ABB'Aולכן נמצא על מישור הפאה הצדדית 

  .'DCC'Dלדוגמה: מישור הפאה הנגדית לה, שהיא הפאה 

vכמו כן, הווקטור  3w  הוא צירוף לינארי שלv ו -w ולכן נמצא על מישור הפאה ,  

ADD'Aהצדדית    ).'BCC'B, או על מישור מקביל לו (לדוגמה מישור הפאה הנגדית לה, '
  

  : הערות

  ) הוא נמצא על כל מישור שאחד משני הווקטורים 2uבלבד (כמו  u) כאשר וקטור כולל 1(

   , או על מישור מקביל לו.uהקובעים אותו הוא וקטור      

  , v- ו uהנקבע על ידי הווקטורים  ABCDנמצא על המישור  2uלדוגמה: הווקטור      

  הנקבע על ידי  'ABB'Aאו על מישור מקביל לו. בנוסף, הוא נמצא על המישור      

  , או על מישור מקביל לו.w- ו uהווקטורים      

  קטור אינו מהווה צירוף לינארי של שני וקטורים לא קולינאריים במישור ) כאשר ו2(         

uהוא לא נמצא במישור ולא נמצא על מישור מקביל לו. לדוגמה: הווקטור                2v w    

  ולא במישור מקביל לו. ABCDולכן לא נמצא במישור  v- ו uאינו צירוף לינארי של               

  ולא על מישור מקביל לו, והוא לא נמצא  'DCC'Dבאופן  דומה, הוא לא נמצא במישור        

  נמצא על ישר החותך מישורים אלה. ולא על מישור מקביל לו. הוא 'BCC'Bבמישור               
  

C
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        דוגמה: 

1מקיימת  Nהנקודה  ABCDבפירמידה משולשת  1
6 8DN DB DC 

  
.            

DN) הסבירו מדוע 1א. (


  .DBCנמצא על מישור הפאה  

  .DBCנמצאת על מישור הפאה  N) הסבירו מדוע נקודה 2(     

7מקיימת  Mב. הנקודה 
24DM DA

 
 .  

ABנסמן:      u


 ,AC v


 ,AD w


.  

MN) הביעו את 1(    


  .v- ו uבאמצעות   

MN- ) הוכיחו ש2(    


  .ABCמקביל למישור  

MN) האם 3(    


AB- מקביל ל 


.  

  פתרון:

DB) הווקטורים 1א. (


DC- ו 


  .DBCאינם קולינאריים וקובעים את המישור  

DNהווקטור           


1מקיים   1
6 8DN DB DC 

  
DBשל  לינארי צירוף, כלומר הוא 


DC- ו 


 ,  

DN- ולכן ניתן להסיק ש          


  או על מישור מקביל לו. DBCנמצא במישור  

DN- מאחר ש          


  , DBCהנמצאת על המישור  Dעובר דרך נקודה  

DNהרי           


  .DBCנמצא על המישור  

DN) הווקטור 2(     


  .DBCנמצאת על המישור  N, ולכן הנקודה DBCנמצא על המישור  

  נמצאות כולן על מישור אחד. N- ו B ,C ,Dהערה: קיבלנו שהנקודות           
  

MN) נביע את הווקטור 1ב. (


MNבאופן הבא:     MD DN 
  

               

7נתון            7
24 24DM DA ( w)  

 
7, כלומר 

24DM w 


7, ולכן 
24MD w


.  

DBנביע את          


:    DB DA AB w u    
  

  

DCנביע את          


:    DB DA AC w v    
  

  

DNנביע את          


:                       1 1 1 1
6 8 6 8DN DB DC ( w u) ( w v)        

  
  

                                                     71 1 1 1 1 1
6 6 8 8 6 8 24DN w u w v u v w       


  

  

MNנביע את          


:    7 71 1 1 1
24 6 8 24 6 8MN MD DN w u v w u v       

  
       

  

ABנקבע על ידי הווקטורים  ABC) המישור 2(     u


AC- ו  v


 .  

MNהווקטור          


1מקיים   1
6 8MN u v 


  ,v- ו uהוא צירוף לינארי של  , כלומר

  ר מקביל לו. או על מישו ABCולכן הוא נמצא על המישור          

MN, לכן ABCנמצאת על המישור  אינה Mהנקודה          


  . ABCלמישור  מקביל 
  

AB) נתון כי 3(     u


1. קיבלנו  1
6 8MN u v 


  . שני הווקטורים אינם כפל בסקלר אחד 

  של השני (אינם קולינאריים), ולכן אינם יכולים להימצא על ישרים מקבילים.         
  
  
  
  
  

M

A

B

C

D

u

v

N

w
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 תרגילים
  

ABנסמן:  ABCDפירמידה משולשת ב   .1 u


 ,AC v


 ,AD w


.  

  , DBהיא אמצע המקצוע  Pהנקודה   

  .DCהיא אמצע המקצוע  Qהנקודה   

1 א. הראו כי    1
2 2PQ v u 


.   

PQהווקטור ב. הסבירו מדוע   


  .ABCמקביל למישור  

PQ ג. האם  


BC- מקביל ל 


    ? נמקו.
  

ABנתון:  ABC, שבסיסה ABCD בפירמידה משולשת  . 2 u


 ,AC v


 ,CD w


.  

          P  - אמצע מקצוע הבסיס AC ,Q  - אמצע מקצוע הבסיס BC,  

          M  - אמצע המקצוע הצדדי AD,N  - אמצע המקצוע הצדדי BD.  

PQאת הווקטורים   ועיא. הב  


 ,MN


 ,PM


 ,QN


   

  (במידת הצורך). w- ו u ,vבאמצעות                
  

MN- ) הראו ש1ב. (         


  .ABCמקביל למישור  

QN- הראו ש) 2(             


  .ACDמקביל למישור  

DQג. האם הווקטור          


  ? נמקו.BCDמוכל במישור  

  

ABנסמן:  'ABCA'B'Cבמנסרה משולשת   . 3 u


 ,AC v


,AA' w


.  

 , CBהיא אמצע המקצוע  Pהנקודה   

  .'A'Cהיא אמצע המקצוע  Qהנקודה ו 

PQאת  ועיא. הב  


  .w- ו u ,v של כצירוף לינארי 

PQכי  וחיב. הוכ         


ABB'A הפאה מקביל למישור  '.  

PQג. האם   


A'B- מקביל ל 


    .ו? נמק

  

ABCA במנסרה משולשת  . 4 'B'C ABנסמן:  ' u


 ,AC v


,AA' w


.  

1מקיימת   Pהנקודה   
2CP CA'

 
,   

1מקיימת  Qוהנקודה          
2CQ CB'

 
.   

PQאת הווקטור  ועיא. הב  


  .w- , וu,v  באמצעות 

PQהאם ב.   


  ?ABCמקביל לפאה  

PQהאם . ג  


'A'B- מקביל ל 


 ?  

  ? BC- ו 'AAמהו המצב ההדדי בין הישרים . ד  
  

Q

A B

C

A ' B'

C'

P

u

v

w
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'AAנסמן:  'ABCDA'B'C'Dבקובייה   .5 w


 ,AD v


, AB u


.  

1נתון: 
4B'P B'D

 
 ,3

4AM w


.    

MP את u- ו w ,vבאמצעות  ועיא. הב  


.  

    קבעו עבור כל טענה האם היא נכונה:ב.   

             )1 (MP  מקביל לפאהABCD.  

             )2 (MP  מקביל לפאהBCC'B'.   

             )3( MP  מקביל לפאהDCC'D'.  
  

AB נסמן: SABC בפירמידה משולשת  . 6 u


 ,AC v


,AS w


 .  

2 מקיימת Pהנקודה    2
5 5AP u w 


2מקיימת  Q, הנקודה  2

5 5AQ v w 


 .    

  .SABנמצאת על מישור הפאה  Pהסבירו מדוע הנקודה א.   

  ?Qעל המישור של איזו פאה נמצאת הנקודה . ב  

PQאת הווקטור  ועי. הבג  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

PQהווקטור ד. האם   


  ?ABCמקביל לפאה  

   .ו? נמקAB- מקביל ל PQ. האם ה  
  

ACן: נסמ 'ABCA'B'Cמנסרה משולשת ב  .7 u


, AB v


 ,AA' w


.   

1 מקיימת Rא. הנקודה    1
3 3A 'R u v 


.  

  .'A'B'Cנמצאת על המישור  Rהסבירו מדוע הנקודה       

2מקיימת  Qב. הנקודה           1
3 3BQ v u  


 .    

  .ABCנמצאת על המישור  Qהסבירו מדוע הנקודה       

QRאת   ועיהב) 1ג. (   


  .w- ו u ,v כצירוף לינארי של 

QR) הוכיחו: 2(       AA'.  

  . 'BCC'Bהיא מפגש אלכסוני הפאה  Pדה נקוהד.    

PRאת   ועיבה              


  .w- ו u ,vבאמצעות  

  

ABנסמן:  ABCP בפירמידה משולשת  . 8 u


 ,AC v


 ,AP w


.  

1מקיימת:  Mהנקודה    1
2 3PM PB PC 

  
.  

   .PBCפאה הבמישור  נמצאת Mמדוע הנקודה  ורי. הסבא  
  

5מקיימת:  Nהנקודה   
6NP AP

 
.  

NMאת  ועי. הבב  


  .w- ו u ,vבאמצעות  

NMכי  וחי. הוכג  


  .ABCמקביל למישור  
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ABנסמן  ABCDבפירמידה משולשת   . 9 u


 ,AC v


 ,AD w


.  

1מת מקיי Nהנקודה 
6DN (DB DC) 

  
.  

     .BDCהפאה מישור על נמצאת  Nמדוע הנקודה  וריא. הסב  

1מקיימת  Mב. הנקודה 
3MD AD

 
 .  

MNאת  ועיהב    


  .w- ו u ,vת באמצעו 

MNמדוע  וג. נמק  


  .ABCמקביל למישור  
  

ABCDA'B'C'Dבתיבה   .10  ABנסמן:  ' u


 ,AD v


 ,AA' w


 .  

1מקיימת  Eהנקודה           2
52DE u w 


 .    

  .'DCC'Dנמצאת במישור  Eא. הסבירו מדוע הנקודה   

ABB'Aמקביל למישור  DEב. האם הישר           '?  

1מקיימת  Gג. הנקודה           2
56AG v u w  


 .    

  .'DCC'Dנמצאת על המישור  Gהסבירו מדוע הנקודה             
  

BAנסמן:  ,ABCD, שבסיסה מקבילית SABCDבפירמידה מרובעת   .11 u


 ,BC v


 ,DS w


.   

1מקיימת  Pהנקודה    1DP w u2 4 


 ,  

  .SCDהפאה מישור נמצאת על  Pא. הסבירו מדוע הנקודה          
  

2BQמקיימת  Qהנקודה           (u v)5 


 .  

  .ABCDת על הבסיס נמצא Qב. הסבירו מדוע הנקודה          

   .BDנמצאת על האלכסון  Qהנקודה : וחי. הוכג  

PQאת הווקטור  ועי. הבד  


   .w- ו  u ,v  באמצעות 

PQהווקטור האם . ה  


  ? נמקו.SAD מקביל למישור הפאה 
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  תשובות:

v .1- ו uנקבע על ידי הווקטורים  ABCהמישור . ב  .1 1
2 2PQ v u 


  הוא צירוף לינארי 

PQ, ולכן ABCנמצאות מחוץ למישור  Q- ו Pוהנקודות  v- ו uשל          


  מקביל למישור.   

PQג. כן, מאחר שהווקטורים       


BC- ו 


1הם כפל בסקלר אחד של השני:  
2PQ BC

 
.  

  .BC- , ולכן מקביל לABC הוא קטע אמצעים במשולש PQ- אפשר גם לראות ש         
  
  

1 א.  .2
2PQ MN u 

 
 ,1

2PM QN w 
 

.  

  

1. הווקטור v- ו uנקבע על ידי הווקטורים  ABC) המישור 1ב. (     
2MN u


  הוא צירוף לינארי  
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