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,B(18נתונות הנקודות   א. ,A(0 -ו (0 24)    . 

)C נסמן , )s t  ,המקיימת  נקודה על המקום הגיאומטרי
2 2AC BC 1,250+ =  . 

   ודות:המרחק בין שתי נקריבוע חת סונב ש מנשת

 
2 2 2

1 2 1 2( ) ( )d x x y y= − + −  . 

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

( 0) ( 24) ( 18) ( 0) 1,250

2 36 2 48 350 / : 2

18 24 175

( 9) ( 12) 400

( 9) ( 12) 400

s t s t

s s t t

s s t t

s t

x y

− + − + − + − =

− + − =

− + − =

− + − =

− + − =

 

 

המעגל   תשובה:
2 2( 9) ( 12) 400x y− + −  .20  ורדיוסו (9,12), שמרכזו =

את המעגל  ב. 
2 2( 9) ( 12) 400x y− + −    ,למטהיחידות   12  -יחידות שמאלה ו 9מזיזים   ,=

קנוני כך שמתקבל המעגל ה
2 2 400x y+ = . 

,E(0הן:   y -יר העם צ תוךיחה( נקודות 1) ,G(0 -ו (20 20)−. 

הנקודות  
1F ( , 0)c ו- 

2F ( , 0)c− וברת דרך אליפסה קנונית, שע הן מוקדיE(0, ,G(0 -ו (20 20)−. 

ם המקבילים )עקב הסימטריה לצירים(  יק בין הישרהמרח
1EF ו- 

2GF   24הוא .   

,G(0רחקה של הנקודה  שווה למשהוא     מהישר −(20
1EF.   

משוואת 
1EF   20היאy mx= Bוהמרחק "שלילי" כאשר מתחת לישר זה, ראשית הצירים ,  + > 0 . 

2

2

2 2

1

0 20 20 5
24 1

31

25 16 4
1 ( 0)

9 9 3

4
20 EF 4 3 60 0

3

m
m

m

m m m m

y x x y

−  − −
= − → + =

+

+ = → = → = − 

= − + →  + − =

   

0yנציב    ישרה  תבמשווא =
1EF 4 3 60 0x y + − 15x, ונקבל  = = .  

גבע
יואל 
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: דרך נוספת
1 2EFGF  ומאונכים זה לזה. הוא מעוין, כי האלכסונים חוצים זה את זה 

ן שווה למחצית מכפלת האלכסונים, ולכן שטח מעוי
2 40

40
2

c
S c


= = . 

ולכן , הכפלת צלע בגובה שלכמו מקבילית, הוא גם משטח מעוין, 
2 400 24S c= +  

לכן 
2 2 2 225

400 24 40 400 225 15
9

c c c c c c+  = → + = → = → =  

תשובה:   
1F (15, 0).       

 

 

אליפסה מתקיים  ב( 2)
2 2 2c a b=  ן, ולכ −

2 2 220 15 625a = + =. 

תשובה: משוואת האליפסה היא  

2 2

1
625 400

x y
+ = .  

לישר  ם ימשיק ים הלגמע וריהעב .ג
1EF 4 3 60 0x y + −  .   y  -ולציר ה x -, לציר ה=

)הוא   rשלהם  רדיוסהזי המעגלים ש כיוון שהמעגלים משיקים לשני הצירים, אז מרכ  , )r r .   

 

 האפשרויות הקיימות. אלו ארבע 

 ,שתמש בנוסחת מרחק נקודה מישר, כאשר המרכזים שנבחר יהיו מתחת לישרנ

 ם.נישום ים בהכרח ברביעילים שנמצא וכך נקבל מעג

)רכז המעגל הוא ראשון מע הביבר , )r r 

2 2

2 2

4 3 60

4 3

5 7 60

5 7 60 12 60 5

( 5) ( 5) 25 1

r r
r

r r

r r r r

x y st quadrant

+ −
= −

+

− = −

− = − → = → =

− + − =

 

)מרכז המעגל הוא  הרביעיברביע  , )r r− 

2 2

2 2

4 3 60

4 3

5 60

6 60 10

( 10) ( 10) 100 4

r r
r

r r

r r

x y th quadrant

− −
= −

+

− = −

− = − → → =

− + + =

 

תשובה:  
2 2( 5) ( 5) 25x y− + − , ברביע הראשון =

2 2( 10) ( 10) 100x y− + +  .ירביעיע הרבב =

 

גבע
יואל 
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 . זה , ולכן לכל וקטור המוכל במישור ABCלמישור  מאונך  DCהמקצוע    , ABCD בפירמידהא. 

AB

AC

CD

0

0

u

v

w

u w u w

v w v w

=

=

=

=  ⊥

=  ⊥




         

  . ADוע היא אמצע המקצ  Eדה  הנקו

DFיימת קמ Fהנקודה   DB DC
2

k
k=  + ,    

ואם , DBCנמצאת על מישור הפאה  Fכלומר, 
2

0 1 0
2 3

k
k k +  →    עצמה.על הפאה 

 

DF DB DC
2

DF (DC CA AB) DC
2

DF ( )
2

3
DF

2 2 2

k
k

k
k

k
w v u k w

k k k
u v w

=  + 

=  + + + 

=  − − + − 

= − −

    

  .k -ו u  ,v ,wבאמצעות   EFנביע את 

EF ED DF

1
EF AD DF

2

1
EF (AC CD) DF

2

1 3
EF ( )

2 2 2 2

1 1 3
EF ( ) ( )

2 2 2 2 2

k k k
v w u v w

k k k
u v w

= +

= +

= + +

= + + − −

= + − + −

 

  ובה:ש ת
1 1 3

EF ( ) ( )
2 2 2 2 2

k k k
u v w= + − + −. 

   .ABCמקביל למישור הבסיס   FEב. נתון כי 

 , v  -ו u נפרש על ידי הווקטורים  ABCמישור הבסיס  

 . ת של שני ווקטורים אלוירקומבינציה לינא  ואה FE לכן 

  -מכאן ש 
1 3 1

0
2 2 3

k
k− = → = .   

  :ובהתש 
1

3
k =. 

גבע
יואל 
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,A(0 נתון:.  ג.  0,  ,)ראשית הצירים( (0

C(0, , 0)n (0n  ),  לכןC ה ריצהחיובית של  על הקרן-  y. 

ישור  ממונחת על ה ADCרי שהפאה  , הABCלמישור  מאונך   DCהמקצוע  ון ש כיו ,y z0  , שמשוואתוx =.  

B( , 3, 0)p (0p ) . 
A B C 0z z z= = ישור ממונחת על ה ABC והבסיס, = ,x y0  , שמשוואתוz =. 

24u v =,  ולכן  

AB AC 24

( , 3, 0) (0, , 0) = 24

3 24 8 C(0, 8, 0)

p n

n n

=

= → = →


 

  למישור ךמאונ DCהמקצוע   ,x y , בפרט לציר הו-  y  ,  ולכן
C D 8y y= = . 

BD = ( 4, 5,12)− ,
B 0z   ןכלו ,=

D 12z ,D(0  -ומכאן ש  = 8,12). 

BD = ( 4, 5,12)−   ,
D 0x  לכןו ,=

B 4x ,B(4  -ומכאן ש  = 3, 0). 

,C(0תשובה:   8, 0) ,D(0, 8,12)   ,B(4, 3, 0).  

 

 , המונח על מישור ABC סה הוא משולש , שבסיABCD ד. נחשב את נפח הפירמידה  ,x y. 

הוא   ,y  -השעל ציר  ,ACלצלע   Bהגובה מקודקוד  
B 0 4 0 4x − = − =,   

ABCולכן 

AC 8 4
16

2 2

h
S = = =

 
 . 

 או בדרך הבאה: 

2 2 2

2

ABC

24 3
cos CAB

54 3 0 8

3 4
sin CAB 1 ( )

5 5

4
5 8

AB AC sin CAB 5 16
2 2

u v

u v

S

= = =
+ +

= + − =

= = =



 

  

    

DC   הוא הגובה לבסיס  , 12, שאורכוABC.  

ABC
ABCD

DC 16 12
64

3 3

S
V = = =

 
 

 .64הוא    ABCD  נפח הפירמידה  תשובה:

 

 . או מצטלבים ליםמקביהם ש  ומכאן,  AB  ינו באותו מישור עם לכן או ABCר מקביל למישו EF. ה

 עבור
1

3
k   -נקבל ש  =

1 1
EF

6 3
u v= AB -, בעוד ש  + = u לא תלויים זה בזה.  טוריםקהוו, ולכן 

 .AB -אינו מקביל ל  EF -ש מתקבל 

 מצטלבים.  AB -ו EF  םירהישובה:  ש ת

גבע
יואל 
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1  . נתונה סדרה הנדסיתא 2 3, ,z z z, פרים מרוכבים ומנתה היא ה הם מסשאיבריq. 

3ברביע הראשון,   1z  :נתון

1 3( )z z=   ,1 32z z− = .  

1zנסמן  rcis = .   

0nz  -כיוון שהסדרה הנדסית, הרי ש   0 -וq . 

 

3

1 3

3 2

1 1 1

2 2

1

1 1

( )

( ) / : 0

( )

z z

z z q z

z q

z q z q

=

= 

=

= = −

 

1q כי חנותשובה: הוכ z= 1qאו   − z= .   

0)  ברביע הראשוןש  1zנמצא את   .ב 90 )    . 

 ,

1 3

2

1

3 2 2

1 1

3

3 2

1

2

2

2 (180 )

2 (180 ) ( 3 )

2 2 2 0
2 45

180 3 360 45 90

z z

rcis z q

rcis cis z q z

rcis r cis

r r r r r
z cis

k k





 

  

− =

− = 

  =  =

+ = −

= → = → =   
= 

+ = − +  → = − +  

 .   

1  תשובה: 2 45z cis=  . 

1q  :ד-געבור סעיפים  z=. 

4 -ו ,4nz.  ג 2nz 2ה הראשון ומנתה הם הם שני איברים בסדרה ההנדסית הנתונה, שאיבר − 45cis . 

( )
4

4 1 4 1 41 1
4 1 1 1

1

( 2 45 ) (4 180 ) ( 4)
n n

n n n n

n

z z
z z q z z cis cis

z

− − 
=  =  = =  =  =  הוא ממשי. ולכן  ,−

4
4 2 2 2

( 4) ( 4) ( 4) ( 4)
( 90 )

2 90 2 2( 2 45 )

n n n n

n
n

z
z cis i

q ciscis
−

− − − − −
= = = =  −  =


 . ומהדמהוא ולכן  ,

4ממשי,  4nzתשובה:   2nz   .מדומה −

3ד. הסכום של  641 2

2 2 64
...

2 ( 2) ( 2)3 ( 2)

z zz z
+ + +  ,הוא סכום של סדרה הנדסית  +

1 ומנתה הם שאיברה הראשון 2 45
45

2 2

z cis
cis

 
= =  איברים 64, ובה  . 

נוסחת הסכום היא  
64

1
64

( 1)

1

a q
S

q

−
=

−
)64ערכו של הביטוי  ה ש נרא,  1)q  .הו אפס, ולכן זה ערך הסכום כולו −

64 641 ( 45 ) 1 2,880 1 0 1 1 1 0q cis cis cis− =  − = − = − = −  רה.ד, ולכן זה גם סכום הס=

 .0ערך הסכום הוא  תשובה:

גבע
יואל 
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)נקציה  הפוא. נתונה  )
n x n a

f x
n x n a

+
=

−
 (1a  .)הוא פרמטר 

0xלכן  , ומקבלת רק ביטויים חיוביים n  -( פונקציית ה1)   . 

nולכן   ונה מאפס,המכנה צ"ל ש  x n a x a →  

)  תשובה: הפונקציה )f x 0 מוגדרת עבור ,x x a  . 

(2) x a=  אסימפטוטה אנכית, כיx a= כנה ולא מונהמאפס מ. 

)   -, הפונקציה שואפת לx→כאשר   ) 1
n x

f x
n x

→+
= =

→+
1y -ו    .לימין טוטה אופקיתימפאס =

0xגם כאשר  )  -הפונקציה שואפת ל,  → ) 1
n x

f x
n x

→−
= =

→−
 . נקודה ריקה בגרף הפונקציה (0,1) -ו 

)  של הפונקציהם יצירמשוואות האסימפטוטות המאונכות ל ובה:תש  )f xןה x a= ,( ) 1x y→ =  . 

 

0 כי y  -אין נקודת חיתוך עם ציר ה( 3) ,x x a  בתחום ההגדרה. 

0y  מתקיים x -בנקודת החיתוך עם ציר ה  = 1 1 1
( , 0)n x n a n x n a x

a a

−= − → = → = → 

)  של הפונקציהשיעור נקודת החיתוך תשובה:   )f x עם הצירים הם  
1

( , 0)
a

. 

 

)  את תחומי הירידה של הפונקציה( נמצא 4) )f x. 

2

2

( )

' ( )
( )

2
' ( )

( )

n x n a
f x

n x n a

n x n a n x n a

x xf x
n x n a

n a
f x

x n x n a

+
=

−

− +
−

=
−

−
=

−

 

1aנתון כי   0 ולכןn a  ,0 )ת.ה.המכנה חיובי ו ,x x a ) שליליתהנגזרת מכאן שו . 

x  -ירידה תשובה:   a  0או x a . 

 

)  הפונקציהסרטט סקיצה של גרף נ( 5) )f x . 

 

 הסרטוט מעל. תשובה:

גבע
יואל 
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xום  בתחב.  a ( )f x ת ויורדת, ולכן חיובי' ( ) 0f x  נפגשות. ושתי הפונקציות אינן 

)שלמשוואה  ה: הטענהבתשו ) ' ( )f x f x= ק בתחום  קיים פתרון אחד בדיוx a.אינה נכונה ,  

)נתונה הפונקציה  ג. )( ) ( )g x n f x=. 

)ת מקבלת רק ביטויים חיוביים, בהתאם לחיוביו n  -( פונקציית ה1) )f x  (5)סעיף א-תתעל פי . 

)ונקציה  פהשל   תשובה: תחום ההגדרה )g x    הואx a  או
1

0 x
a

  . 

)( כאשר  2) ) 1f x )אז  → )( ) 0n f x →  

)ונקבל   ) 0x y→ ,0)  -ימפטוטה אופקית, ואס =    .נקודה ריקה בגרף הפונקציה (0

)כאשר   )f x →+  אז( )( )n f x →+   ונקבלx a= .אסימפטוטה אנכית  

)כאשר   ) 0f x )אז  → )( )n f x →−   ונקבל
1

x
a

  אסימפטוטה אנכית. =

 

 . )כולל סימון השטח עבור סעיף ד( הסרטוט מעל  תשובה:

 

xהוא השטח הצבוע בירוק, מימין לישר   Sד.  a= 1, כי 2a   .  

( )

5

2

5 5 5 5

2 2 2 2

5

2

(2 ( )) 2 ( ) 2 ( )

(2 ( )) 2 ] S = 5 2 2 2 S = 3 2 S

n f x dx n n f x dx n dx n f x dx

n f x dx x n n n n

 = + = +

 = + − + +

   



  

2)ערה: הגרף של  ה ( ))n f x   2הוא הזזה אנכיתn ת כלפי מעלה של ודייח ( ) ( )g x n f x= .   

תשובה:  

5

2

(2 ( )) 3 2 Sn f x dx n = +. 

  
גבע
יואל 
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)הפונקציה  א. נתונה  )
4

x

x

e
f x

e
=

−
. 

4בתחום ההגדרה המכנה צ"ל שונה מאפס, ולכן  (1) 4xe x n → . 

)  של הפונקציה  תשובה: תחום ההגדרה )f x   4הואx n. 

 

(2) 4x n=  4אסימפטוטה אנכית, כיx n= כנה ולא מונהמאפס מ. 

1   -, הפונקציה שואפת לx→כאשר  
e

e




1y -ו =   טוטה אופקית.אסימפ =

  -הפונקציה שואפת ל,  x→−כאשר  
0

0
0 4

=
−

0y  -ו   .טוטה אופקיתאסימפ =

)  של הפונקציהם יציראסימפטוטות המאונכות לה משוואות  ובה:תש  )f x 

4x :ןה      n=  ,( ) 1x y→ =, ( ) 0x y→− =. 

 

)יה  צוהירידה של הפונק לייהתחומי הע( נמצא את 3) )f x )אם יש כאלה( . 

2

2 2

2

2

( )
4

( 4)
' ( )

( 4)

4
' ( )

( 4)

4
' ( )

( 4)

x

x

x x x x

x

x x x

x

x

x

e
f x

e

e e e e
f x

e

e e e
f x

e

e
f x

e

=
−

− − 
=

−

− −
=

−

−
=

−

   

 הנגזרת שלילית בתחום ההגדרה, ולכן אין תחומי עלייה.

)  תשובה: )f x  4יורדת בתחומיםx n  4 ואx n. 

 

)  הסקיצה המתאימה של( 4) )
4

x

x

e
f x

e
=

−
. 

 

 .הסרטוט מעל תשובה:
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ב. נתונה הפונקציה 
1

( )
( )

g x
f x

4x  , המוגדרת גם בתחום= n  כמו של( )f x  כי( ) 0f x . 

 פכים.ה תחומי חיוביות ושליליות לא משתנים, תחומי עלייה וירידה מת קדם אנליזה:

),  x→כאשר   ) 1f x )לכן גם ו → ) 1g x → - 1y    .ןלימי ופקיתטוטה אמפיאס =

),  x→−  כאשר ) 0f x )   -ומכאן ש  →− )g x →− לשמאל טוטה אופקיתאסימפ  ואין.   

4xכאשר   n→   ,( )f x → ולכן( ) 0g x → ו- ( 4, 0)n נקודה ריקה בגרף הפונקציה . 

 

)  של הפונקציהם י צירת להמאונכ האסימפטוטהת משווא ובה:תש  (1) )g x היא   ( ) 1x y→ =. 

 

)של גרף הפונקציה   נסרטט סקיצה( 2) )g x. 

 

 . ( (3סעיף )-כולל סימון השטח עבור תת הסרטוט מעל )  תשובה:

 

(3) 
1 4

( ) ( ) ( ) 1 4
( )

x
x

x

e
g x g x g x e

f x e

−−
= → = → = −. 

8

5

8 8 8 8

5 55 5

4
1 (1 4 ) 4 4 ] ]

4 4 1
8 :

1 4 38 2
( )

4 4 2 5 10
5 :

5

x x x

x

n

n

n n n n

n nn n

e dx e dx e
e

x n
e

S S

x n
e

− − −− − = =− = −


= − = − = − 

= − − − → =
= − = −


 

  

), על ידי גרף הפונקציה  תשובה: השטח המוגבל )g xי האסימפטוטה האופקית שלה, על יד    

5x  ועל ידי הישרים n= 8 -וx n= , הוא
3

10
 .  
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)ציה  רף הפונק של ג ךג. נמצא את שיעורי נקודות החיתו )f x ו- 
1

( )
( )

g x
f x

= .   

),  אלושכ ציותשתי פונק )f xו- 
1

( )f x
1y  רכולות להיפגש רק עבוי , 1y -ו = = − . 

1yתרון עבור  , אין פםיעל פי שרטוט שני הגרפ =. 

1yעבור  = − : 1 4 2 4 2 2 ( 2, 1)
4

x
x x x x

x

e
e e e e x n n

e
= − → = − → = → = → = → −

−
. 

)ציה של גרף הפונק, תשובה: שיעורי נקודת החיתוך )f x  

  עם גרף הפונקציה
1

( )
( )

g x
f x

)הם ,  = 2, 1)n −.  

 

3xבתחום המוגדרת ,  : נתונה הפונקציה. ד n  . 

 . xלויה בערכו של  , שבין שתי הפונקציות, התת שטחייפונקצזו 

3xבתחום ונתרכז , ל שתי הפונקציות באותה מערכת ציריםת הגרפים ש נשרטט א n. 

 

3

( ) ( ( ) ( ))

n

x

s x f t g t dt= −  אינטגרל שמייצג שטח, כאשר ,x  הגבול התחתוןהוא. 

3xכאשר   n→,0 -שואף לערך האינטגרל  , משמאל .    

), כי (םניקטולכים וה ה) ם שלילייםצוברים שטחי שמאלהכאשר זזים  ) ( )f t g t  2בתחום 3n x n . 

 ,  מעלהי לפציית השטח עולה וקעורה כפונקבמבט הפוך, כאשר זזים ימינה בתחום זה, 

) פונקציית השטח שואפת לנקודה  כאשר 3, 0)n. 

 . גדל ואז נקבל פונקציה עולה x -ש מדובר בשטחים שליליים שהולכים וקטנים ככל עשה למ

2xום בתח מאלהש כאשר זזים  n כי  (הולכים וגדליםה) חיובייםם צוברים שטחי ,( ) ( )f t g t. 

 .   המעלי לפוקעורה כ  רדתיוציית השטח פונקבמבט הפוך, כאשר זזים ימינה בתחום זה, 

 .יורדתגדל ואז נקבל פונקציה  x -ש שהולכים וקטנים ככל  חיובייםמדובר בשטחים עשה למ

)  -ן ש מכא )s x 2בתחום  יורדתx n  2 ועולה בתחום 3n x n 2 -, וx n=  .מינימום מוחלט 

2xתשובה:   n= ימום., מינ 
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 הערה כללית 

 כאן מגדילים את הגבול התחתון הגורמת להקטנת השטח, 

 בשונה משאלות אחרות שבהן הנעלם הוא הגבול העליון, 

 . הסכום הולך וגדל עם הגדלת הנעלם   בו ש 

 

 הסברים נוספים 

)הגרף של  אם נביט על  ) ( )f t g t− , 

 הולכים וקטנים,חיוביים הם שהשטחי ה בבירוראאז נר

2xליים לאחר לשליוהופכים  n=. 

 העליוןהוא הגבול  3n  -ון ש כיו

 ,הוא הגבול התחתון x -ו

2xי מתקבל כאשר השטח המינימלהרי ש n= 

 

 

)קל יחסית למצוא את פונקציית השטח  )s x ,   

 .מחשב, להמחשהולשרטט אותה באמצעות ה

4
( ) ( ) 1 4

4 4

t t t
t

t t t

e e e
f t g t e

e e e

−−
− = − = − +

− −
  

ln3

3

( ) ( 1 4 )
4

4
( ) ln 4 ]

4
3: 3

3

4
: ln 4

4 4
( ) ln 4 3  

3

t
t

t

t

t
x

x

x

x

x

x

n

e
s x e dt

e

s x e t
e

t n n

t x e x
e

s x e x n
e

−= − +
−

= − − −

= − −

= − − −

= − − + + − −



 

 

 נשים לב 

                      ' ( ) ( ) ( )s x f x g x= −  

 ת ביות לשליליונקציית הנגזרת עוברת מחיוופו

 .ולכן מינימום
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 שקד   אוריאל פתרון נוסף של המורה 

( )

ln3 3

( ) ( ( ) ( )) F( ) G( ) ]

( ) F( 3) G( 3) F( ) G( )

' ( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( ) ( ) 2

" ( ) ' ( ) ' ( )

" ( ) 0 ( ) ( ) 0

2 , min

x

n

x

s x f t g t dt t t

s x n n x x

s x g x f x

g x f x f x g x x n

s x g x f x

s x

x n

= − = −

= − − −

= −

= − → − → =

= −

  + − − 

=



 

 

 

 

 

 עים המחוברים הראשונים קבו נשים לב ששני 

 

 

3xבתחום  n : 

( )g x ןלכו, עולה  ' ( ) 0g t  

( )f x ןולכ, רדתיו  ' ( ) 0f t  

2xעבור או:                                  n ( ) ( )f t g t 

2עבור                               3n x n  ( ) ( )f t g t     

 

'  מתקיים ( ) 0s x   ולכן( )s x ת יורד 

'  מתקיים ( ) 0s x   ולכן( )s x עולה 

2x  והמסקנה: n= לט. מינימום מוח 

 

 שי חנני  של המורה רון נוסףפת

2x   בתחום n  כי האינטגרלים חיוביים( ) ( )f t g t    , 

2x -גש בין שתי הפונקציות בגדל לכיוון המפ xוכאשר   n= לכן נים ו השטחים הולכים וקט( )s x ת.יורד 

2  בתחום  3n x n   כי  שלילייםהאינטגרלים( ) ( )f t g t    , 

3xגדל לכיוון   xוכאשר   n= בערכם המוחלטנים השטחים הולכים וקט , 

)כן  לו, גדלים )כי הם שליליים(כלומר  )s x העול. 

)  -ן ש מכא )s x  2יורדת בתחוםx n  2 ועולה בתחום 3n x n 2 -, וx n=  .מינימום מוחלט 
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