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חשבון דיפרנציאלי


  פונקציות רציונליות
  

. פונקציה רציונלית היא פונקציה שניתן להציגה כמנה של שני פולינומים

  :    הפונקציות הבאות הן פונקציות רציונליות, למשל
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  ,רציונליות פונקציותק בנגזרת ושימושיה עבור לפני שנעבור לעסו  

nנביא הסבר על הפונקציה   
1y

x
  כאשרn הוא מספר טבעי .  

  

nהפונקציה 
1y =

x
 )n טבעי(  

  

nיף זה נעסוק בפונקציות מהצורה בסע
1

y
x

 )n טבעי .(  

xאם נציב בפונקציה . nxבמכנה של פונקציה כזו מופיע הביטוי  0 

1y:נקבל
0

 .לכן הפונקציה אינה מוגדרת , עותביטוי זה הוא חסר משמ

xעבור  0 ,כלומר הפונקציה אינה קיימת ב -x 0 .  

n הפונקציהנבחן תחילה את גרף 
1

y
x

  כאשרn זוגי- מספר טבעי אי.  

nגרף הפונקציה 
1y

x
  כאשרn כולל למשל את הפונקציות זוגי - טבעי אי

: הבאות
1

1y
x

 ,
3

1y
x

 ,
5

1y
x

 . כדי להכיר פונקציות מסוג זה נשרטט

1yתחילה את גרף הפונקציה 
x

   . עזר בטבלת ערכיםני 

xפונקציה זו אינה מוגדרת עבור 0 , לכן נבחר ערכיx  גדולים מאפס

  .y- ונמצא עבורם את שיעור ה 0- קטנים מ xוערכי 
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  נסמן את הנקודות 

  במערכת צירים ונקבל 

  :את הגרף הבא
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y
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   !שים לב

x- גרף הפונקציה אינו עובר ב   0  ולכן הפונקציה אינה רציפה  

  .   ענף ברביע הראשון וענף ברביע השלישי: והיא מורכבת משני ענפים

בדרך דומה ניעזר בטבלת ערכים ונשרטט את גרף הפונקציה   
3

1y
x

           :  

  

  

  
  

  ניתן לראות שגם גרף זה   

  : מורכב משני ענפים

  וענף ענף ברביע הראשון 

  . ברביע השלישי
      

אם נמשיך ונשרטט את הגרפים של הפונקציות 
5

1y
x

 ,
7

1y
x

    
    

או כל גרף אחר מהצורה   
n

1y
x

  כאשרn שהתנהגות   זוגי נוכל לראות - אי

  .ה מזה רק במידת התלילות שלהםהגרפים דומה והם נבדלים ז
  

nנעבור לבחון את גרף הפונקציה 
1y

x
  כאשרn מספר טבעי זוגי .

הפונקציה 
n

1
y

x
  כאשרn כולל למשל את הפונקציות  טבעי זוגי

: הבאות
2

1
y

x
 ,

4

1
y

x
 ,

6

1
y

x
 . כדי להכיר פונקציות מסוג זה ניעזר

בטבלת ערכים ונשרטט את גרף הפונקציה 
2

1
y

x
.  

x- הפונקציה אינה מוגדרת ב   0  ולכן נבחר ערכיx מימין ל -x 0  

x- משמאל ל xוערכי    0.  

  

  

  

    

   :נקבל את התיאור הגרפי הבא  
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אם נשרטט בדרך דומה כל גרף אחר מהצורה 
n

1y
x

  כאשרn  טבעי זוגי

  , אה שהגרפים מתנהגים באופן דומהנר

אחד ברביע הראשון ואחד : כלומר גרף הפונקציה מורכב משני ענפים

  .הגרפים נבדלים זה מזה במידת התלילות שלהם. ברביע השני
  
  

גרף הפונקציה 
n

1
y

x
   

    

  

בעזרת טבלת ערכים ניתן גם לשרטט פונקציות מהצורה 
n

1y
x

   

  .זוגי- טבעי אי nטבעי זוגי או  nעבור   

בציור שמימין מתואר גרף הפונקציה , למשל  
3

1y
x

   ובציור שמשמאל

מתואר גרף הפונקציה   
4

1y
x

  .  

  
  

    
  
  
  

  

רות אפשריות לגרף הפונקציה קיימות ארבע צו :נסכם  
n

a
y

x
.  

  

    זוגי nזוגי                                כאשר - אי nכאשר   

    חיובי a- ו                                 חיובי a- ו   

  

  
  

      
  

  

    זוגי nכאשר  זוגי                              - אי nכאשר   
  שלילי a- ו                                 שלילי a- ו  
                              

 
  
  
  

fראינו כי פונקציה  !לב םשי (x)  נקראת פונקציה זוגית אם לכלx  בתחום

f: הגדרתה מתקיים ( x) f (x)  .כאשר מכאן נקבל שn זוגי ,  

nהפונקציה 
ay

x
 פונקציה , כמו כן .ציה זוגיתהיא פונקf (x)  נקראת  

fהגדרתה מתקיים  בתחום xזוגית אם לכל - פונקציה אי ( x) f (x)   .  

nהפונקציה , זוגי- אי nמכאן נקבל שכאשר 
ay

x
 זוגית- א פונקציה איהי.  

x
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  ). היעזר בטבלת ערכים(שרטט את הגרפים של הפונקציות הבאות 
  

1.   
3

1
y

x
     2.   

4

1
y

x
       3.   3y

x
  

    

 4 .  
2

5
y

x
         5.   

5

1
y

x
                  6.   

6

2
y

x
     

  

  
                      .3        .2                       .1    :תשובות

  
  
  
  
  

    4.                            5.        6.  

  
  

  

  

  
  תחום הגדרה של פונקציה רציונלית

  

שניתן להציבם  xתחום הגדרה של פונקציה הוא קבוצת כל הערכים של   

  . yבפונקציה ולקבל ערך של 

1yנתבונן למשל בפונקציה הרציונלית    
x 6




xאם נציב בפונקציה .  6 

1yנקבל 
0

.  

xאינה מוגדרת עבור ביטוי זה הוא חסר משמעות ולכן הפונקציה    6.  
  

  . ננסח כלל שבעזרתו ניתן למצוא תחום הגדרה של פונקציה רציונלית  
      

כדי למצוא תחום הגדרה של פונקציה רציונלית יש לבדוק האם : כלל  

  . שעבורו המכנה של הפונקציה שווה לאפס xקיים ערך של 

  . אז הפונקציה אינה מוגדרת עבורו, כזה x אם קיים
  

  : דוגמה

5yמצא את תחום ההגדרה של הפונקציה   
3x 12




.  

  : פתרון  

3x: נקבל. 0- נשווה את המכנה ל   12 0   . פתרון המשוואה הואx 4.  

xהמכנה שווה לאפס כאשר    4  ולכן תחום ההגדרה של הפונקציה הוא  

xכל המספרים חוץ מאשר  4 .נוהגים לרשום תחום זה בצורה :x 4 .  
  

x
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x
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x

y

x

y

x

y

 672
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



גבע
יואל 


 

  

  : דוגמה

מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה 
2

2x 5
y

x x 2




 
.  

  : פתרון  

2x:   נקבל. 0- נשווה את המכנה ל   x 2 0    .  

xפתרונות המשוואה הם    2  אוx 1 .   

xהמכנה שווה לאפס כאשר    2  אוx 1  , כלומר תחום ההגדרה  

xשל הפונקציה הוא כל המספרים חוץ מאשר    2  ו -x 1 ,   

xלכן תחום ההגדרה של הפונקציה הוא    2 ,x 1  .  
  
  

  :ות הבאותכל אחת מהפונקצישל  מצא את תחום ההגדרה
  

1.  4xy
x 3




        2.  2y 6
3x 1

 


     3.     
2

2

x
y

x 5x 6


 
  

4.     
2

6
y

x 8x 16


 
       5.    

2

1
y

x 4x 5


 
         6.     

2

4x 12
y

x 9





              

7.     1 7y
x 2 6 x

 
 

       8   .
1

y
(x 2)(x 2)


 

            9.     
2

5x 1y
(x 2)




           

10     .
3
1y

x 8



              11.    

4 2

x
y

x 4x



               12.    

4 2
8y

x 10x 9


 
         

נתונה הפונקציה   .13
2

2
x 9f (x)

x 3x



.  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

  .x- מצא את נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה. ב  

  

  

נתונה הפונקציה   .14
2

2
x x 2f (x)

x 1
 


.  

  .x- מצא את נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה  

  

  

f: נתונות הפונקציות  .15 (x) x 1  ,
x(x 1)

g(x)
x
.  

  .נמק? האם הפונקציות זהות זו לזו  
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x: נתונות הפונקציות  .16 2f (x)
(x 2)(x 2)


 

 ,1g(x)
x 2




.  

  .נמק? האם הפונקציות זהות זו לזו  
  

1yהפונקציה   .17
5x a




xאינה מוגדרת כאשר   2 . מצא את הערך שלa.  

  

הפונקציה   .18
2

x 1y
x bx 9


 

x מוגדרת עבור  3 . מצא את ערך הפרמטרb.  

  

תחום ההגדרה של הפונקציה   .19
2

2x 1y
x mx n


 

xהוא   1 ,x 3  .  

  .nואת  mמצא את 
  

x .1  :תשובות 3   .2. 1x 3.   3. x 2 ,x 3    .4. x 4  5.  מוגדרת לכלx  .

x  .7. xמוגדרת לכל  .6 2 ,x 6  .8. x 2  ,x 2  .9. x 2  .  

10. x 2   .11. x 0 ,x 2 ,x 2 .   12. x 3  ,x 1  ,x 1 ,x 3 .   

x. א .13 0 ,x 3  .14 . (0;3) .ב. ( 2;0).  15. 10. 17 . לא .16  . לא .  

18. 6.  19. m 2 ,n 3 .  
  

  הנגזרת של מנת שתי פונקציות
  

  
  .בסעיף זה נלמד למצוא נגזרות של פונקציות רציונליות  

מנה ההמורכבת מ yכאשר נתונה פונקציה 
f (x)
g(x)

  ניתן למצוא את הנגזרת  

        : שלה לפי הנוסחה

                    
 2

'
f (x) f '(x) g(x) g'(x) f (x)

g(x) 0
g(x) g(x)

     
 

               

  

הנגזרת של מנת שתי פונקציות שווה לנגזרת הפונקציה שבמונה : במילים

כפול הפונקציה  פחות נגזרת הפונקציה שבמכנהכפול הפונקציה שבמכנה 

  .ריבוע הפונקציה שבמכנהמחלקים את ההפרש המתקבל בו שבמונה
  

:נסמן. ונקציותלנגזרת של מנת שתי פ נוכיח את הנוסחה
f (x)

h(x)
g(x)

.  

g(x)כאשר( g(x)- נכפול את שני האגפים ב   0 (ונקבל :h(x) g(x) f (x) .  

  .כעת נגזור את שני האגפים  
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  .את אגף שמאל נגזור לפי הנוסחה לנגזרת של מכפלת שתי פונקציות  

: נקבל   h(x) g(x) ' h '(x) g(x) g '(x) h(x)    .  

fהנגזרת של אגף ימין היא    '(x) .  

  .זהות לכן גם הנגזרות שלהן, שני האגפים זהים

h: נקבל   '(x) g(x) g '(x) h(x) f '(x)     

hנבודד את    '(x):        h '(x) g(x) f '(x) g '(x) h(x)     
  

      

                                                                       
f '(x) g '(x) h(x)

h '(x)
g(x)

   

נציב  h(x)במקום 
f (x)
g(x)

 .  

):   1(את זהות  נקבל         
 2

f '(x) g(x) g'(x) f (x)

g(x)

  

f (x)
f '(x) g '(x)

g(x)
h '(x)

g(x)

 
  

    

קיימת הזהות על פי הסימון המקורי מת
f (x)

h(x)
g(x)

 .שני האגפים זהים ,  

): 2(ומכאן נקבל את זהות  לכן גם הנגזרות שלהן זהות
'

f (x)
g(x)
    

h '(x)  

    

: נקבל )2(- ו )1( הזהויות על פי  
 2

'
f (x) f '(x) g(x) g '(x) f (x)
g(x) g(x)

   
  

  
     

  :  דוגמה  

5xפונקציה מצא את הנגזרת של ה   3y
2x 7




.  

  :פתרון  

fהמונה הוא    (x) 5x 3   ונגזרתו היאf '(x) 5.  

g(x)המכנה הוא    2x 7   ונגזרתו היאg '(x) 2.  

 :ונקבל לנגזרת של מנת פונקציות נציב בנוסחה  
2

5(2x 7) 2(5x 3)
y '

(2x 7)

  


  

   .יחת סוגריים וכינוס איברים דומיםנבצע במונה פת  
  

                                                 :נקבל  
2 2

10x 35 10x 6 29y '
(2x 7) (2x 7)
    

 
  

  

  בחלק , לאחר שגוזרים לפי הנוסחה לנגזרת של מנת שתי פונקציות :הערה

  .דומים במונה בלבד מהמקרים כדאי לפתוח סוגריים ולכנס איברים
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   :דוגמה

מצא את הנגזרת של הפונקציה   
2

2
x 4x 5y
x x 1
 
 

.  

  :פתרון  

2fהמונה הוא    (x) x 4x 5    ונגזרתו היאf '(x) 2x 4 .  

2g(x)המכנה הוא    x x 1    ונגזרתו היאg '(x) 2x 1 .  
    

        :ונקבלבנוסחה נציב 
2 2

2 2

(2x 4)(x x 1) (2x 1)(x 4x 5)
y '

(x x 1)

      
 

                    

      :נקבל. נכנס איברים דומיםסוגריים ו נפתחבמונה       
2

2 2
3x 8x 1y'
(x x 1)

 
 

                    

    

   :ותהער

     לגזור  כאשר נתונה פונקציה שבמכנה שלה יש מספר קבוע לא חייבים) 1(

  .פונקציותה לפי הנוסחה לנגזרת של מנת שתי אות     

: לפי הנוסחה גם פונקציה כזו אפשר לגזור     
'

f (x) f '(x)
a a

   
 

.  

של הפונקציה הנגזרת , למשל     
32x 7xy
5
 היא 

26x 7y '
5
.  

ayאם נגזור את הפונקציה ) 2(
x

 בעזרת הנוסחה לנגזרת של מנת  

 :נקבל שתי פונקציות      
2 2

0 x 1 a ay '
x x

     .  

למעשה מתקבלת הנוסחה         ' 2
a a
x x

  

ayאם נגזור את הפונקציה , כמו כן      
f (x)

 בעזרת הנוסחה לנגזרת  

: של מנת שתי פונקציות נקבל      
 2 2

0 f (x) f '(x) a a f '(x)
y '

f (x) f (x)

     .   

 : למעשה מתקבלת הנוסחה       
2

'
a f '(x)a

f (x) (f (x))

    
 

  

  

ayלגזור פונקציות מהצורה כדי        
x

 ו -ay
f (x)

 ,ניתן להיעזר בנוסחה  

             .לנגזרת של מנת שתי פונקציות או להיעזר בשתי הנוסחאות שהצגנו       
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  : דוגמה  

גזור את הפונקציה   
2
8y

x 4



.    

  :פתרון  

  .קציותנגזור לפי הנוסחה לנגזרת  של מנת שתי פונ – 'דרך א

fהמונה הוא  (x) 8  ונגזרתו היאf '(x) 0 . 2המכנה הואg(x) x 4  

gונגזרתו היא    '(x) 2x  .נציב ונקבל:  
2

2 2 2 2

0(x 4) 2x 8 16xy '
(x 4) (x 4)

    
 

.               

  

נגזור לפי הנוסחה  – 'דרך ב
2

a f '(x)a
f (x) (f (x))

'     
 

 .  

: נקבל
2

2 2 2 2 2 2

8(x 4) ' 8 2x 16xy '
(x 4) (x 4) (x 4)

      
  

.  

  

nפונקציות מהצורה  :הערה
ay

x
  או

 n
ay

f (x)
  ,  

  אפשר לגזור לפי הנוסחה לנגזרת של מנת שתי פונקציות ואפשר לגזור            

  .שלילי בעזרת מעריך את הפונקציה שוםרגם על ידי כך שנ
  

  : דוגמה  

גזור את הפונקציה   
4

6y
x

.    

  :פתרון  

  .נגזור לפי הנוסחה לנגזרת  של מנת שתי פונקציות – 'דרך א

       : נקבל
4 3 3

4 2 8 5
0 x 4x 6 24x 24y '

(x ) x x
      .  

4y: נקבל. נרשום את הפונקציה בעזרת מעריך שלילי – 'דרך ב 6 x .  

4    : ר ונקבלנגזו 1 5
5

24y ' 6 ( 4 x ) 24 x
x

                          

   

                

  :גזור את הפונקציות הבאות
  

1. 2xy
x 4




         2.    5x 3y
2x 7




         3.  3x 1y
6 x



    

4.  
2x x 16y

x
        5  .   

2
6xy

x 1



       6.  

2
2xy

x x 6


 
  

7.  
2
7x 3y

x 3x 6


 
       8.     5y

x
        9.   

2
6y

x 9



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10.     
2

1y
x 3x 2


 

       11      .
2

2
x 9y
4 x




           12.  
2

2
x x 1y
x x 1

 
 

 

13.     
2

2
3x 7x 8y
2x 6x 7

 
 

     14     .
3 2x 5x 8y

7x 4
 


    15.  2x 1y 3

x 2
 


  

16.      
2xy 8

x 6
 


     17.      

3(x 2)
y

x


     18.  
6

3

(x 7)
y

(x 4)





  

19.    
4

10

(2x 7)
y

(5 3x)





     20    . 5xy

x 2



    21.     6x 7y

x 3



  

  

  :גזור את הפונקציות הבאות בשתי דרכים

  .כתוב את הפונקציה באמצעות מעריך שלילי וגזור. א

  .גזור באמצעות נוסחת הנגזרת של מנה. ב
  

22.   9y
x

          23 .  
4

8y
x

                 24 .  
7 2

10 1y
x 3x

         

  

25.   
2

6y
(x 1)




    26.   
4

2y
(3x 1)




         27  .
4

x 6y
x
  

  
  

 .1  :תשובות
2

8
(x 4)

  .2 .
2

41
(2x 7)

   .3 .
2

17
(6 x)

   .4 .
2

2
x 16

x
 .  5. 

2

2 2
6x 6

(x 1)
 


    .

6. 
2

2 2
2x 12

(x x 6)
 
 

  .7. 
2

2 2
7x 6x 51

(x 3x 6)
  

 
  .8.  

2
5

x
  .9. 

2 2
12x

(x 9)



   .10 .
2 2

2x 3
(x 3x 2)

 
 

     .

11. 
2 2

10x

(4 x )




 . 12. 
2 2

4x 2
(x x 1)
 
 

  .13. 
2

2 2
32x 74x 1
(2x 6x 7)

 
 

   .14. 
3 2

2
14x 23x 40x 56

(7x 4)
  


       .

15. 
2

5
(x 2)



   .16 .
2

2
x 12x
(x 6)
 


   .17. 

2

2

(2x 2)(x 2)

x

 
    .18. 

5

4

3(x 15)(x 7)

(x 4)

 


  .  

19. 
3

11

2(18x 125)(2x 7)

(5 3x)

 


    .20. 
4

6

10x

(x 2)
    21. 

5

7

24(x 7)

(x 3)




   .22 .
2

9
x

   .  

23. 
5

32
x

  . 24. 
8 3

70 2
x 3x

   . 25 .
3

12
(x 1)




.     26. 
5

24

(3x 1)




.   27 .
4 5

3 24
x x

  .     
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  פונקציות רציונליות – משיק
  
  

  : דוגמה  

לגרף הפונקציה   
2
16xy

x 3



  .(4;1)מעבירים משיק בנקודה  

  .את שיפוע המשיק חשב. א  

  .מצא את משוואת המשיק. ב  

  ?x- החיובי של ציר ה מהי הזווית שיוצר המשיק עם הכיוון. ג  

  :פתרון  

  . פונקציות שתיהנוסחה לנגזרת של מנת  פי- את הפונקציה עלנגזור . א

fהמונה הוא        (x) 16x  ונגזרתו היאf '(x) 16.  

2g(x)המכנה הוא        x 3   ונגזרתו היאg '(x) 2x.   
  

 :נקבל              
2 2 2 2

2 2 2 2 2

16(x 3) 2x 16x 16x 48 32x 16x 48y '
(x 3) (x 3) (x 3)

        
  

  

                                           

xנציב  (4;1)כדי למצוא את שיפוע המשיק בנקודה        1 בנגזרת.  

        :נקבל      
2

(x 1) 2 2 2
16 1 48 32y ' 2
(1 3) 4


    


    

  . 2שיפוע המשיק הוא       

1א יהנוסחה למציאת משוואת ישר ה. ב   1y y m(x x )  .   

  . 2והשיפוע  (4;1)פי הנקודה - משוואת המשיק על נמצא את      

y: נקבל       4 2(x 1)    ומכאןy 2x 2  וזו משוואת המשיק.   

   והישר יוצר זווית  mכאשר נתון ישר ששיפועו  .ג  

    )מלמעלה( x- עם הכיוון החיובי של ציר ה             

m: קיים הקשר       tan  .    

mנציב        2 .נקבל :tan 2   63.43ומכאן  .          
  
  

    :דוגמה  

2x הפונקציהגרף מצא שתי נקודות על  11y
x 6



  המשיק שבהן שיפוע  

  .0.25הוא לגרף 

  :פתרון  

  .  פונקציותשל מנת שתי נוסחה לנגזרת פי ה- על נגזור

   :נקבל
2 2 2

2(x 6) 1(2x 11) 2x 12 2x 11 1y '
(x 6) (x 6) (x 6)

        
  

                

  ולכן הנגזרת 0.25ל הוא "על פי הנתון שיפוע המשיק בנקודות הנ

  . 0.25- של הפונקציה בנקודות אלה שווה גם היא ל



m
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    .0.25- זרת להנג נשווה את

: נקבל
2

1 0.25
(x 6)
  


21 ומכאן  0.25(x 6)   .                          

20.25x  :נכנס איברים דומים ונקבל, נפתח סוגריים 3x 8 0    

                                                               1 2x 8 x 4   

2xנציב בפונקציה    11y
x 6



.         2
2 4 11y 1.5

4 6
  


    1
2 8 11y 2.5

8 6
  
                                                             

                                                (4;1.5)                    (8;2.5)                
           

  . (1.5;4)- ו (2.5;8)שיעורי נקודות ההשקה הם  ,לסיכום

  
  

  פונקציות רציונליות –שיפוע המשיק , ערך הנגזרת
  

נתונה הפונקציה   .1
2xy

x 1



.  

  .מצא את הנגזרת של הפונקציה. א  

xבנקודה של הפונקציה את ערך הנגזרת  חשב. ב   3 .  
    

מצא את ערך הנגזרת של הפונקציה   .2
2
x 1y

x 4x



xבנקודה   2.  

  

xנתונה הפונקציה   .3 7f (x)
x 3



f. א: חשב את  .  f. ב    (5)' f. ג   (2)' '(0)  

  

xחשב את שיפוע המשיק לגרף הפונקציה . א   .4 6y
6 x

   בנקודהx 3.  

  

חשב את שיפוע המשיק לגרף הפונקציה . ב
2x 3x 1y

x 3
 


xבנקודה   1  .  

  

xנתונה הפונקציה   .5 3y
x 1



.   

  .1בנקודות שבהן ערך הנגזרת הוא  x- מצא את שיעור ה  

    
  

נתונה הפונקציה   .6
2xf (x)

x 2



 .  

f: מצא את הנקודות על גרף הפונקציה שבהן מתקיים '(x) 3 .  
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1fנתונה הפונקציה . א   .7 (x) x
x 1

 


 .  

3מצא באילו נקודות שיפוע המשיק לגרף הפונקציה הוא     
4.  

נתונה הפונקציה . ב
2x 7x 10f (x)

3x 2
 


  .  

       .45מצא באילו נקודות שיפוע המשיק לגרף הפונקציה הוא        
  

נתונה הפונקציה    .8
2
xf (x)

x 1



 .  

fהוכח שהפונקציה . א (x)  זוגית- פונקציה איהיא.  

  . גזרת הוא אפסשבהן ערך הנ מצא את הנקודות על גרף הפונקציה. ב

  

9נתונה הפונקציה   .9 2xf (x)
x 5



 .  

שבהן המשיק לגרף הפונקציה  מצא שתי נקודות על גרף הפונקציה

1מקביל לישר 
4y x 10 .  

        
  

נתונה הפונקציה    .10
2x 7y

2x 5



  מצא את הנקודות שבהן המשיקים לגרף. 

1הפונקציה מאונכים לישר         
2y x 27  .  

  
  

xנתונה הפונקציה     .11 5y
x 2



.  

;A(1מצא את שיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה . א         4).  

  .Aמצא נקודה על גרף הפונקציה שבה המשיק מקביל למשיק בנקודה . ב        
  

  

. א .1  :תשובות
2

2
x 2xy '
(x 1)




15. ב.  
16.  2. 1

4 .  3. 9. ג.  4. ב. 1. א
4 .  

1. א. 4
2  .3. ב

4   .5 .x 3 ,x 1    .6 .(1; 1) ,(3;9)  .  

), (1.5;1). א .7 3; 3.5) .  ב .( 1; 18)  , 1 4
3 9;12.  8. 1. ב

2(1; ) ,1
2( 1; )   .  

9 .(7; 2.5) ,(3; 1.5). 10. ( 2; 3)  ,( 3; 2)   .11. 3). ב.  3. א; 2).  
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  פונקציות רציונליות –משוואת משיק 
  

  

xלגרף הפונקציה   .12 6y
x 1



  .(8;2)מעבירים משיק בנקודה  

        .מצא את שיפוע המשיק. א  

  .מצא את משוואת המשיק. ב

  

xאת המשיק לגרף הפונקציה מצא את משוו. א   .13 2y
2x 1



xבנקודה   1.  

  
  

xמצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה . ב 4y
4 x

   בנקודהx 4.  

  

מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה . ג
3(x 1)

y
x
  בנקודהx 1.  

  
    

2xלגרף הפונקציה   .14 6y
x 3



מעבירים שני משיקים ששיפוע כל אחד מהם  

  .3הוא   

  .מצא את שיעורי נקודות ההשקה. א  

  .מצא את משוואות המשיקים. ב  
  
  

3xציה מצא את משוואות המשיקים לגרף הפונק   .15 2y
2 3x

    

4ששיפוע כל אחד מהם הוא   
3.  

  

xהפונקציה לגרף   .16 6y
x 1



yשבה  מעבירים משיק בנקודה על הגרף  2.  

  .מצא את משוואת המשיק
  

גרף הפונקציה   .17
2x 4y

2 x
  חותך את ציר ה -x  בנקודהA.  

  .Aמצא את משוואת הישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   
  
  

נתונה הפונקציה   .18
2

2x 1y
x 2




 .  

  משיקים מצא על גרף הפונקציה את שיעורי הנקודות שבהן ה. א

  .x- מקבילים לציר ה     

    . 'מצא את משוואות המשיקים מסעיף א. ב  

  .'חשב את המרחק בין שני המשיקים שמצאת בסעיף ב. ג  
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גרף הפונקציה ל משוואות המשיקיםמצא את    .19
2x 7y

2x 5



   מאונכיםה 

;A(4העובר בנקודות  לישר 1) ו -B(0;1).  
  

נתונה הפונקציה   .20
2

2
xf (x)

x 1



.  

fהוכח שהפונקציה . א   (x) זוגית היא.  

xהמשיק לגרף הפונקציה בנקודה שיפוע מצא את . ב   1.  

  הפונקציה המשיק לגרף שיפועומצא את ' ב- ו' היעזר רק בסעיפים א. ג  

xבנקודה                1  . 
  

yהישר    .21 3  1חותך את גרף הפונקציהf (x) 2x
x

   בנקודותA ו -B .  

  . ההפונקציה משיקים בנקודות אלמעבירים לגרף   

  . Pבנקודה  נפגשיםהמשיקים   

  .Pמצא את שיעורי הנקודה . א

fהוכח שהפונקציה . ב (x)  זוגית- איהיא.  

yהישר . ג   3   חותך את גרף הפונקציהf (x)  

  מעבירים לגרף הפונקציה. D- ו Cבנקודות       

  . Qהמשיקים נפגשים בנקודה . משיקים בנקודות אלו     

  .  סעיפים קודמיםהיעזר ב. Qמצא את שיעורי הנקודה     
  

לגרף הפונקציה   .22
2xy

3 5x



xמעבירים משיק בנקודה   1.  

  .מצא את שיפוע המשיק. א  

  .x- את הזווית שיוצר המשיק עם הכיוון החיובי של ציר ה חשב. ב  
  

1yלגרף הפונקציה   .23 x
x 2

  


xמעבירים משיק בנקודה   0 .  
  

  .x- חשב את הזווית שיוצר המשיק עם הכיוון החיובי של ציר ה  
  

xמצא באילו נקודות יוצרים המשיקים לגרף הפונקציה   .24 2y
2x 5



   

  .x- עם הכיוון החיובי של ציר ה 135בת  זווית
       

xנתונה הפונקציה    .25 11y
x 3



.  

   (5;1)מצא את הזווית הנוצרת בין המשיק לגרף הפונקציה בנקודה . א        

  .x- לבין הכיוון החיובי של ציר ה              

  שבה המשיק יוצר אותה זווית , מצא נקודה נוספת על גרף הפונקציה. ב       

  .x- עם הכיוון החיובי של ציר ה) 'ראה סעיף א(             

x

y

B A
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הוכח שכל המשיקים לגרף הפונקציה   .26
x 3

y
x 5





  יוצרים זווית קהה  

  .x- החיובי של ציר ה עם הכיוון         
  

yנתונים הישר   .27 x 6   הפונקציה וx 3f (x)
x 1



.  

  .יש לישר ולפונקציה אותו שיפוע xמצא לאילו ערכים של . א  

fהצב בפונקציה . ב   (x) ובמשוואת הישר הנתון את כל אחד מערכי ה -x   

  וקבע באיזו נקודה הישר הנתון משיק לגרף   ' שקיבלת בסעיף א    

fהפונקציה      (x).  
  

yהישר   .28 3x 18    משיק לגרף הפונקציה
2xy

x 2



 .  

  .מצא את שיעורי נקודת ההשקה  
  

3הגרפים של הפונקציות   .29 2xf (x)
x 2



- ו  
3x 4g(x)
3
  משיקים זה לזה

    

  .בנקודה הנמצאת ברביע הרביעי 

  .מצא את שיעורי נקודת ההשקה. א  

  .מצא את משוואת המשיק המשותף. ב  
  

ה נתונה הפונקצי  .30
3
2f (x)

x
.  

fהפונקציה    (x)  היא נגזרת של הפונקציה אחרתg(x) , כלומרg '(x) f (x) .  

1מעבירים משיק ששיפועו  g(x)לפונקציה 
4.  

  . של נקודת השקה x- יעור המצא את ש
  

נתונה הפונקציה   .31
2

12f (x)
x

 .  

fהפונקציה  (x) אחרת  היא נגזרת של פונקציהg(x) , כלומרg '(x) f (x) .  

xבנקודה  מעבירים משיק g(x)לפונקציה  2 .  

  ?x- מהי הזווית שיוצר המשיק עם הכיוון החיובי של ציר ה
  

2xנתונה הפונקציה   .32 3y 4.75
x 7
 


.  

yמצא את הנגזרת הראשונה  .א     ."yיה ואת הנגזרת השני '

  לגרף וגם נקציה מצא נקודה שבה ישר מסוים משיק לגרף הפו. ב  
  .הנגזרת    
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xנתונה הפונקציה   .33 2 1f (x)
x 1 4
 


.   

fהפונקציה   היא נגזרת של  g(x)הפונקציה  (x) , כלומרg(x) f '(x) .  

fהפונקציות  (x) ו -g(x) זו לזו משיקות.   
  .  מצא את שיעורי נקודת ההשקה

  

y. ב  .7. א .12  :תשובות 7x 22   . 13. א .y 5x 8    .ב .y 2  .  

y .ג 4x 4  . 14 .1), (8;5). א; 4) .  ב .y 3x 23   ,y 3x 1    .  

15. 4 2y x
3 3

  ,4 2y x
3 3

 .  16 .1 1
7 7y x 3    .17 .y 3x 6   .  

1. א. 18
2(2; ) ,( 1; 1)   .1. ב

2y  ,y 1  .1. ג
21  .19 .y 2x 4  ,y 2x 1 .    

1. ב .20
1. ג . 2

2  .21. א . 2 2
3 . ג . 2;3 2 2

3 3; 2    .22 .1. א
  . 14.04. ב.   4

23.143.13.  24. (1; 1) ,(4; ;5). ב.  63.43.א .25  .(2 3).  27. 1, 3. א .  

;1). א. 29 . (9;3) .28 . (3;3). ב 1)  .ב .y x 2  . 30 .2  .31. 71.57.  

. א .32
2

11y '
(x 7)




 ,
3

22y ''
(x 7)



). ב.   9; 2.75).  33.3
4( 1; ) .  

  

  

  )פונקציות רציונליות( פרמטריםבעיות עם  –משיק 
  

  :  דוגמה  

שיפוע המשיק לגרף הפונקציה   
2x my
x 2



xבנקודה   1  3הוא .  

  .mערך הפרמטר מצא את   

  :פתרון  

      :נקבל. נגזור את הפונקציה  
2 2

2 2

2x(x 2) 1(x m) x 4x my '
(x 2) (x 2)

     
 

                       
                   
    

xהשיפוע בנקודה    1  ולכן נציב בנגזרת 3הוא x 1 הנגזרת  ונשווה את  

  : נקבל .3- ל  
2

2
1 4 1 m 3

(1 2)
   


3כלומר ,    m 3
1

    ומכאןm 6 .  

                                                                       

נתונה הפונקציה   .34
2x kxf (x)
x 3



   שיפוע המשיק לגרף הפונקציה. 

xבנקודה  4  2הוא.  

  .ואת שיעורי נקודת ההשקה k הערך של מצא את. א  

  .מצא את משוואת המשיק. ב  
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9שיפוע המשיק לגרף הפונקציה   .35 2xf (x)
x a



xבנקודה   3  1הוא
4 .  

  .a שני הערכים של מצא את. א  

  , מבין שתי האפשרויות שמצאת, aעבור הערך הקטן של . ב  

  .ל"מצא את משוואת המשיק הנ    
  
  

2 נה הפונקציהנתו   .36 2y kx
x 3

 


xהמשיק לגרף הפונקציה בנקודה .  4   

1לישר  מאונך
2y x 6   . מצא אתk ואת משוואת המשיק.  

  
  

המשיקים לגרף הפונקציה   .37
2

3x By
x 1



xבנקודות   1 ו -x 2  מקבילים

  .Bמצא את . זה לזה  
  

  

x ישר המשיק לגרף הפונקציה  .38 my
1 x



xבנקודה    2  135יוצר זווית של 

          .x- החיובי של ציר העם הכיוון   

  .mמצא את . א  

xמעבירים לגרף הפונקציה משיק בנקודה . ב   3 .  

  .x- חשב את הזווית שיוצר המשיק עם הכיוון החיובי של ציר ה      
  

xשיק לגרף הפונקציה שיפוע המ  .39 Af (x)
A 3 x

 


xבנקודה   1  5הוא .

  .Aמצא את . א  

fהוכח שהפונקציה . ב   (x)  זוגית- איהיא פונקציה.  

fשיפוע המשיק לפונקציה היעזר בסעיפים קודמים ומצא את . ג   (x)   

xבנקודה        1 .  
  

xנמצאת על גרף הפונקציה  A(1;2)הנקודה   .40 cy
x b



 .  

  .c- ו bמצא את הפרמטרים . 0.5הוא  Aלגרף בנקודה  שיפוע המשיק  
  

המשיק לגרף הפונקציה  משוואת  .41
2x By

x A



xבנקודה   1  היאy 5x 2    .

  .Bואת  Aמצא את 

  

byלגרף הפונקציה   .42 a
x

   מעבירים משיק בנקודה שבהy 5 .  

yמשוואת המשיק היא  2x 7   . מצא את ערכי הפרמטריםa ו -b.  
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yהישר   .43 4x 15    משיק לגרף הפונקציה
2

16y a
x

  .  

  . a הערך של מצא את

  

nלגרף הפונקציה   .44
3y

x
  מעבירים משיק בנקודה שבהx 1.  

  .nמצא את . 12שיפוע המשיק הוא   
  

xנתונה הפונקציה   .45 ay
x b



 a b) ,a 0 .(הפונקציה  המשיקים לגרף

a: הוכח .זהבנקודות החיתוך שלה עם הצירים מקבילים זה ל   2b .  
  

xנתונה הפונקציה   .46 bf (x)
x 4



 ,b 4.  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

xישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה . ב   b  מקביל לישר המשיק  

xף הפונקציה בנקודה שבה לגר               5 . מצא את הערך שלb.  

  . רשום את שתי האפשרויות המתקבלות      
  

xשיפוע הישר המשיק לגרף הפונקציה   .47 ty
x 2



yבנקודה שבה   4  3הוא .

  .t הערך של מצא את  
  

yהישר   .48 ax 13   משיק לגרף הפונקציהx 11y
x 3



  aמצא את . 

  . ואת שיעורי נקודת ההשקה  
  

2f:  נתונות שתי פונקציות  .49 (x) ax 16x c   ,
6a

g(x)
x

.    

fמשיקה לפונקציה  g(x)  נתון כי הפונקציה    (x)  בנקודהx 3 .  

  .cמצא את הערך של הפרמטר   
  

2yלפונקציות   .50 x ax 4    ו -b xy
x
 (b 0) יש משיק משותף באותה  

  .bואת  aמצא את . 1של נקודת ההשקה הוא  x- שיעור ה .נקודה
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9yה לגרף הפונקצי  .51
x

 בנקודה  מעבירים משיקx a ברביע הראשון.  

  . את משוואתו של המשיק aהבע באמצעות . א  

  את נקודות החיתוך  aהבע באמצעות . ב  

  . של המשיק עם הצירים      

  המשיק ח המשולש שיוצר שטהראה ש. ג  

  וחשב את  a- עם הצירים אינו תלוי ב    

    .גודל השטח    
  

  

4yלגרף הפונקציה   .52
x

  מעבירים משיק  

xבנקודה  m ברביע הראשון .  

    .את משוואת המשיק mהבע באמצעות . א  

  ידוע שסכום אורכי הקטעים שמשיק זה . ב  

  . mמצא את . 10יוצר עם הצירים הוא               
    

  

  

1yלגרף הפונקציה   .53
x

 שבה מעבירים משיק בנקודה x t.  

  .את משוואת המשיק tהבע באמצעות . א  

     . לגרף הפונקציה שמחוץ (0;2)נתון כי המשיק עובר דרך הנקודה . ב  

  .מצא את שיעורי נקודת ההשקה        
  

לגרף הפונקציה  מעבירים משיק (0;3)דרך הנקודה   .54
2

1y
x

.  

  .מצא את שיעורי נקודת ההשקה  
  

;0)דרך הנקודה . א  .55 8) xמעבירים משיקים לגרף הפונקציה   11y
x 1



 .  

  .מצא את משוואות המשיקים     
  

(7;3)דרך הנקודה . ב   2xנקציה מעבירים משיקים לגרף הפו  5y
x 2



 .  

  . מצא את משוואות המשיקים    
  

  

kyלגרף הפונקציה   .56
x

  מעבירים משיק בנקודה שבהx 4 .  

;16)המשיק עובר דרך הנקודה    2) שמחוץ לגרף .  

   .kמצא את הערך של   
  
  

y

x

x

y
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נתונה הפונקציה   .57
2x x my

x
  . ישר המשיק לפונקציה בנקודה  

xשבה    2 חותך את ציר ה -y  בנקודה שבהy 2 . מצא אתm.  
  
  

xנמצאת על גרף הפונקציה  Aנקודה ה  .58 1f (x)
x
    והנקודהB  נמצאת

xעל גרף הפונקציה  3g(x)
x 2



  .y- מקביל לציר ה ABהקטע . 

fמשיק לגרף הפונקציה נתון כי ה (x)  בנקודהA  מקביל למשיק לגרף

  . Bבנקודה  g(x)הפונקציה 

  . B- ו Aמצא את שיעורי הנקודות 

  

k. א .34  :תשובות 2 ,(4;8)  .ב .y 2x 16   . 35 .א .a 5   אוa 9   .  

1. ב 1
4 4y x 1   .36.  1

2k  ,y 2x 2 . 37 .1
  . 165.96. ב.  2. א. 38.  171

b.40 . 5. ג.  4 .א. 39 3  ,c 5   .41. A 2 ,B 2.  42. a 3 ,b 2   .  

x. א. 46.  4 .44.  3. 43 4 .5. 47  .5או  3. ב .48 .a 2 ,(5; 3)    או  

8
9a 10 ,1 1

7 3(2 ;10 )  .49 .15  .50. a 4  ,b 2 . 51 .א .
2

9 18y x
aa

    .  

;0)18. ב )a ,(2a;0)  .2. א. 52.  ר"יח 18. ג
4 8y x

mm

   .4או  1. ב .  

. א .53
2
1 2y x

tt
    .1 .54  .(1;1).ב

4(2; y. א .55.  ( 3x 8  ,y 27x 8  .  

y. ב x 10   ,y 25x 82   . 56 .4  . 57. 3 . 58 .A( 1;0) ,B( 1;2).  
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  פונקציות רציונליות –נקודות קיצון 
  

של פונקציית פולינום ראינו ) פנימיות(כאשר למדנו למצוא נקודות קיצון 

קיימות שתי דרכים , כי כאשר בנקודה על הגרף הנגזרת שווה לאפס

  עיקריות לפיהן ניתן לקבוע האם הנקודה היא מינימום או מקסימום 

  .או שאינה נקודת קיצון

  .סימן הנגזרת השנייה בנקודה בעזרת –' דרך א

  .בעזרת טבלת עלייה וירידה –' דרך ב

  .ל"גם בפונקציות רציונליות ניתן להיעזר בשתי הדרכים הנ
  

    :דוגמה  

נתונה הפונקציה   
2x 25y

x
           .  

  

  .מצא את נקודות המינימום והמקסימום של הפונקציה  

  :פתרון  

ה היא  הנגזרת של הפונקצי  
2 2

2 2

2x x 1(x 25) x 25y '
x x

    .  
  

:  נקבל. נשווה את הנגזרת לאפס
2

2
x 25 0

x
  .נכפול במכנה המשותף .  

2x: נקבל 25 0  , 2כלומרx 25  ומכאןx 5  אוx 5 .  
  

   x- של הנקודות שקיבלנו נציב את שיעורי ה y- למצוא את שיעורי הכדי 

בפונקציה 
2x 25y

x
 .  

xנציב  5 ונקבל: 
25 25y 10

5
   . (10;5)היאהנקודה .  

  

xנציב  5  ונקבל  :
2( 5) 25

y 10
5

   


)הנקודה היא .  5; 10)  .  

נימום או מקסימום או שאינה נקודת נקבע עבור כל נקודה אם היא מי

  .קיצון
  

  

  .ניעזר בטבלה - ' אדרך 

ת טבלה ניעזר כדי למצוא נקודות קיצון של פונקציה רציונלית באמצעו

  :בשלבים הבאים

  .נמצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

yנקודות שבהן מתקיים של ה x- נמצא  את שיעורי ה. ב   ' 0.  

  מוגדרת שבהם הפונקציה אינה  x- נסמן על ציר מספרים את שיעורי ה. ג

yשבהם מתקיים  x- עורי היואת ש     ' 0. בכל אחד מהתחומים שנוצרו   

   האם הנגזרת חיובית או שליליתונבדוק בעזרתו  xנבחר ערך כלשהו של     

 האם קודה נקבע לפי סימן הנגזרת משני צידי הנ. באותו התחום    

  .מקסימום או שאינה נקודת קיצוןמינימום או היא     

 690
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



גבע
יואל 


 

  

את נקודות הקיצון של הפונקציה הנתונה בעזרת טבלה מצא נ
2x 25y

x
.  

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא  –' שלב א 0.  

yדות בהן נקושל ה x- שיעורי ה –' שלב ב ' 0 םה x 5 ו -x 5 .  

  בהם הפונקציה  x- נסמן על ציר מספרים את שיעורי ה –' שלב ג

xכלומר , אינה מוגדרת 0 .  

   x- ה ינסמן את שיעור, כמו כן

yשל הנקודות שבהן מתקיים  ' 0 .  

xבנקודות אלה הוא  x- שיעור ה 5   

x- ו 5 .  תחומים 4נוצרו.  

x- ם שמשמאל להתחום הראשון הוא התחו 5  .  

xהתחום השני הוא התחום שבין  5  ל -x 0.  

xהתחום השלישי הוא התחום שבין  0 ל -x 5.  

x- התחום הרביעי הוא התחום שמימין ל   5.  בכל אחד מהתחומים  

בנגזרת  ונציב אותו xשנוצרו נבחר ערך כלשהו של 
2

2
x 25y '

x
.   

  

המטרה העיקרית אינה למצוא את הערך של הנגזרת בכל תחום ! שים לב

  . באותו התחום אלא רק לקבוע האם הנגזרת חיובית או שלילית

  , יוון שהמכנה של הנגזרת הוא ביטוי שאינו יכול להיות שלילימכ

הוא אינו משפיע על סימן הנגזרת ולכן ניתן להציב במונה בלבד ולא 

  .חייבים להציב בביטוי המקורי של הנגזרת

2xנוכל להציב בביטוי , במילים אחרות 25 שהוא המונה של הנגזרת.  
  

. במונה של הנגזרת xשנוצרו נציב ערך כלשהו של   בכל אחד מהתחומים  
   

      2   תחום עלייה   
(x 6)y ' ( 6) 25 11 0        

  

   2תחום ירידה       
(x 3)y ' ( 3) 25 16 0         

  

         2תחום ירידה       
(x 3)y ' 3 25 16 0        

  

             2תחום עלייה       
(x 6)y ' 6 25 11 0      

    

  נסמן בטבלה את   

  :התוצאות שקיבלנו
    

xניתן לראות שבנקודה  5  ן הפונקציה עוברת מעלייה לירידה ולכ

xבנקודה , כמו כן. בנקודה זו יש לפונקציה מקסימום 5  הפונקציה

  .עוברת מירידה לעלייה ולכן בנקודה זו יש לפונקציה מינימום

), מינימום (10;5): נקודות הקיצון הן, לסיכום 5; 10)  מקסימום .  

5 50

x 6x 3x 3 x 6 

5 50

x 6x 3x 3 x 6 
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  . ("y)זר בסימן הנגזרת השנייה ניע - ' דרך ב  

הנגזרת הראשונה היא   
2

2
x 25y '

x
.  

    

:   נגזור שוב ונקבל  
2 2

2 2 4 3

2x x 2x(x 25) 50x 50
y"

(x ) x x

  
        

    

xנציב  5 ונקבל             :         (x 5) 3
50 50y" 0

1255
     

    

  .היא מינימוםולכן הנקודה  (10;5)נקודה בשנייה חיובית הנגזרת ה
    

xנציב             5  ונקבל   :          (x 5) 3

50 50
y" 0

125( 5)
   


  

)נקודה בהנגזרת השנייה שלילית    5; 10)   היא מקסימוםולכן הנקודה.      

), מינימום (10;5):נקודות הקיצון הן, לסיכום   5; 10)  מקסימום.  
                          

  שהמכנה שלה) שבר(כאשר הנגזרת הראשונה היא מנה  !כלל חשוב

החשודה  הנוכל לקבוע האם בנקוד, הוא ביטוי שאינו יכול להיות שלילי

  :השנייה חיובית או שלילית בצורה הבאהקיצון הנגזרת כנקודת 

  .נגזור רק את המונה של הנגזרת הראשונה. א  

  ' בביטוי שמצאנו בסעיף א ה החשודהשל הנקוד x- נציב את שיעור ה. ב

  .נקבע האם הנקודה היא מינימום או מקסימוםעל פי הסימן המתקבל ו    

הראשונה היא  בדוגמה זו הנגזרת, למשל      
2

2
x 25y '

x
.  

    המכנה הוא ביטוי שאינו יכול להיות שלילי ולכן נמצא נגזרת שנייה     

"y :נקבל . למונה בלבד     2xמונה בלבד  

xנציב        5 ונקבל:   (x 5)y" 2 5 10 0     מונה בלבד    

  .היא נקודת מינימום (10;5)ולכן הנקודה  תהנגזרת השנייה חיובי      

xנציב        5  ונקבל  :(x 5)y" 2( 5) 10 0      מונה בלבד    

)ולכן הנקודה  תהנגזרת השנייה שלילי       5; 10)  היא נקודת מקסימום.   
       

נניח כי הפונקציה היא  .ל"נוכיח את הכלל הנ
f (x)

y
g(x)

.  

 נגזרת הפונקציה היא   
 2

f '(x) g(x) g '(x) f (x)
y '

g(x)

    

כלומר  ,את המונה של הנגזרת h(x)- בנסמן   
 2

h(x)
y '

g(x)
 .  

1h(xאז , חשודה כנקודת קיצון 1xאם הנקודה  ) 0.  

"yאם נגזור את המונה בלבד נקבל   h '(x) מונה בלבד    

: ונקבל 1xנציב 
1(x ) 1y" h '(x ) מונה בלבד    
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  . נמצא כעת את הנגזרת השנייה

  : נקבל
 

 

2

4

h '(x) g(x) 2 g(x) g '(x) h(x)
y"

g(x)

    
  

  , 1xשל הנקודה החשודה  x- את שיעור ה "yבביטוי של אם נציב 

: נקבל
 

 1

2
1 1 1 1 1

(x ) 4
1

h '(x ) g(x ) 2 g(x ) g '(x ) h(x )
y"

g(x )

    
  

  

1h(xשהרי , המחובר הימני במונה מתאפס ) 0.  

   : נקבל
 

   1

2
1 1 1

(x ) 4 2

h '(x ) g(x ) 0 h '(x )
y"

g(x) g(x)

 
 .  

מאחר והמכנה  2g(x) סימן הנגזרת השנייה  ,חיובי בכל תחום ההגדרה  

1hהוא למעשה הסימן של  '(x   כלומר זהה לסימן המתקבל כאשר , (

   .מוצאים נגזרת שנייה רק למונה של הנגזרת הראשונה
  

  :דוגמה  

 הפונקציה נתונה  
2

3x 3y
x 2x 2
 
 

 .  

  .מינימום והמקסימום של הפונקציהמצא את נקודות ה

  :פתרון  

   .פי הנוסחה לנגזרת של מנת שתי פונקציות- על את הפונקציה נגזור

                   :נקבל
2 2

2 2 2 2

3(x 2x 2) (2x 2)( 3x 3) 3x 6xy '
(x 2x 2) (x 2x 2)

        
   

  

  

  :נקבל .לאפסנשווה את הנגזרת 
2

2 2
3x 6x 0

(x 2x 2)
 

 
23xכלומר ,  6x 0  

3x(xומכאן  2) 0 .  

x: פתרונות המשוואה הם 0   אוx 2.  

  בפונקציה ידי הצבה- על  y- ה יאת שיעור נמצא
2

3x 3y
x 2x 2
 
 

.             
    

xיב נצ   0 .נקבל: 
2

3 0 3y
0 2 0 2
  
  

yכלומר ,  1.5. (1.5;0) היא הנקודה.  

  

xנציב    2 .נקבל: 
2

3 2 3y
2 2 2 2
  
  

yכלומר ,  1.5 .  2)יא ההנקודה; 1.5).  

      .נקבע האם הנקודה היא מינימום או מקסימום או שאינה נקודת קיצון  
  

  .ניעזר בטבלה - ' אדרך 

yשל הנקודות שבהן מתקיים  x- נסמן על ציר מספרים את שיעורי ה ' 0 ,

xכלומר  0 ו -x 2.  

  . שבהם הפונקציה אינה מוגדרת x- סמן על הציר את ערכי הנכמו כן עלינו   
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  לאפס הפונקציה אינה מוגדרת נשווה  xכדי למצוא עבור אילו ערכי 

2x: נקבל .של הפונקציהאת המכנה  2x 2 0   .  

1,2   : נקבל. נפתור את המשוואה הריבועית
2 4x

2
 .  

    

  כלומר המכנה אף פעם לא שווה לאפס ולכן תחום , למשוואה אין פתרון

מאחר והפונקציה מוגדרת לכל ערך . xההגדרה של הפונקציה הוא כל 

  .תחומים שלושהנוצרו . אין סימונים נוספים על הציר, xשל 

x- התחום הראשון הוא התחום שמשמאל ל 0 .  

xהתחום השני הוא התחום שבין  0 ל -x 2.  

x- הוא התחום שמימין ל שלישיהתחום ה   2.  
    

ונבדוק בעזרתו  xבכל אחד מהתחומים שנוצרו נבחר ערך כלשהו של   

האם הנגזרת 
2

2 2
3x 6xy '

(x 2x 2)


 
  ת ובהתאם לתוצאהאו שלילי תחיובי 

    

  . נוכל לדעת האם הפונקציה עולה או יורדת באותו התחום

  הטבלה המתקבלת לאחר ההצבה   

  :משמאלמתוארת 

xניתן לראות שבנקודה  0   

  , הפונקציה עוברת מעלייה לירידה

xלכן בנקודה  0 מתקבל מקסימום.  

xכמו כן בנקודה  2  הפונקציה עוברת מירידה לעלייה לכן בנקודהx 2 

  .מינימוםמתקבל 

;2), מקסימום (1.5;0)הן ת הקיצון ונקוד, לסיכום   1.5) מינימום.  
  

  .ניעזר בסימן הנגזרת השנייה - ' דרך ב
  

:       הנגזרת הראשונה היא   
2

2 2
3x 6xy '

(x 2x 2)


 
  

ינו יכול כלומר הוא א, המכנה של הנגזרת הראשונה הוא ביטוי בריבוע

"y :לכן נמצא נגזרת שנייה למונה בלבד, להיות שלילי 6x 6  מונה בלבד                   

xנציב    0 ונקבל        :y" 6 0 6 6 0      מונה בלבד  

  .היא מקסימום (1.5;0)סימן הנגזרת השנייה הוא שלילי ולכן הנקודה   

xנציב    2 ונקבל         :y" 6 2 6 6 0     מונה בלבד  

;2)סימן הנגזרת השנייה הוא חיובי ולכן הנקודה    1.5) היא מינימום.      

;2),  סימוםמק (1.5;0):  נקודות הקיצון הן, לסיכום   1.5) מינימום.  
  

  :דוגמה

4x  נתונה הפונקציה   1y
x 2



  .הוכח שלפונקציה אין נקודות קיצון. 

  

0 2

x 1  x 1 x 3
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  :פתרון  

         :ונקבל הפונקציאת הנגזור   
2 2

4(x 2) 1(4x 1) 9y '
(x 2) (x 2)

    
 

  
        

 :נקבל. הנגזרת לאפס נשווה את  
2

9 0
(x 2)
 


9ומכאן   0 .    

    

   הנגזרת אף פעם לא שווה לאפס ולכןכלומר , למשוואה אין פתרון

  .  קיצוןלפונקציה אין נקודות 
  
  

  מצא את נקודות הקיצון של הפונקציות הבאות וקבע אם הן מינימום

 .או מקסימום
  

1.  
2
2xy

x 4



      2.  

2x 2x 1y
x 3
 


     3.      
2

2y
x 6x 10


 

 

  

4.  
2

2
x x 1y
x x 1

 
 

    5.  
22x 10x 9y

(x 5)(x 1)
 
 

            6.    2x 1y
x 3



   

  

7.  
2

x 2y
x
      8   . 

2

2
x x 1y
(x 3)
 


           9.     3 3y x
x

   

 

10.  
2

1y 2
x 3x

 


   11   .
2

2
x 4xy

x 4x 3
 

 
           12    .  

2

4

(x 2)
y

x


   

  

13.  
6

2

(x 3)
y

(x 2)




    14.  
2 2
16xy

(x 12)



    15.  

4

2
x 1y

x 3

    
 

 
  

הראה שלפונקציה   .16
2

2
x 4xy

x 4x 4


 
  .אין נקודות קיצון  

  

נתונה הפונקציה   .17
3xy

x 2



.  

yמצא את הנקודות על גרף הפונקציה שבהן מתקיים . א   ' 0.  

  האם היא נקודת ', קבע עבור כל אחת מהנקודות שמצאת בסעיף א. ב  

   .מינימום או נקודת מקסימום או שאינה נקודת קיצון              
  

מצא על גרף הפונקציה   .18
3 2

2
x x 4f (x)

x 4
 


  נקודה שאינה נקודת קיצון 

fאך מתקיים בה    '(x) 0 .   
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נתונה הפונקציה    .19
2

1y
x 9



 . 

x  קודות המשיקים לגרף הפונקציה בנ: הוכח 3  ו -x 3   חותכים זה

  .את זה בנקודת הקיצון של הפונקציה

 

1 .1 :תשובות
2(2; 1, מקסימום (

2( 2; )  מקסימום (0;1) .2. מינימום ,  

1 ,מקסימום (3;1).4  . מקסימום (2;3) .3  .מינימום (8;5)
3( 1; ) מינימום.    

5. ( 2;1) 1. 7  .אין .6 . מינימום (1.75;1), מקסימום
8( 4; ) ינימוםמ.    

;1). 9  .מינימום (0.107;0.2). 8 4) מקסימום ,( 1;4) מינימום .   

10. 51
2 9(1 ;1 ) .11.   מקסימום ( 2; 4)  מינימום (0;2) .12.  מקסימום,   

1
64(4; ), מינימום (0;3) .13  .מקסימום ( 4.5;28476.6) מינימום .  

14. 1
8(2; 1, מקסימום (

8( 2; )  1 .15.  מינימום
1296(3;   , מקסימום (

1, מינימום (0;1)
16( 1; )  מינימום (27;3).ב. (27;3), (0;0).א .17 . מקסימום ,

  .(1;0) .18.  אינה נקודת קיצון –  (0;0)
 
  

  

  פרמטרים מציאת –יצון נקודות ק
  

לפונקציה   . 20
2

ax 9
y

x 7x 10




 
x- יש נקודת קיצון ב   3 . מצא אתa.  

  

לפונקציה   .21
2 2x my
mx
 (m 0)  יש קיצון בנקודהx 2.  

  ).רשום את שתי האפשרויות( mמצא את . א  

מצא את נקודות המינימום והמקסימום , mעבור הערך החיובי של . ב  

 .של הפונקציה      
  

xלפונקציה   .22 4 2Ay
8 x
   יש מקסימום בנקודהx 4 .  

  .מצא את נקודת המינימום של הפונקציה. א  

  .מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת המינימום שלה. ב  

 
    

נתונה הפונקציה   .23
2x my

x
 . לפונקציה יש קיצון בנקודהx 5.  

  .mמצא את . א  

  . ש שתי נקודות קיצוןלפונקציה י. ב  

  .מצא את משוואת הישר העובר דרך שתי נקודות הקיצון      
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לפונקציה   .24
2

2

(x 3A)
y

x 4




4יש קיצון בנקודה שבה  
3x .  

  . Aחשב את הערך של . הוא מספר שלם Aהפרמטר   
  

2fהפונקציות   .25 (x) bx (a 1)x    ו -ag(x) bx 3
x

   מקבלות ערך קיצון  

xעבור    1 . מצא אתa  ואתb.  
  

נתונה הפונקציה   .26
2x axy
x b



 . 

xון כאשר לפונקציה יש קיצ 6  וכאשרx 2.  מצא אתa  ואתb. 

  
לגרף הפונקציה   .27

2

2
xy

x ax b


 
;1.5)- יש נקודת מקסימום ב  3) .  

  .bואת  aמצא את . א

 . מצא את שיעוריה, אם כן? האם יש לפונקציה נקודת מינימום. ב

  
לגרף הפונקציה   .28

2x kxy
tx 1



1משיק ששיפועו  (0;1)מעבירים בנקודה  
4.  

  .kואת  tמצא את . א  

  .מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה. ב  

  
נתונה הפונקציה   .29

2
1f (x)

x 6x a


 
.   

  . 1ערך הפונקציה בנקודת הקיצון שלה הוא   

  . a הערך של מצא את. א

fהוכח שלפונקציה הנגזרת . ב '(x) אין נקודות קיצון .  

  

לפונקציה   .30
3 5

k mf (x)
x x

  2- יש נקודת קיצון ב
625(5; ) .  

  .mואת  kמצא את . א

fהפונקציה . ב (x)  היא נגזרת של פונקציה אחרתg(x) , כלומרg '(x) f (x).  

x- מצא את שיעור ה       .הקיצון וקבע את סוג g(x)של נקודות הקיצון של  

fזהה לתחום ההגדרה של  g(x)הנח שתחום ההגדרה של      (x) .  
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2הפונקציה נתונה   .31
2

1f (x) k x
x

   
 

. 

fהוכח שהפונקציה . א (x) היא פונקציה זוגית.  

  אחת מנקודות של  y- שיעור ה. לפונקציה יש שתי נקודות מינימום. ב

  . 6המינימום הוא     

  ? בנקודת המינימום השנייה של הפונקציה y- מהו שיעור ה    

  .k הערך שלמצא את . ג

  

), מינימום (2;2). ב.  2או  2. א .21 . 9. 20  :תשובות 2; 2)  מקסימום .  

1.א .22
2(4; 1. ב . (

2y .  23. ב.   25. א .y 2x  .24. 1 . 25. 1
3a  ,1

3b    .  

26. a 3 ,b 4   .27. א .a 4  ,b 3 .א .28 . (0;0), כן. ב .t 3 ,k 1   .  

1. ב 1
3 9( ; ) מינימום ,( 1; 1)  א. 30   .8. א. 29 . מקסימום .k 1, m 15 .  

x. ב 15 מינימום ,x 15  3. ג.  6. ב .31.  םינימומ   .  
  

  הבעה באמצעות פרמטרים –נקודות קיצון 
  

נתונה הפונקציה   .32
2

1y
x 2kx




 ,k 0 .  

  .הקיצוןשל הפונקציה וקבע את סוג את נקודת הקיצון  kהבע באמצעות   

  
נתונה הפונקציה    .33

2 2
xy

x 2x b


 
  (b 1) .  

  . xהוכח שהפונקציה מוגדרת  לכל ערך של . א  

  . את נקודות הקיצון של הפונקציה bת הבע באמצעו. ב

1אם ערך הפונקציה בנקודת המקסימום שלה הוא  bמצא את . ג  
8. 

  
נתונה הפונקציה     .34

2x mx 1y
x

 .  

  .m- של נקודות הקיצון של הפונקציה אינו תלוי ב x- שיעור ה: הוכח. א      

  . ל"את נקודות הקיצון הנ mהבע על ידי . ב      
  
  

נתונה הפונקציה   .35
2

x m
f (x)

x


 ,m 0.  

mאם ) 1: (ן של הפונקציהמצא את נקודת הקיצו. א   0) .2 ( אםm 0.  

yאם נקודת הקיצון של הפונקציה נמצאת על הישר  mמצא את . ב   2x  .  
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1yנתונה הפונקציה    .36 x
x m

 


 )m פרמטר.(  

  שעבורם מתאפסת הנגזרת , xאת שני ערכי  mהבע באמצעות . א        

1- כך ש 2x- וב 1x- סמן אותם ב. של הפונקציה      2x x.  

1- אם ידוע ש, m חשב את. ב         2x 2x.  
  

: נתונה הפונקציה  .37
2 2

2
k xy
(x 1)




 .  

  :וקבע את סוגה את נקודת הקיצון של הפונקציה kהבע באמצעות 

kאם . א 1      .1אם . ב k 1       .אם . גk 1     .אם . דk 1.  
  

  
  

נתונה הפונקציה   .38
2x 3x 4 ky

x k
  


 ,k 2 . מצא את נקודות המינימום

  ).kהיעזר בפרמטר , רךבמידת הצו(והמקסימום של הפונקציה 
  

נתונה הפונקציה   .39
2

2
x kf (x)
x 9




 ,k 9.  

fפונקציה ההוכח ש. א   (x) היא פונקציה זוגית.  

   .נקודת הקיצון של הפונקציה ימצא את שיעור. ב  

  .נקודת הקיצון היא מסוג מינימום ) k) :1קבע לאילו ערכי . ג

  . נקודת הקיצון היא מסוג מקסימום) 2(                                  

yישר המשיק לפונקציה בנקודה שבה . ד   2 מקביל לציר ה -x.  

  .k מצא את הערך של      
  
  

 .32 :תשובות
2

1(k; )
k

 1. ב .33  .מקסימום(b; )
2b 2

  , מקסימום 

1( b; )
2b 2



2;1). ב .34  .3. ג.  מינימום  m) מינימום ,( 1; 2 m)   מקסימום.  

1) 1. (א .35
4m(2m; 1) 2.  (מקסימום (

4m(2m; 1. ב.  מינימום (
1או  4

4.  

1x. א .36 1 m  ,2x 1 m     .3. ב.  37. א .
2

2
2

k(k ; )
1 k

    .מינימום 

. ב
2

2
2

k(k ; )
1 k

. ג .מקסימום 
2

2
2

k(k ; )
1 k

, מקסימום (1;2) .38.   אין. ד  .מינימום 

(2k 2;4k 7)  ב .39  .מינימום .k(0; )
9

k) 1. (ג.   9.   )2 (k 9 .  18. ד.  
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    תחומי עלייה וירידה – פונקציות רציונליות
  

  וכל להיעזרנלית י עלייה וירידה של פונקציה רציונכדי למצוא תחומ  

  :בשלבים הבאים  

  .חום ההגדרה של הפונקציהנמצא את ת. א  

yבהן מתקיים ששל הנקודות  x- נמצא  את שיעור ה. ב   ' 0.  

  שעבורם הפונקציה אינה  x- ה ערכינסמן על ציר מספרים את . ג

yשבהם מתקיים  x- מוגדרת ואת שיעורי ה     ' 0  ונבדוק בכל אחד  

  .מהתחומים שנוצרו האם ערך הנגזרת הוא חיובי או שלילי    

  .רת נקבע את תחומי העלייה והירידה של הפונקציהלפי סימן הנגז      

  .נסביר זאת באמצעות מספר דוגמאות      
  

  :דוגמה  

פונקציה מצא את תחומי העלייה והירידה של ה  
2
x 3y

x x 2

 

.  

  :פתרון  

  .נמצא את תחום ההגדרה של הפונקציה :'שלב א  

2x :נשווה את המכנה לאפס x 2 0   . פתרונות המשוואה הםx 2   

xאו  1  , הוא של הפונקציה תחום ההגדרה לכןx 2 ,x 1 .  
    

  .שווה לאפס בהן הנגזרתשבנקודות  x- נמצא את שיעורי ה :'שלב ב  

 :נגזרת הפונקציה היא  
2 2

2 2 2 2

1(x x 2) (2x 1)(x 3) x 6x 5y '
(x x 2) (x x 2)

        
   

  

 :נקבל. נשווה את הנגזרת לאפס
2

2 2
x 6x 5 0

(x x 2)
   

 
2xכלומר ,  6x 5 0   . 

x: פתרונות המשוואה הם 5   אוx 1.  
                                                                                                   

  בהןששל הנקודות  x- נסמן על ציר מספרים את שיעור ה  :'ג שלב  

yמתקיים    ' 0 .שיעור ה -x  בנקודות אלה הואx 5 ו -x 1.  

 הפונקציה אינה מוגדרת בהם x- ה ערכיציר את הנסמן על , כמו כן  

xשהם    2  ו -x 1 .  

  .נוצרו חמישה תחומים  

    
  

  ונבדוק בעזרתו    xבכל אחד מהתחומים שנוצרו נבחר ערך כלשהו של          

האם ערך הנגזרת הראשונה           
2

2 2
x 6x 5y '

(x x 2)
  

 
  . או שלילי חיוביהוא  

      

  תחום שבו ערך הנגזרת הוא חיובי הוא תחום עלייה של הפונקציה   

  .ותחום שבו ערך הנגזרת הוא שלילי הוא תחום ירידה של הפונקציה

1

x 2  x 0 x 1.5 x 4

1 52

x 6
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  המטרה העיקרית אינה למצוא את הערך של הנגזרת בכל !שים לב

  .  תחום אלא רק לקבוע האם הנגזרת חיובית או שלילית באותו התחום

  , יוון שהמכנה של הנגזרת הוא ביטוי שאינו יכול  להיות שלילימכ

   במונה בלבדהוא אינו משפיע על סימן הנגזרת ולכן ניתן להציב 

  בכל אחד מהתחומים . ולא חייבים להציב בביטוי המקורי של הנגזרת

    .ונציב אותו במונה של הנגזרת xשנוצרו נבחר ערך כלשהו של 
  

    2     תחום ירידה  
(x 2)y ' ( 2) 6( 2) 5 21 0          מונה  

            2     ירידהתחום   
(x 0)y ' 0 6 0 5 5 0         מונה  

       2   תחום עלייה    
(x 1.5)y ' 1.5 6 1.5 5 1.75 0        מונה  

           2     עלייהחום ת  
(x 4)y ' 4 6 4 5 3 0        מונה  

               2      תחום ירידה  
(x 6)y ' 6 6 6 5 5 0         מונה  

  

  נסמן בטבלה את 

  :התוצאות שקיבלנו
  
  

    

  .ירידהעל פי הטבלה נוכל לרשום את תחומי העלייה וה  

2 :תחומי העלייה הם   x 5  1 או x 2 .  

x: תחומי הירידה הם   5    1או x 1      אוx 1 .  
    

  :דוגמה

הפונקציה נתונה   
3xy

x 2



 .  

  

 

  .צא את נקודות הקיצון ואת תחומי העלייה והירידה של הפונקציהמ
   

  :פתרון

:   הפונקציה נגזור את  
2 3 3 2 3 3 2

2 2 2

3x (x 2) 1 x 3x 6x x 2x 6xy '
(x 2) (x 2) (x 2)

       
  

   
 

 :נקבל. נשווה את הנגזרת לאפס
3 2

2
2x 6x 0
(x 2)

 


3כלומר ,  22x 6x 0  

22xומכאן  (x 3) 0  .  

x  :שוואה הםפתרונות המ 3   אוx 0.                                                               
    

xנציב  0  ונקבל בפונקציהy 0 . (0;0)הנקודה היא.  

xנציב  3  ונקבל בפונקציהy 27 . (27;3)הנקודה היא.  

   נסמן על ציר מספרים את  .בטבלהכדי לקבוע את סוג הקיצון ניעזר 

yבהן מתקיים ששל הנקודות  x- שיעור ה ' 0. שיעור ה -x  בנקודות 

xאלה הוא  0 ו -x 3 . 

1

x 2  x 0 x 1.5 x 4

1 52

x 6
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 . הפונקציה אינה מוגדרת בוש x- יר את שיעור הנסמן על הצ, כמו כן           

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא  2 0    כלומר x 2  ולכן נסמן 

xבטבלה גם  2 .  

  בכל אחד מהתחומים שנוצרו 

   xנבחר ערך כלשהו של 

  ונציב אותו במונה

של הנגזרת שהיא   
3 2

2
2x 6xy '
(x 2)




.  
  

        3    ירידה  22 ( 1) 6( 1) 8 0        (x 1)y '  מונה בלבד     

                3    ירידה  22 1 6 1 4 0       (x 1)y '  מונה בלבד      

    3    ירידה  22 2.5 6 2.5 6.25 0       (x 2.5)y '  מונה בלבד      

               3    עלייה  22 4 6 4 32 0      (x 4)y '  מונה בלבד       
  

xבנקודה , פי הטבלה- על  3  הפונקציה עוברת מירידה לעלייה  

    ניתן לראות , לעומת זאת .היא נקודת מינימום (27;3)ולכן הנקודה  

xשהפונקציה יורדת גם מימין לנקודה   0  וגם משמאל לנקודהx 0     

    נקודה זו נכללת בתחומי הירידה ולכן  .קיצון ןאי זו נקודהבולכן  

xתחומי העלייה הם   3  2ותחומי הירידה הם x 3   אוx 2.  
    

xראינו כי בנקודה  :הערה 0  אך , שווה לאפסהראשונה הנגזרת  

  בהמשך נראה שנקודה כזו היא נקודת . נקודת קיצון הנקודה אינה

  . x- דרכה מקביל לציר ה פיתול שהמשיק
 

 
   

  :  מהפונקציות הבאות מצא עבור כל אחת

  .חומי עלייה וירידהת. ב .  תחום הגדרה. א
  
  

1.  
2x 2x 1y

x 2
 


    2.  
2

4x 3y
x 1




        3    .
2

x 6y
x 7x 10


 

  

  

  : מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציות הבאות
 
 
 
  

4.  
2x 6x 10y

3 x
 


    5     .
2

2
x 5y
x 1




      6 .  
2

x 1y
(x 2)




    

  

7.  
2

1y x
2x

              8.   x 1y
(x 3)(x 2)


 

         9 .  
3

2y
x 12x




    

  

x 1  x 1 x 2.5

0 32

x 4
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     :עבור כל אחת מהפונקציות הבאות מצא

 .תחומי עלייה וירידה. ג.    נקודות קיצון. ב .    תחום ההגדרה. א
  
  

  

10.  
2

1y
x 2x 8


 

       11.    
2
x 2y

x x 2

 

    12.     x 50y
2 x

   

  
2xהוכח שהפונקציה . א  .13 1y

x 2



  .יורדת בכל תחום הגדרתה 
  

3הוכח שהפונקציה . ב   2y 5x
x

  עולה בכל תחום הגדרתה. 

  

קציה נתונה הפונ  .14
3

2
xf (x)

x 4



 .  

fמצא את הנקודות על גרף הפונקציה שבהן . א   '(x) 0  וקבע עבור  

  .כל אחת מהן אם היא נקודת קיצון              

  .מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. ב  

  
 :תחומי העלייה והירידה של הפונקציות הבאותמצא את 

  

15.   
4

3xy
(x 2)




         16.   
4

3

(x 1)
y =

(x + 2)


          17.    6x +1y =

x - 2
  

  
נתונה הפונקציה   .18

2
3y

x 16



  :קבע האם הפונקציה עולה או יורדת. 

xבנקודה . א   1  .   בנקודה . בx 1     .   

xבנקודה . ג 5     .  בנקודה . דx 5 . 

  
נתונה הפונקציה   .19

2
1y

x 2x 2


 
.  

xהראה שהפונקציה עולה בנקודה . א   0.  

  ?הפונקציה ממשיכה לעלות xעד איזה ערך של . ב  

  
נתונה הפונקציה   .20 

2

2
x mxy

x 2x 2


 
 .  

xהפונקציה עולה עבור    1  ויורדת עבורx 1 . מצא אתm.  

  

הפונקציה   .21
3x ay
x
 קודה עולה בנx 1 וידוע שנגזרת הפונקציה  

xאינה מתאפסת בנקודה    1 . בו נמצא שתחום את המצאa.  
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תחום ההגדרה של הפונקציה   .22
2
x 2f (x)

x kx



xהוא   0 ,x 5.  

  .kמצא את הערך של . א  

 .הוכח שהפונקציה יורדת בכל תחום הגדרתה. ב  
  

xנתונה הפונקציה   .23 kf (x)
x 3



 ,k 3.  מצא לאילו ערכים שלk   

fהפונקציה    (x)  יורדת לכלx בתחום ההגדרה שלה.  
  

נתונה הפונקציה   .24
2

x 1f (x)
2x x




.  

0מוגדרת בתחום  g(x)הפונקציה    x 2   ומקיימת בתחום זהg '(x) f (x).  

 . g(x)מי העלייה והירידה של הפונקציה מצא את תחו  

  

נתונה הפונקציה   .25
2xf (x)

x a



 (a 0) . 

    :aהבע באמצעות . א  

  .ירידהתחומי עלייה ו) 3(   .נקודות קיצון) 2(.    תחום הגדרה) 1(     

y נתון כי אחת מנקודות הקיצון של הפונקציה נמצאת על הישר. ב x 4  .  

  .aמצא את הערך של      

  

  

נתונה הפונקציה   .26
2
xy

x b



.  

b: נתון. א   0.  

  .תחומי עלייה וירידה) 3. (ות קיצוןנקוד )2( .תחום הגדרה) 1: (מצא       

b: נתון. ב   0.  

  .תחומי עלייה וירידה) 3. (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא       
       

נתונה הפונקציה   .27
3

2

(x 2a)
y

(x a)




 ,a 0 . הבע באמצעותa  את נקודות

  .הקיצון ואת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה
  

 

xנתונה הפונקציה   .28 af (x)
x b



  a 0) ,b 0 ,(a b . המשיקים לגרף  

  .ילים זה לזההפונקציה בנקודות החיתוך שלה עם הצירים מקב  

a: הוכח. א   2b.  

aהוכח שכאשר . ב   2b הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתה .  
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x. א .1  : תשובות 2  .עלייה. ב :x 3   אוx 1 ,2: ירידה x 3   1או x 2 .  

1:  עלייה. ב.  xכל . א .2
22 x   ,1:ירידה

2x   אוx 2   .3. א .x 2 ,x 5   .  

5: עלייה. ב x 8   4או x 5  ,ירידה :x 8    2או x 4    אוx 2  .  

3: עלייה .4 x 4  2או   x 3  ,רידהי  :x 4   אוx 2 .5. 1: עלייה x 0     

xאו  < x: ירידה ;1- 1   0או x 1 .  6. 4: עלייה x 2    ,ירידה :x 2    

xאו  4 .  7. עלייה :x 1  אוx 0 ;0: ירידה x 1  . 8. אף  : עלייהx ;

x: ירידה 2  3או x 2    אוx 3  .9. 0: עלייה x 2   2או x 0  ;   

x: ירידה 12   2או x 12   12או x 2     אוx 12 .  10. א .x 4 ,

x 2    .1. ב
9(1; ) 2: עלייה. ג   .מקסימום x 1    אוx 2 .   

x: ירידה 4  1או x 4 .  11. א .x 2 ,x 1   .0). ב; 1) מקסימום ,  

1
9( 4; )  1 :עלייה. ג.  מינימום x 0    4או x 1    .ירידה :x 2  0או x 2  

xאו  4  . 12. א .x 0  .ב .( 10;10) 10), מינימום; 10) מקסימום  .  

0: עלייה. ג x 10   10או x 0   ;ירידה :x 10  אוx 10  .  

). א. 14 12; 5.196)  מקסימום ;( .  אינה נקודת קיצון (0;0), מינימום (5.196;12

x: עלייה. ב 12 xאו   12  ;2: ירידה x 12   2או x 2    או

12 x 2    . 15  .2: עלייה
3 x 2   ,ירידה :x 2  2או

3x  .   

x: עלייה. 16 1  אוx 11  ; 2: ירידה x 1    11או x 2    .  

1: עלייה.  17 x 2   ; ירידה :x 2  אוx 1   .18  .עולה. ב.   יורדת. א   .  

x. ב.  19.  עולה. ד.  יורדת. ג 1 . 20. 2 . 21  .a 2.  22. 23.  5. א  .k 3.   

1: עלייה .24 x 2 ; 0 :ירידה x 1   .25 .1. (א (x a  .  

x: עלייה) 3. (מינימום (2a;4a), מקסימום (0;0)) 2( 2a  אוx 0 ;  

a: ירידה x 2a   0או x a   .1. (א. 26.  2. ב (x b ,x b ) .2 (אין .  

x: ירידה ;אין: עלייה) 3( b  אוb x b    אוx b   .כל ) 1. (בx .  

)2 (b( b;
2b

  מקסימום ,b( b; )
2b
  עלייה) 3. (מינימום :b x b    ;  

x: ירידה b   אוx b    .27 .( 7a; 20.25a)  מקסימום .   

x: עלייה a   אוx 7a ; 7: ירידהa x a   .  
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  אסימפטוטות אנכיות –פונקציות רציונליות 

  התנהגות פונקציה בסביבה של נקודת אי הגדרה
  

  . ראינו כי פונקציה רציונלית אינה מוגדרת כאשר המכנה שלה שווה לאפס  

1yנבחן למשל את הפונקציה 
x 3




 .  

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא  3 , כלומר גרף הפונקציה אינו עובר

xבנקודה שבה  3 . כדי לדעת כיצד מתנהג גרף הפונקציה בסביבה שמימין

x- ל 3 ובסביבה שמשמאל ל -x 3 3- נבנה טבלת ערכים הקרובים ל .

  :  נקבל

      
  

     

x- מימין ל הנמצאים xניתן לראות שעבור ערכי    3   

x- והולכים ומתקרבים ל   3 ,ערכי ה -y   

  של הפונקציה הולכים וגדלים ושואפים   

  הסיבה לכך  .)( לפלוס אינסוף  

  הנמצאים  xכאשר מציבים ערכי ש היא  

x- מימין ל   3 והולכים ומתקרבים ל -x 3 ,  

  . המכנה הוא מספר חיובי שהולך ומתקרב לאפס  

הרי המנה כולה חיובית והיא הולכת , 1- מאחר והמונה קבוע ושווה ל  

)וגדלה ושואפת לפלוס אינסוף    ) .עבור ערכי , בדרך דומהx  הנמצאים

x- משמאל ל   3 והולכים ומתקרבים ל -x 3 ,ערכי ה -y  של הפונקציה

כאשר ש הסיבה לכך היא. )(למינוס אינסוף הולכים וקטנים ושואפים   

xמציבים ערכי    x- הנמצאים משמאל ל  3 והולכים ומתקרבים ל -x 3 ,

מאחר והמונה קבוע . מכנה הוא מספר שלילי שהולך ומתקרב לאפסה  

הרי המנה כולה שלילית והיא הולכת וקטנה ושואפת למינוס , 1- ושווה ל  

)אינסוף    ) .  
  

  אסימפטוטה אנכית

1xישר מהצורה : הגדרה x יר ההמאונך לצ -x  נקרא אסימפטוטה

f אנכית לפונקציה (x) , אם עבור ערכיx 1- שמתקרבים לx  משמאל

fהפונקציה ערכי , או מימין (x)  שואפים לפלוס אינסוף( ) או  

)למינוס אינסוף ) .  

1yבפונקציה , על פי הגדרה זו  
x 3




  , שהגרף שלה תואר לעיל, 

xהישר  3 הוא אסימפטוטה אנכית .  

x

y x 3

2.9

100

3.01

10y אין  10 1000

x 2.99 3

100

3.13.0012.999

1000
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  : דוגמה  

את גרף הפונקציה  שרטט
2

3y
x

 בסביבה שמימין ומשמאל ל -x 0.  

  : פתרון

x- הפונקציה אינה מוגדרת ב 0 . כדי לדעת כיצד נראה גרף הפונקציה

x- בסביבה שמימין ל 0 ובסביבה שמשמאל ל -x 0 , נבנה טבלת

  .0- קרובים לערכים ה
  

  

  
  

  
   :נקבל את התיאור הגרפי הבא  

  

  

 
  

x- הנמצאים מימין ל xניתן לראות שעבור ערכי  0  והולכים  

x- ומתקרבים ל 0 ,ערכי ה -y ל הפונקציה הולכים וגדלים ושואפים ש

x- הנמצאים משמאל ל xעבור ערכי , כמו כן. )( לפלוס אינסוף 0 

x- והולכים ומתקרבים ל 0 ,ערכי ה -y נקציה הולכים וגדלים של הפו

    .)( לפלוס אינסוףושואפים 

  שהולכים ומתקרבים לאפס  xהסיבה לכך היא שכאשר מציבים ערכי 

  . הוא מספר חיובי שהולך ומתקרב לאפס 2xהמכנה , )מימין או משמאל(

  הרי המנה כולה חיובית והיא הולכת , 3- קבוע ושווה למאחר והמונה 

x- גם בסביבה שמימין ל, וגדלה ושואפת לפלוס אינסוף 0  וגם בסביבה  

x- שמשמאל ל 0.  

1xראינו כי ישר מהצורה  x פטוטה אנכית לפונקציה נקרא אסימf (x) ,  

  ערכי הפונקציה , משמאל או מימין 1x- שמתקרבים ל xאם עבור ערכי 

f (x) שואפים לפלוס אינסוף או למינוס אינסוף .  

xנו הישר שלפניבמקרה , על פי הגדרה זו 0 )ציר ה -y (  

   .הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה
   

  ! לב םשי     

  .לפונקציה יכולה להיות גם יותר מאסימפטוטה אנכית אחת. א     

  או מתלכד עם ( y- אסימפטוטה אנכית תהיה תמיד קו המקביל לציר ה. ב     

  ).y- ציר ה         
  

x

y

x

y

2

3

0.5

0.75 אין

1 0.5 1

0.753

2

12

0

12

0.1

300

0.1

300

 707
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



גבע
יואל 


 

  השלבים למציאת אסימפטוטות אנכיות לפונקציה רציונלית
  

  .משווים את המכנה לאפס ופותרים את המשוואה המתקבלת. א

  יכולים להוות אסימפטוטות) אם מתקבלים(הפתרונות המתקבלים     

  .אנכיות לפונקציה    

  .'מציבים במונה כל אחד מהפתרונות שהתקבלו בשלב א. ב        

  מתקבל במונה מספר שונה, 1xמציבים במונה את הפתרון  כאשראם              

1xאז הישר , מאפס      x הוא אסימפטוטה אנכית של הפונקציה.   

  קיים חשד , המונה מתאפס, 1xת הפתרון מציבים במונה א כאשראם  .ג          

1xשהישר               x אלא נוצר, אינו  אסימפטוטה אנכית של הפונקציה  

  קיימות שתי דרכים לפיהן נוכל  במצב כזה. 1xבגרף בנקודה " חור"             

  . בגרף" חור"להחליט האם מתקבלת אסימפטוטה או נוצר              

  לאחר הצמצום  .כמה שאפשרמצמצמים את הפונקציה עד  – 'דרך א      

1xהישר אז , ןאם כ. מאפס את המכנה 1xערך ה םבודקים א     x  

1xהישר ז א, ואם לא ,אסימפטוטה אנכיתהוא      x  אסימפטוטה אינו  

   .1xבנקודה  בגרף" חור"אלא נוצר , אנכית    

  יותר  1x- לההולכים ומתקרבים  xמציבים בפונקציה ערכי  – 'בדרך     

  קציה הולך ומשתנה ומתקרב לפלוס אינסוף או אם ערך הפונ. ויותר    

1xאז מתקבלת אסימפטוטה אנכית , למינוס אינסוף     x ,ואילו אם  

  .בגרף" חור"נוצר , ערך הפונקציה הולך ומתקרב למספר מסוים    
  

   :דוגמה

מצא את האסימפטוטה האנכית של הפונקציה  
2xy

x 4



.  

    :פתרון  

x:נקבל. נשווה את המכנה לאפס 4 0  , כלומרx 4.  

xאם נציב במונה  4  כלומר הפתרון , 16נקבלx 4  אינו מאפס  

xלכן הישר , את המונה 4 הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה .  
  

xלאחר שיודעים שהפונקציה אינה מוגדרת עבור  :הערה 4 , אפשר

  לפי התנהגות הפונקציה גם להעריך האם קיימת אסימפטוטה אנכית   

   xמציבים בפונקציה ערכי  אם, למשל .ההגדרה- אי נקודת בסביבת

  , 4- ומתקרבים ל והולכים 4- גדולים מ

xהמכנה  4  הוא מספר חיובי  

  , 24- שואף ל 2xהמונה , ששואף לאפס

  ומכאן שהשבר כולו  16כלומר 

)חיובי שואף לפלוס אינסוף  ) .  

   xמציבים בפונקציה ערכי  אם, כמו כן

x

y
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xהמכנה , 4- והולכים ומתקרבים ל 4- קטנים מ 4 הוא מספר שלילי   

   ומכאן שהשבר כולו 16כלומר , 24- שואף ל 2xהמונה , ששואף לאפס

)שלילי ושואף למינוס אינסוף  ) .  

xדה הפונקציה בסביבת הנקו על סמך התנהגות 4 ישר ניתן לדעת שה  

x 4 הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה .  
                                                                                                                                                                          

   :דוגמה  

מצא את האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה 
2

5x 1y
x 9




.  

  : פתרון  

2x:נקבל. נשווה את המכנה לאפס 9 0  ,2 כלומרx 9 .  

x פתרונות המשוואה הם 3  אוx 3  .  

xנציב  3 5: נקבל. במונה 3 1  , פתרון זה אינו מאפס . 16כלומר  

xאת המונה ולכן הישר  3 הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה .  

xנציב  3  5נקבל . במונה ( 3) 1   , 14כלומר . פתרון זה אינו מאפס

xאת המונה ולכן גם הישר    3    .הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה 

xהישרים , לסיכום 3 ו -x 3  אסימפטוטות אנכיות לפונקציה הם.  

  
  

  כאשר נרצה לשרטט גרף של פונקציה שיש לה האסימפטוטה  :הערה

1xאנכית  x ,כלומר , נעדיף לשרטט תחילה את האסימפטוטה האנכית  

1xנצייר את הישר  x .נבחן את ההתנהגות של גרף הפונקציה , אחר כך  

  .ביבה שמימין לאסימפטוטה ובסביבה שמשמאל לאסימפטוטהבס

  ).נזכור כמובן שגרף הפונקציה אינו חותך את האסימפטוטה האנכית שלו(

1x מימין לאסימפטוטהכדי לדעת כיצד נראה הגרף . א = x ,      נציב  

  .1x- והולכים ומתקרבים ל 1x- ן להנמצאים מימי xבפונקציה ערכי     

)הולכים ומתקרבים לפלוס אינסוף  y- אם ערכי ה) 1(     ) ,  

  צורת הגרף בסביבה שמימין      

  :לאסימפטוטה תהיה כך     

  

  

  .יורדתבה שמימין לאסימפטוטה הפונקציה בסבי, במצב כזה 

  

)הולכים ומתקרבים למינוס אינסוף  y- אם ערכי ה) 2(     ) ,  

  צורת הגרף בסביבה שמימין      

  :לאסימפטוטה תהיה כך     
  

   

  .עולהבסביבה שמימין לאסימפטוטה הפונקציה , במצב כזה   
  

1x x

1x x
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1x משמאל לאסימפטוטהכדי לדעת כיצד נראה הגרף . ב  = x ,      נציב  

  .1x- והולכים ומתקרבים ל 1x- הנמצאים משמאל ל xבפונקציה ערכי      
  

)הולכים ומתקרבים לפלוס אינסוף  y- אם ערכי ה) 1(       ) ,  

  צורת הגרף בסביבה שמשמאל      

  :לאסימפטוטה תהיה כך       
  

  .עולהבסביבה שמשמאל לאסימפטוטה הפונקציה , במצב כזה 

)וף הולכים ומתקרבים למינוס אינס y- אם ערכי ה) 2(      ) ,  

  צורת הגרף בסביבה שמשמאל        

  :לאסימפטוטה תהיה כך       
  

  .יורדתבסביבה שמשמאל לאסימפטוטה הפונקציה , במצב כזה 
  

  :דוגמה

מצא את האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה 
2

x 2y
x 6x 8


 

.  

  :פתרון

2x :   נקבל. נשווה את המכנה לאפס 6x 8 0    

x:     פתרונות המשוואה הם 4     אוx 2    

xנציב  4 4 :נקבל. במונה 2 , הפתרון . 2כלומרx 4  אינו מאפס  

xלכן הישר , את המונה 4  אנכית לפונקציההוא אסימפטוטה .  

xנציב  2 2 :נקבל. במונה 2 , הפתרון . 0כלומרx 2 מאפס את המונה,  

x- כן  קיימת אפשרות שבל 2 לא מתקבלת אסימפטוטה אנכית,  

  .לפי שתי הדרכים שהצגנונבדוק זאת  ".חור בגרף"אלא קיים 

  .נצמצם את הפונקציה ככל שאפשר תחילה :'דרך א

      : נקבל
2

x 2 x 2 1y
(x 2)(x 4) x 4x 6x 8

   
   

  

1yלאחר צמצום היא  ההפונקציה שהתקבל
x 4




.  

xהפתרון  2 אינו מאפס את המכנה ,  

      לכן לא מתקבלת בו אסימפטוטה

  ". חור בגרף"אלא נוצר , אנכית

  לפונקציה יש אסימפטוטה , לסיכום

xאנכית אחת והיא הישר  4.  

  : כמתואר משמאל גרף הפונקציה נראה
  

הפונקציה הנתונה היא  !שים לב
2

x 2f (x)
x 6x 8


 

.   

xפונקציה זו מוגדרת עבור  2 ,x 4.  

1x x

1x x

x

y
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1תוצאת הצמצום היא 
x 4

fלכן ניתן להגדיר את הפונקציה ,  (x)  

1f: באופן הבא (x)
x 4




 ,x 2.   

xכאשר , למעשה 2 ,של  גרףהf (x)  1זהה לגרף של הפונקציהg(x)
x 4




 .  

xמוגדרת עבור  g(x)- שני הגרפים הוא ש ההבדל בין 2 ,ואילו f (x)   

xאינה מוגדרת עבור  2 בנקודה זו "חור" גרף שלהב ומתקבל .  

xשנציב  על ידי כך" חור"חשב את שיעורי הנקודה בה מתקבל נוכל ל 2   

1g(x)במשוואה 
x 4




1: בלנק. 
2g(2)   ,1החור היא  לכן נקודת

2(2; ) .

fכדי לשרטט את הגרף של , למעשה (x) ,לשרטט את הגרף של  נוכלg(x) ,

1תוך ציון חור בנקודה 
2(2; ).  

  

  . מימין ומשמאל 2- שקרובים ל xערכי המקורית קציה נציב בפונ: 'דרך ב

xנציב  –מימין  2.001  ונקבלy 0.50025  . נציבx 2.0001  ונקבל  

y 0.500025  . ב נצי  –משמאלx 1.999  ונקבלy 0.49975  .  

xנציב  1.9999  ונקבל y 0.499975  .  

x- ניתן לראות שבסביבה שמימין ל 2 ערך ה -y  0.5- להולך ומתקרב ,  

x- וגם בסביבה שמשמאל ל 2  ,ערך ה -y  0.5- לומתקרב הולך ,  

xכלומר בסביבה של  2  הגרף אינו שואף לפלוס אינסוף או למינוס  

x- ולכן ב ,0.5אלא לערך  אינסוף 2 אין אסימפטוטה אנכית ,  

 .0.5 "בערך"הוא " חור"של נקודת ה y- ושיעור ה בגרף" חור"נוצר אלא 

   y- ה במדויק את שיעור חישבנואת הפונקציה  נזכיר כי כאשר צמצמנו

  .0.5הוא במדויק  y- וקיבלנו ששיעור ה" חור"של נקודת ה

  
  

  תרגילים
  

6yבציור מתואר גרף הפונקציה   .1
x 2




 .  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

  מצא את האסימפטוטה האנכית . ב  

   .של הפונקציה             

  האם בסביבה שמימין לאסימפטוטה . ג

  האנכית ערכי הפונקציה שואפים לפלוס     

  ?אינסוף או שואפים למינוס אינסוף    

  

x

y
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1yבציור מתואר גרף הפונקציה     .2
3x 12



.  

  . מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

  ת מצא את האסימפטוטה האנכי. ב  

  .של הפונקציה             

  קבע האם הפונקציה שואפת לפלוס אינסוף. ג  

  או למינוס אינסוף בסביבה שמימין ובסביבה      

  . שמשמאל לאסימפטוטה האנכית שלה      

  
  

בציור מתואר גרף הפונקציה   .3
2

8y
x 2x 8


 

 .  

  :מצא עבור פונקציה זו  

  .את תחום ההגדרה. א  

  .את האסימפטוטות האנכיות. ב  

  קבע האם הפונקציה שואפת לפלוס אינסוף. ג  

  או למינוס אינסוף בסביבה שמימין ובסביבה      

  . שמשמאל לאסימפטוטות האנכיות שלה      

  
  

בציור מתואר גרף הפונקציה    .4
2

8y 2x
x

 .  

  :מצא עבור פונקציה זו  

  .את תחום ההגדרה. א  

  .האסימפטוטה האנכיתאת . ב  

  קבע האם הפונקציה שואפת לפלוס אינסוף. ג  

  או למינוס אינסוף בסביבה שמימין ובסביבה      

  . שמשמאל לאסימפטוטה האנכית שלה      

  
  :עבור כל אחת מהפונקציות הבאות

  .מצא את האסימפטוטות האנכיות. א

  בסביבה  קבע האם הפונקציה שואפת לפלוס אינסוף או למינוס אינסוף. ב

  .שמימין ובסביבה שמשמאל לאסימפטוטות האנכיות שלה    
  

5.  1y
x 4




      6.    3y
10 5x




      7.    
2

6y
x

  

  

8 .  
2

1y
16 x




      9.     2x 5y
x 1



      10.   
2

2
x 7y
x 3x




  

  

x

y

x

y

x

y
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  : של הפונקציות הבאות x- מצא את האסימפטוטות המאונכות לציר ה
  

11.  x 3y
x 5



        12.      
2x 6y

12x 3



     13.  
2

2
xy

2x x 1


 
      

  

14.    
2
2x 5y

x 2x 1


 
       15.       

2

2
x 5y

(x 2)



    16.  
2

xy
x 4x 5


 

  

  
17.  

2
6y

x 1



        18      .1 2xy

x 3 x
 


    19.  

3
xy

x 64



  

  

  .   מצא את תחום ההגדרה. א:  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות

  ). אם קיימות( x- אונכות לציר המצא את האסימפטוטות המ. ב

  ).אם קיימים(בגרף הפונקציה " חור"בהם מתקבל  x- מצא את שיעורי ה. ג
  

20.  
2
x 4y

x 4x



  21.    
2

3x 15y
x 5x




              22.   
2

2x 6y
x 9




  

  

23.    
2x 36y
x 6



           24.   
22x 14xy

x
    25.   

2
x 2y

x 5x 6


   
          

26.    
2

2
x 6x 8y

x 16
 


         27.   
22x 5x 2y
4x 2
 


  28.   
2

2
3x 17x 6y
x 4x 12

 
 

         

29.    
2

2
x 6xy
(x 6)




           30.  
2

x 3y
x 6x 9


 

           31.  
2

2
x 3x 4y
x 2x 1

 
 

  

     

32.  
3 2

2
x 3xy
x 9



           33.  
2

3
x 2xy
x 4x




           34. 
2

3 2
2x 10xy

x 2x 15x


 
     

 35.  
3

2
x 4xy

x 7x 10


 
         36.  

4
3x 3y
x 1




           37.  
2

4 2
x x 6y

x 13x 36
 

 
  

  
  

" חור"עבור כל אחת מהפונקציות הבאות מצא את שיעורי הנקודה בה יש   .38

  :בגרף הפונקציה
  

. א
2

x 2y
x 4



2. ב             
3x 12y

x x 12


 
3.  ג             

6x 4y
9x 4x



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x. א .1  :תשובות 2  .ב .x 2 . א .2  .שואפים לפלוס אינסוף. ג .x 4     .  

x. ב 4   .מימין ל. ג -x 4  :משמאל ל,  שואפת למינוס אינסוף -x 4  :  

x. א. 3 .שואפת לפלוס אינסוף 4 ,x 2   .ב .x 4 ,x 2   . מימין . ג  

x- ל 4 :משמאל ל, שואפת לפלוס אינסוף -x 4 :שואפת למינוס אינסוף .  

x- מימין ל 2  :ל משמאל , שואפת למינוס אינסוף -x 2  : שואפת לפלוס  

x. א. 4  .אינסוף 0 .ב .x 0. מימין ל. ג -x 0 :שואפת לפלוס אינסוף ,  

x- משמאל ל 0 :א. 5  .שואפת לפלוס אינסוף .x 4  .מימין ל. ב -x 4 :  

x- משמאל ל. שואפת לפלוס אינסוף 4 :א. 6.  שואפת למינוס אינסוף. x 2   .  

x- מימין ל. ב 2 :משמאל ל. שואפת למינוס אינסוף -x 2 : שואפת לפלוס  

x. א .7.  אינסוף 0  .מימין ל. ב -x 0 :משמאל . שואפת לפלוס אינסוף  

x- ל 0 :א .8. שואפת לפלוס אינסוף .x 4 ,x 4   .מימין ל. ב -x 4 :  

x- משמאל ל. שואפת למינוס אינסוף 4 :מימין . שואפת לפלוס אינסוף  

x- ל 4  :משמאל ל. שואפת לפלוס אינסוף -x 4  :שואפת למינוס אינסוף.  

x. א .9 1  .מימין ל. ב -x 1  :משמאל ל, שואפת לפלוס אינסוף -x 1 :  

x. א .10.  שואפת למינוס אינסוף 0 ,x 3  .מימין ל .ב -x 3 :לפלוס  שואפת

x- משמאל ל. אינסוף 3 :מימין ל. שואפת למינוס אינסוף -x 0 : שואפת  

x- משמאל ל. למינוס אינסוף 0 :11 .שואפת לפלוס אינסוף. x 5  .12 .1
4x   .  

13. x 1 ,1
2x    .14 .x 1  .15. x 2   .16.  18.  אין .17.  אין. x 0 ,x 3  .

19. x 4   .20. א .x 0 ,x 4   .ב .x 0  .ג .x 4  .21. א .x 0 ,x 5  .  

x. ב 0  .ג .x 5.  22. א .x 3 ,x 3   .ב .x 3  .ג .x 3 .  23. א .x 6    .

x. ג.  אין. ב 6   .24. א .x 0  .ג.   אין. ב .x 0 . 25. א .x 2 ,x 3  .  

x. ב 3  .ג .x 2.  26. א .x 4 ,x 4  .ב .x 4 .ג.x 4   .  

1. א .27
2x   .1. ג.  אין. ב

2x   .28. א .x 2 ,x 6   .ב .x 2   .ג .x 6  .  

x. א  .29 6  .ב. x 6  .א .30.  אין. ג .x 3 .  ב .x 3   . אין. ג  .  

x. א .31 1 .ב .x 1 . א .32.   אין. ג .x 3 ,x 3  .ב .x 3   .ג .x 3 .  

x. א .33 0 ,x 2 ,x 2   .ב .x 2   .ג .x 0 ,x 2 .  

x. א .34 5 ,x 0 ,x 3   .ב .x 3   .ג .x 0 ,x 5  .35 .א .x 2 ,x 5 .

x. ב 5  .ג .x 2. 36. א .x 1 ,x 1   .ב .x 1   .ג. x 1.  

x. א .37 3 ,x 3  ,x 2 ,x 2   .ב .x 3 ,x 2 .  ג .x 2 ,x 3   .  

1. א .38
4( 2; )   .3. ב

7(4; 32. ג.   (
3 4( ; ) .  
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  אסימפטוטה אופקית
  

  כדי להבין את משמעות המושג אסימפטוטה אופקית נשרטט בעזרת 

טבלת ערכים את גרף הפונקציה 
2

2
2x 4x 6y
x 2x 2

 
 

.  

  

  

100  50  10  6  2  1  0  4  10  50  100  x  

2.0002  2.0008  2.02  2.08  3  4  3  2.08  2.02  2.0008  2.0002  y  
  
  

  

   ,נסמן את הנקודות במערכת צירים

   :ונקבל את הגרף שמשמאל אותןנחבר 

   xניתן לראות שעבור ערכי 

  חיוביים הולכים וגדלים 

)פים לפלוס אינסוף אהשו )  

  שליליים הולכים  xועבור ערכי 

)השואפים למינוס אינסוף  ,וקטנים ),   

   .2- ך ומתקרב לשל הפונקציה הול y- שיעור ה

yאת הישר  אם נוסיף למערכת הצירים  2  שכאשר נוכל לראותx  

  , 2- ערכי הפונקציה הולכים ומתקרבים ל, או  - שואף ל

yגרף הפונקציה הולך ומתקרב לישר כלומר  2 )נוגע בו אך אינו.(  
  

1yישר מהצורה : הגדרה y לפונקציה נקרא אסימפטוטה אופקית,  

   ) - ל השואפים xערכי (חיוביים הולכים וגדלים  xאם עבור ערכי 

, )- ל השואפים xערכי (שליליים הולכים וקטנים  xאו עבור ערכי 

  . ל"גרף הפונקציה הולך ומתקרב לישר הנ
  

  

y הישר, ל"בדוגמה הנ 2 הוא אסימפטוטה אופקית.  
  

  :דוגמה

מצא את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה 
2

5x 4y
x 3x




.  

  :פתרון

ביטוי העלינו לבדוק לאיזה ערך שואף 
2

5x 4
x 3x




 - שואף ל xכאשר  

  .- שואף ל xוכאשר 

  המכילכדי לעשות זאת נתבונן במונה ובמכנה ונזהה מהו הביטוי 

  2xבמקרה שלפנינו הביטוי הוא . xאת החזקה הגבוהה ביותר של 

המכיל  אחר כך נחלק את המונה ואת המכנה בביטוי .הוהוא מופיע במכנ

   את המונה ואת 2x- כלומר נחלק ב, xאת החזקה הגבוהה ביותר של 

  , ואת המכנה באותו ביטוי כמובן שכאשר מחלקים את המונה( המכנה

  ).לא משתנה ערך הפונקציה

y

x

y 2y 2

 715
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



גבע
יואל 


 

  

     :נקבל
2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

5x 4 5x 4 5 4
x5x 4 x x x xy

3x 3x x 3x x 3x 1
xx x x

  
   
  

  

  
  .שואף לפלוס אינסוף xנבדוק את התנהגות הפונקציה כאשר 

x)אינסוף פלוס שואף ל xכאשר  )  5הביטוי
x

  ,שואף לאפס שבמונה 

 הביטוי
2

4
x

3שבמונה שואף לאפס והביטוי  
x

  .שבמכנה שואף לאפס 

xשכאשר נקבל   , ערך הפונקציהy 0- שואף ל 0
1 0



  כלומר שואף, 

yלכן הישר , לאפס 0 האסימפטוטה האופקית של הפונקציהוא ה .  
  

  .- שואף ל xחישבנו את הגבול של הפונקציה כאשר , למעשה

: בצורה מתמטית נרשום זאת כך
2

2x x

5 4
x5x 4 0 0xlim lim 0

3 1 0x 3x 1
x

 


   

 
.  

x) אינסוףשואף למינוס  xנבדוק את התנהגות הפונקציה כאשר  ),  

  .שואף למינוס אינסוף xכאשר  של הפונקציה נחשב את הגבולכלומר 

                       :נקבל
2

2x

5 4
x5x 4 0 0xlim 0

3 1 0x 3x 1
x




    

 
  

xגם כאשר   ישר כלומר ה, ערך הפונקציה שואף לאפסy 0  

  .הוא האסימפטוטה אופקית של הפונקציה
  
  

שואף  xשל הפונקציה כאשר באופן כללי צריך לבדוק את הגבול  :הערה

לפלוס אינסוף  
x
lim f (x)


 את הגבול של הפונקציה כאשרובנפרד לבדוק  

x שואף למינוס אינסוף  
x
lim f (x)


  בפרק זה אנו נדגיש כי , עם זאת. 

xעבור  הגבולשבהן  בפונקציות רציונליותעוסקים    זהה לגבול

xעבור  .   

   .ל לא תמיד זהים"בהמשך נראה שבפונקציות אחרות הגבולות הנ
  
  

  :דוגמה

מצא את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה  
2

2
2x 1y

12 3x



.  

  :פתרון

  .2x יאשה xנחלק את המונה ואת המכנה בחזקה הגבוהה ביותר של 
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     : נקבל

2

2 2 2 2

2 2

22 2

2x 1 12
2x 1 x x xy

1212 3x 12 3x 3
xx x

 
  

 
  

  .שואף לאינסוף xציה כאשר נחשב את הגבול של הפונק

                        :נקבל
2

x
2

12
2 0 2xlim

12 0 3 33
x




  


  

2- שואף ל yערך הפונקציה  - שואף ל xקיבלנו שכאשר 
3 ,  

2לכן הישר 
3y    הוא אסימפטוטה אופקית של הפונקציה.  

אותו גבול  נקבל, שואף ל xכי אם נבדוק את הגבול כאשר  נזכיר

2 כלומר
3, 2מתקרב לישר  גרף הפונקציהש ומכאן

3y   גם עבור   

ששואפים למינוס  xששואפים לפלוס אינסוף וגם עבור ערכי  x ערכי

  . אינסוף
  

  :דוגמה

מצא את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה 
3

2
x 1y

9x 6x



.  

  :פתרון

  .3xשהיא  xמכנה בחזקה הגבוהה ביותר של נחלק את המונה ואת ה

               :נקבל

3

3 3 3 3

2 2

23 3

x 1 11
x 1 x x xy

9 69x 6x 9x 6x
x xx x

 
  
 

  

הביטוי  - שואף ל xניתן לראות שכאשר 
3

1
x

  ,נה שואף לאפסשבמו 

9ים והביטוי
x

- ו  
2

6
x

  ,1- שואף ל מונההנקבל ש. שואפים לאפס שבמכנה 

  ,)- או ל( - ערך הפונקציה כולה שואף ל ןלכ, שואף לאפס כולו המכנה

  . כלומר אין לפונקציה אסימפטוטה אופקית
  

   .אסימפטוטה אופקית לפונקציה רציונלית למציאתכללים ה נסכם את

  
  

  כללים למציאת אסימפטוטה אופקית לפונקציה רציונלית
  

  

 כדי למצוא אסימפטוטה אופקית לפונקציה רציונלית נתבונן במונה

 ההחזקה הגבוה יל אתהביטוי המכ ובמכנה ונזהה בכל אחד מהם את

  .xשל  יותרב
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    הגבוה ביותר במכנה גדול ממעריך החזקה הגבוהאם מעריך החזקה . א

yהיא האופקית האסימפטוטה  אז, ביותר במונה      0 )ציר ה -x.(  

    תר במונה גדול ממעריך החזקה הגבוהאם מעריך החזקה הגבוה ביו. ב

  כלומר לא ( לפונקציה אסימפטוטה אופקית איןאז , ביותר במכנה    

  ).יש אסימפטוטה אופקיתרציונלית פונקציה לכל     

    במכנה שווה למעריך החזקה הגבוה אם מעריך החזקה הגבוה ביותר. ג

ay היא הישרהאסימפטוטה  אז, ביותר במונה    
b

 , כאשרa הוא     

   b- ו ביותר במונההגבוה החזקה מעריך בעל  x- מקדם של הה    

  .במכנה ביותרהגבוה החזקה מעריך בעל  x- המקדם של ה הוא    
  

  למציאת אסימפטוטהל בעזרת הכללים "ת שלוש הדוגמאות הננפתור א

  . )ונראה שנקבל אותן מסקנות( אופקית
  

  

הפונקציה  עבור  
2

5x 4y
x 3x




:  

  .15xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במונה הוא   

  .2xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במכנה הוא   

  האסימפטוטה , נמצא במכנה מכיוון שמעריך החזקה הגבוה ביותר  

yכלומר הישר , x- האופקית היא ציר ה     0.  

עבור הפונקציה 
2

2
2x 1y

12 3x



:  

  .22xוא הביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במונה ה  

  .23xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במכנה הוא   

מכיוון שמעריך החזקה הגבוה ביותר במונה שווה למעריך החזקה הגבוה 

  ביותר במכנה נחלק את המקדמים ונקבל שהאסימפטוטה האופקית 

2של הפונקציה היא 
3y  , 2כלומר הישר

3y  .  
  

עבור הפונקציה 
3

2
x 1y

9x 6x



:  

  .3xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במונה הוא   

  .29xהגבוה ביותר במכנה הוא החזקה הביטוי עם מעריך   

  לפונקציה אין , נמצא במונהיך החזקה הגבוה ביותר מכיוון שמער  

  .אסימפטוטה אופקית         
  

   :הערות  

  או מתלכד עם ( x- אסימפטוטה אופקית היא תמיד קו המקביל לציר ה. א  

  .)x- ציר ה              

  וך את האסימפטוטה האופקית שלותייתכן מצב שבו גרף הפונקציה יח. ב

  ).בשונה מאסימפטוטה אנכית שאותה הגרף לא חותך(    
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למשל אם נשרטט את גרף הפונקציה        
2

2
3xy

x x 1


 
   

yנוכל לראות שהישר      3  הוא  

  , אסימפטוטה אופקית לפונקציה   

  השואפים  xכלומר עבור ערכי    

  ,  לפלוס אינסוף או למינוס אינסוף   

  גרף הפונקציה  הולך ומתקרב    

yיותר ויותר לאסימפטוטה האופקית     3     מבלי לגעת בה ובכל זאת  

  )שבציור Aהנקודה (קיימת נקודת חיתוך בינו לבין אסימפטוטה זו     

yניתן להציב     3 לקבל , במשוואת הפונקציהx 1   ולכןA( 1;3).  

  xאז עבור ערכי , אסימפטוטה אופקית יש רציונלית היפונקצכאשר ל. ג

        אינסוף הפונקציה הולכת ומתקרבת  חיוביים ששואפים לפלוס    

   שליליים ששואפים למינוס  xלאסימפטוטה האופקית וגם עבור ערכי       

    . אסימפטוטה אופקית לאותהאינסוף הפונקציה הולכת ומתקרבת       

   הפונקציה הולך ומתקרב בציור שלמעלה ניתן לראות שגרף : ללמש      

yלאסימפטוטה        3 , גם עבור ערכיx   ששואפים לפלוס  חיוביים 

  .שליליים ששואפים למינוס אינסוף xוגם עבור ערכי  אינסוף    

  נדגיש כי בהמשך נעסוק בפונקציות שבהן האסימפטוטה האופקית    

xר עבו     0  אינה זהה בהכרח לאסימפטוטה האופקית עבורx 0.  
    

  :דוגמה

מצא אסימפטוטות מקבילות לצירים לפונקציה   
23xy

(x 2)(x 4)


 
.  

    

  :פתרון

x) :נקבל. נשווה את המכנה לאפס –אסימפטוטות אנכיות    2)(x 4) 0    

                              x 4 0     אוx 2 0   

                                  x 4            x 2     

xנציב    4 23נקבל . במונה 4 , הפתרון . 48כלומרx 4 אינו מאפס  

xלכן הישר , את המונה   4 הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה.  

xנציב    2 23נקבל . במונה 2 , הפתרון . 12כלומרx 2  אינו מאפס  

xלכן הישר , את המונה   2 הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה.  

xהישרים , לסיכום   4 ו -x 2 הם אסימפטוטות אנכיות לפונקציה.  
  

  כדי לזהות את הביטוי עם מעריך החזקה  –טה אופקית אסימפטו  

  . הגבוה ביותר נבצע במכנה פתיחת סוגריים וכינוס איברים דומים  

 :נקבל  
2

2
3xy

x 6x 8


 
  

  

  .23xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר הוא  – במונה  

x

y

A
y 3y 3
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  .2xה ביותר הוא הביטוי עם מעריך החזקה הגבו – במכנה  

  מכיוון שמעריך החזקה הגבוה ביותר   

  הגבוה  במונה שווה למעריך החזקה

  האסימפטוטה האופקית , ביותר במכנה

3היא 
1y  , כלומר הישרy 3.    

  את המשמעות הגרפית של 

  :אות בציור משמאלהאסימפטוטות ניתן לר

  ניתן למצוא אסימפטוטה אופקית גם בדרך  :הערה  

xעבור . חיוביים הולכים וגדלים xנציב ערכי . של הצבה   50 נקבל  

  y 3.397 . עבורx 100  נקבלy 3.189 . עבורx 500  נקבלy 3.036.  

  , 3- הולך ומתקרב לו 3- גדול משל הפונקציה  y- ניתן לראות ששיעור ה  

yלישר הפונקציה מתקרב יותר ויותר  כלומר גרף   3 )אך ) מלמעלה  

  . אינו נוגע בו  

שליליים הולכים  xערכי  עבורשנוכל להציב ולראות , בדרך דומה  

  , )מלמטה( 3- מתקרב לו 3- קטן מ של הפונקציה y- וקטנים שיעור ה  

yולכן הישר    3 הוא האסימפטוטה האופקית של  הפונקציה .  

  

  
  :הפונקציות הבאותכל אחת משל  אופקיתה אסימפטוטהאת המצא 

  

1.  
2
3xy

x 1



        2.     

2
x 4y

x 3x



         3.  
2

1y
x 6x 8


 

  

  

4.  6y
2x 1




       5.      
2xy

x 2



              6.  

3

2
xy

x 1



            

  

7.  
2

2
6x 8y
2x 5




        8.     
2

2
xy

x 5



               9.  

2

2
x 9y
4 x




    

  

10.    4xy
x 5




       11.   
23x 5y

x(1 4x)



           12.    4xy

(x 1)(x 6)


 
  

  

13  .  
2

2

(2x 3)
y

x


              14.    

2

2
x 1y

(x 1)
 


          15   . 32x 1y
x 1



    

  

16.  9y x 1
x

         17.     
2

2

x 9
y 6

x 1


 


           18.  

2

2
x 1y 4

x
   

  
  

x

y

y 3

x 2 x 4
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  :עבור כל אחת מהפונקציות הבאות מצא אסימפטוטות מקבילות לצירים
  

  

19.  
2

2
6x 5x 1y
20x 9x 1

 
 

         20.  
2x 1y

x 8



       21.    
2
x 2y

x 3x



  

  

22    .8y
3x 5




           23.  
2

2
8 xy
x 1



       24.     
2

2
x 4x 5y
x 4x 5

 
 

  

  

25.     
25xy

(x 2)(x 4)


 
         26.  

2

2
3xy

(3x 1)
 


     27.    1y 4

x 1
 


   

  

28.   
2

5 4y 3
x x

           29.  
2xy 6

x 10
 


           30.    

2

2
2x 1y 3
x 2

 


    

  

31    .
3

3

(2x 1)
y

x 1





           32       .

2

2
x 1y
x x




        33.    
2

2x 10y
(x 5)




  

  

34    .
2

2
x 7x 6y 4
x x 2
  
 

         35    .
3 2

3 2
x 9x 20xy
x 8x 16x
 
 

       36 .  
2 2

4

(x 1)
y

x 1




    
  

נתונה הפונקציה   .37
2

2
2x 3x 2y

x
 .  

  מצא את האסימפטוטה האופקית . א  

  .של הפונקציה    

  מצא את נקודת החיתוך בין . ב   

   רףגהאופקית לבין אסימפטוטה ה      

     ).שבציור Aהנקודה (הפונקציה        
  
  

  . לכל אחת מהפונקציות הבאות יש אסימפטוטה אופקית  .38

  .נקודת החיתוך בין אסימפטוטה זו לגרף הפונקציה שיעורי מצא את  
  

 .א      
2

2
x x 1y

4 x
 


 .ב                              
2
x 4y

x 3x



  

  

y. 1 : תשובות 0  .2. y 0  .3. y 0  .4 .y 0   .5. 7. אין .6.  אין .y 3    .  

8. y 1 .9. y 1   .10. y 4  .11. 3
4y   .12. y 0 .13 .y 4  .14 .y 1  .

15. y 8  .16. 17.  אין .y 7  .18. y 3 .19 .1
4x  ,1

5x  ,3
10y  .  

x

y

A

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20. x 8   .21. x 0 ,x 3  ,y 0  .22. 2
3x 1  ,y 0  .23 .y 1  .  

24. y 1  .25. x 2 ,x 4 ,y 5  .26. 1
3x  ,1

3y    .27. x 1  ,y 4 .  

28. x 0 ,y 3   .29 .x 10  .30. x 2 ,x 2  ,y 1   .31. x 1 ,y 8  .

32. x 0 ,y 1  .33. x 5  ,y 0  .34. x 2  ,y 5  .35. x 4 ,y 1.  

36. y 1  .37 .א .y 2  .2. ב
3( ). א. 38.  (2; 5, 1)   .(0;4). ב  .  

  

  פרמטריםבעיות עם  – מקבילות לצירים אסימפטוטות  
  

  :דוגמה  

נתונה הפונקציה   
2

2
ax 3x 1y

2x b
 


 .  
  

x יםהישר   2 ו -y 3  מצא את . לפונקציה ותאסימפטוטהםa ואת b.  

  :פתרון  

xהישר    2  לכן הערך , אסימפטוטה אנכיתהואx 2 מאפס את המכנה.  

22:  נקבל   2 b 0  ,  כלומרb 8.                                                                          

yהישר    3  מעריך החזקה  בפונקציה הנתונה. אסימפטוטה אופקיתהוא  

  הגבוה ביותר במונה שווה למעריך החזקה הגבוה ביותר במכנה ולכן 

ayהאסימפטוטה האופקית היא 
2

 .נקבל: a 3
2
, כלומר a 6.  

                                                          

xהישר   .39 3  7הוא אסימפטוטה אנכית של הפונקציהx 5y
2x a




.  

  .a הפרמטרהערך של  את מצא  
            

xהישר    .40 5  הוא אסימפטוטה לפונקציה
2

2
x 7f (x)

px 2x



 .  

  .pאת  חשב. א  

  .מצא אותה, אם כן? האם יש לפונקציה אסימפטוטה אנכית נוספת. ב  

    .       של הפונקציהאת האסימפטוטה האופקית מצא . ג  

  
  

yהישר    .41 4  הוא אסימפטוטה אופקית של הפונקציה 
3

3 2
12x 5x 7y
ax 7x 5

 
 

 .

  .a הערך של מצא את  
      

yהישר   .42 2   הוא אסימפטוטה של הפונקציה
2

2
4xy

kx 5x 2


 
.  

  .k הערך של מצא את. א  

  .מצא את האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה. ב  
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xהקווים    .43 5  ו -y 4  הם אסימפטוטות של הפונקציה
2

2

px 7
f (x)

ax 10x




.  

  .pאת ו aמצא את . א       

  :המקיימת g(x)מצא את האסימפטוטה האופקית של פונקציה . ב  

            g(x) f (x) .  

  
xהקווים   .44 1 ו -x 2  הם אסימפטוטות של הפונקציה

2

2
4xy

x ax b


 
.  

  .bאת ו aמצא את . א  

   ?באיזו נקודה חותך גרף הפונקציה את האסימפטוטה האופקית שלו. ב  

  
2xנתונה הפונקציה   .45 1f (x)

x 4



g(x): מקיימת g(x)הפונקציה  . f (x) c  .  

yהיא  g(x)האסימפטוטה האופקית של  הפונקציה    6 . אתמצא c.  

  
xהקווים   .46 1 ו -y 2  הם אסימפטוטות של הפונקציה

2

2
2 xf (x) b
1 ax
 


.  

  .bואת  aמצא את . א  

: מקיימת g(x)הפונקציה  .ב   2g(x) f (x).   

        .g(x)מצא את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה 

  
פונקציה האסימפטוטה האופקית של ה  .47

(ax 1)(x 2)
y

(bx 1)(x 3)
 
 

  חותכת  

1את אחת האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה בנקודה  2
3 3( ; ).   

  .bואת  aמצא את 

  

לפונקציה . א  .48
2

2
mx xy
x 4




החותכת , x- ה יש אסימפטוטה מקבילה לציר 

  .mמצא את . 8הוא  x- את גרף הפונקציה בנקודה שבה שיעור ה       

לפונקציה . ב  
2

2
ax 4x 5y

x 5
 


  יש אסימפטוטה אופקית החותכת את גרף  

    .aמצא את . y- שווה לשיעור ה x- הפונקציה בנקודה שבה שיעור ה      

  

yהישר   .49 4   הוא אסימפטוטה של הפונקציה
2

2
x xy a
x 1
 


.  

  .aמצא את הערך של . א  

  .מצא את האסימפטוטה האנכית של הפונקציה. ב  

  .בגרף הפונקציה" חור"מצא את שיעורי הנקודה שבה מתקבל . ג  
  

פונקציה ל  .50
2mx 9y

x 3



  .m הערך של מצא את. אין אסימפטוטה אנכית 

 723
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



גבע
יואל 


 

נתונה הפונקציה   .51
2mx 6xy

x 5



 .  

xהישר  mלאילו ערכי  5 אינו אסימפטוטה אנכית של הפונקציה?  
  

נתונה הפונקציה   .52
2

2
x kx 2y

x 1
 


xהישר .  1  הוא האסימפטוטה האנכית

  .kהערך של מצא את  .פונקציההיחידה של ה  
  

xהישר    .53 1  הוא אסימפטוטה לפונקציה
2

6x mf (x)
px 2x




.  

x- לפונקציה יש נקודת קיצון ב   1  .  

  .p- ו mחשב את ערכי הפרמטרים . א     

  .מצא את נקודות המינימום והמקסימום של הפונקציה. ב       
    

נתונה הפונקציה   .54
2

2
Ax x 2f (x)
x x 2

 
 

 .  

xבנקודה שבה      1  3שיפוע המשיק הוא
2.  

fמצא את הפונקציה . א     (x).  

  .מצא אסימפטוטות לפונקציה המקבילות לצירים. ב    

g(x): מקיימת g(x)הפונקציה . ג   3f (x) k  . האסימפטוטה האופקית  

yהיא  g(x)של הפונקציה               5 . מצא את הערך שלk.  
   

נתונה הפונקציה . א  .55
2

2
2xy

(ax 1)



 (a 0).  

  .לציריםאסימפטוטות של הפונקציה המקבילות את ה aהבע באמצעות     

נתונה הפונקציה . ב  
2

2
mx 1y
x m




 (m 0) .  

  .את האסימפטוטות של הפונקציה המקבילות לצירים mהבע באמצעות              
    

x, כן. ב.  10. א .6. 40. 39 :תשובות 0 .1. ג
2y   . 41.  3  .42  .2. א  .  

x. ב 2 ,1
2x    .43. א. a 2 ,p 8.  ב .y 4 .    44 .א .a 3,b 2  .  

. ב 2
3 a .א. 46. 4 .45   .4; 1 ,b 3 . ב .y 4 .47. a 2 ,b 3.  

m. א. 48 2   .ב .a 5.  49. ב.  3. א.x 1  .50 .(3.5;1). ג .m 1.  

51 .m 1.2  .  52 .3.   53. א .m 2 ,p 2  .1. ב
3(   ,מינימום (9;

( 1;1) א .54  .מקסימום .
2

2
f (x) x x 2

x x 2
  

 
y. ב.   1 ,x 1  ,x 2   .2. ג.   

1x. א .55
a

 ,
2

2y
a

  .ב.x m ,x m  ,y m  .  
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  רציונליות ציותפונק ה שלחקיר
  

  :דוגמה  

חקור את הפונקציה   
2

2
2x 4x 34y

x 2x 3
 
 

  :בהתאם לסעיפים הבאים 
    

  .נקודות קיצון. ג.   נקודות חיתוך עם הצירים. ב.    תחום הגדרה. א  

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים. ה.    תחומי עלייה וירידה. ד  

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ו  

  :פתרון  

2x  :נקבל. נשווה את המכנה לאפס. א   2x 3 0    

x: פתרונות המשוואה הם          1     אוx 3 , תחום ההגדרהלכן   

xהוא הפונקציה  של               1  ,x 3.  

xנציב , y - חיתוך עם ציר ה. ב   0 .1  :נקבל
3

0 0 34y 11
0 0 3
  
 

  

1הנקודה היא       
3(0;11 ).  

yנציב , x - חיתוך עם ציר ה       0. נקבל   :  
2

2
2x 4x 34 0

x 2x 3
  
 

  
          

22xנכפול במכנה המשותף ונקבל את המשוואה               4x 34 0                                  
                                                                            

                                     
2

1,2
4 4 4 2 ( 34) 4 288 4 16.97x

2 2 4 4
            


  

   
                                                                                                                                                      

)- ו (0;3.243) :הן x- החיתוך עם ציר הנקודות        5.243;0).  
  

  :נגזור את הפונקציה. ג  

             
2 2 2

2 2 2 2

(4x 4)(x 2x 3) (2x 2)(2x 4x 34) 8x 56x 80y '
(x 2x 3) (x 2x 3)

          
   

  

        

 :נקבל .נשווה את הנגזרת לאפס     
2

2 2
8x 56x 80 0
(x 2x 3)
   

 
  

28x    נכפול במכנה המשותף ונקבל את המשוואה              56x 80 0                            

2x: פתרונות המשוואה הם       2    1אוx 5    

2y:  ונקבליה נציב בפונקצ       6  ,1y 3  .  

  .  (6;2)- ו (3;5)נקודות הם השיעורי              

  .נקבע את סוג הקיצון ואת תחומי העלייה והירידה בעזרת טבלה      

  של נקודות הקיצון  x- רי הנסמן על ציר מספרים את שיעו      

xשהם               2  ו -x 5 ,ואת שיעורי ה -x  עבורם הפונקציה אינה  

xמוגדרת שהם               3 ו -x 1            .  
  

1x 3.243

2x 5.243 
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  . נוצרים חמישה תחומים  

  בכל אחד מהתחומים נבחר   

  
  

מונה של הנגזרת ב   ונציב אותו xערך כלשהו של 
2 2

y '
(x 2x 3)


 

.  
  

         2      תחום ירידה    
(x 2)y ' 8( 2) 56( 2) 80 224 0           

                 2      תחום ירידה             
(x 0)y ' 8 0 56 0 80 80 0           

             2      תחום עלייה             
(x 2.5)y ' 8 2.5 56 2.5 80 10 0          

                   2      תחום עלייה             
(x 4)y ' 8 4 56 4 80 16 0          

                      2      תחום ירידה             
(x 6)y ' 8 6 56 6 80 32          

      

xבנקודה , על פי הטבלה       2  הפונקציה עוברת מירידה לעלייה  

xבנקודה . היא נקודת מינימום (6;2)ולכן הנקודה        5    הפונקציה  

  .היא נקודת מקסימום (3;5)עוברת מעלייה לירידה ולכן הנקודה              
  

3 ניעזר בטבלה ונקבל שתחומי העלייה הם. ד   x 5   2או x 3 .  

x תחומי הירידה הם       5  1או x 2   או x 1 .  
  

2x :נשווה את המכנה לאפס – תואנכי ותאסימפטוט. ה   2x 3 0    

x  ה הםפתרונות המשווא               3  אוx 1  פתרונות אלה אינם  

xלכן הישרים , מאפסים את המונה               3 ו -x 1   הם אסימפטוטות  

   .לפונקציה אנכיות              
  

  במונה ביותר הביטוי עם מעריך החזקה הגבוה  – פקיתאסימפטוטה או              

21הוא  הביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במכנה. 22xהוא                x .  

  , ל שווה"מכיוון שמעריך החזקה בשני הביטויים הנ              

  .פטוטה האופקית בעזרת חלוקת המקדמיםנמצא את האסימ              

  .1במכנה המקדם הוא . 2במונה המקדם הוא        

2האסימפטוטה האופקית היא        
1y  ,הישר כלומר y 2.  

  

  תאנשרטט במערכת הצירים . ו  

xהאסימפטוטות      3 ,x 1  ,y 2.  

  נוסיף את נקודות הקיצון       

     .ואת נקודות החיתוך עם הצירים    
  

  :כדי לשרטט את גרף הפונקציה נקפיד לזכור      

  וטות את האסימפטאינו חותך גרף הפונקציה . א      

xהאנכיות           3 ו -x 1 ,  הולך ומתקרב אליהןאלא רק.  
  

1

x 2  x 0 x 2.5 x 4

2 53

x 6

28x 56x 80  

x

y
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  שמאלי הגרף הולך ומתקרב לאסימפטוטה  הבקצה הימני ובקצה . ב    

   הגרף  (3;5)מימין לנקודת המקסימום , כך למשל. האופקית שלו        

yבמגמת ירידה והוא הולך ומתקרב לאסימפטוטה          2.  
  

  כמו למשל בתחום שמשמאל  , מספיק נתונים בהם איןשבאזורים . ג

xלאסימפטוטה      1  ,  נוכל לשרטט את גרף הפונקציה בעזרת אחד  

  :משני הכללים הבאים    

  נביט בטבלת עלייה וירידה אם  )1(    

xנראה שבתחום            1   הפונקציה  

  יורדת ומכיוון שהגרף           

x- מתקרב ל        1    

   משמאל צורתו תהיה          

     
  

  נוכל להציב בפונקציה מספר  )2(    

  ולפי ערכי  1- שקטנים מ xערכי           

  .המתקבלים נשרטט את גרף הפונקציה y- ה          
    

    

  תרגילים  
  

     .נקודות קיצון. ב  .תחום הגדרה. א:  ומצא חקור את הפונקציות הבאות

   .עם הציריםנקודות חיתוך . ד   .וירידה תחומי עלייה. ג

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ו  .אסימפטוטות מקבילות לצירים. ה
  

1    .
2
4x 12y

x 6x 10


 
       2.      

2
xy

x 2x 2


 
         3.  

2
8xy

x 4



  

4.  
2xy

x 2



         5.      

2x 6x 9y
x 5
 


    6.  
2x 4x 5y

2 x
 


  

7.  
2

2
x 1y
x 2




         8.     
2

2
2xy

x x 1


 
    9.  

2

2
x 2xy

x 2x 2


 
  

10.  
2

x 2y
x
        11.      

2

2
4xy

x 6x 9


 
       12.  

2

2
x x 2y
(x 1)
 


  

13.    
2
x 4y

x 3x



      14.   2x 5y
(x 2)(x 2)


 

    15.  
2

1y
x 4x 3


 

  

x

y

x 1 
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16.  
2

2
xy

x x 2


 
      17.    

2

2
2x 2x 3y
x 2x 3

 
 

    18.  
2

2
2x 5x 2y
3x 10x 3

 
 

  

19.      
2

xy
x 6x 8


 

      20.    
2

xy
x x 6


 

    21.  
2

2
x 1y

x 9x



    

22.  
2

2
x 4x 5y

x 1
 


       23    .
2

2
x 7x 10y
3x 15x
 


     24.  
2

2
2x xy

x 3x 2


 
     

25   .
2

4x 2y
(2x 1)




        26.     
2

2
x 49y
(x 7)




           27    .
3 2

2
x 2xy

x 5x 6
 
 

  

28  .
2
3y 1

x 6
  


        29    .

2
8 12y 1
x x

             30    .4 1y
3x 3(x 3)

 


  

31    .2
2

1y x
x

         32.      
2

3x 1y
x x

 


    33   .
3

1 4y
x x

     

34.  
2

4x 11y 2
(3 x)

 


          35   .
2 2
32xy

(x 3)



    36.   

2

4

(x 3)
y

(x 1)





    

37   . 32x 5y
x 2



        38   .
2

2
x 5x 6y

1 x
 


           39   .
3 2

3
x 4x 4xy

x 4x
 


 

  

  : תשובות

  .   xכל . א    .1

;2). ב    2) 4), מינימום;   .מקסימום (2

2: עלייה. ג           x 4  ,  

x: ירידה              4  אוx 2.  

;0). ד           1.2) ,(3; y. ה.   (0 0.  
  
  

). ב.   xכל . א   .2   ,מקסימום (0.2071;2

          ( 2; 1.207)  מינימום.  

2: עלייה. ג         x 2  ,  

x: ירידה                2  אוx 2 .  
;0).ד         y. ה.  (0 0.  

x

y

x

y
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  .xכל . א  .3

). ב         2; 2) 2), מקסימום; 2) מינימום.  

x:עלייה. ג         2  אוx 2 ;  

2: ירידה             x 2  .  

;0). ד        y. ה    .(0 0. 
  

 

x. א  .4 2 .  

;0). ב       ), מינימום (0 4; 8)  מקסימום.  

x: עלייה. ג       0  אוx 4 .  

2: ירידה              x 0      4או x 2   .  

;0). ד       0)   . 

x. ה  2 .  
  

  

x. א   .5 5    .3).ב;   .מינימום (8;7), מקסימום (0

x: עלייה. ג       7  אוx 3,  

5: היריד              x 7     3או x 5 .  

;0). ד       1.8) ,(3; x. ה.   (0 5.  

  

  

 

  

x. א  .6 2 .  

;3), מינימום(2;1). ב       2)מקסימום.  

2:עלייה. ג       x 3   1או x 2                                  .  

x: ירידה              1  אוx 3.  

  . (2.5;0). ד      

x.ה       2. 

  
  

  .   x כל. א   .7

1. ב
2(0; )מינימום.  

x:עלייה. ג         0 ,ירידה:x 0.   

1. ד        
2(0; ) ,(1;0),( 1;0)  .  

y.ה    1.   

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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  .   xכל . א   .8

;0). ב 2 ,מינימום (0
3( 2;2 ) מקסימום  .  

x: עלייה. ג 0  אוx 2 ,  

2 :ירידה               x 0  .  

;0). ד         y. ה.   (0 2.  

 

  

 

  

;1). ב.   xכל . א   .9 1) מינימום   .  

x: עלייה. ג         1;  ירידהx 1.  

;0). ד         y. ה.   (0;2), (0 1.  
  

  

 

 

x. א  .10 0   .1. ב( 4; )8  מינימום.  

4: עלייה. ג    x 0  ;   

x: ירידה     4   אוx 0.  

). ד        2; 0).  

x. ה        0 ,y 0. 

 

  

x. א  .11 3.  

  .מינימום (0;0). ב  

0: עלייה. ג   x 3 ,  

x: ירידה       3  אוx 0.  

  .(0;0). ד  

x. ה   3 ,y 4.  
  
  

  

x. א   .12 1  .1. ב
8(5;1   .מקסימום(

1: עלייה. ג         x 5  ,  

x: ירידה 5  אוx 1.  

;0). ד         2) ,(2; 0) ,( 1; 0)  .  

x. ה 1 ,y 1.  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x.א   .13 0,x 3.  

1, מינימום (1;2). ב        
9(6;    .מקסימום (

3:עלייה. ג         x 6   2או x 3 .  

x: ירידה              6  0או x 2   אוx 0.  

  .   (0;4).ד        

x.ה  3 ,x 0,y 0.  
  
  

x. א  .14 2,x 2   .מינימום (1;1). ב,   

            1
4(4;   .   מקסימום (

2:עלייה. ג          x 4   1או x 2 .  

x: ירידה              4  2או x 1    אוx 2 .  

;2.5), (1.25;0). ד         0)   .  

x. ה 2 ,x 2 ,y 0.  
  

x. א  .15 1 ,x 3  .  

;2). ב       1) מקסימום.  

1: עלייה. ג       x 2   אוx 1 ,  

x: ירידה              3  2או x 3  .  

;0)1 .ד       )3  .  

x. ה   1 ,x 3 ,y 0.  

  

  

x. א  .16 2 ,x 1 .  

8, מקסימום (0;0). ב  
9( 4; ) מינימום.  

1: עלייה. ג   x 0    4או x 1   .   

x: ירידה       4   0או x 2   אוx 2.  

  .(0;0). ד  

x. ה   2 ,x 1  ,y 1.  
  

x. א  .17 1 ,x 3 .  

   .מינימום (1.75;3), מקסימום (1;0). ב        

x: עלייה. ג         3  3 או x 0    אוx 3 .  

1: ירידה              x 3   0או x 1 .  

;0.823), (1;0). ד         0) ,( 1.823; 0).  

x. ה         1 ,x 3  ,y 2.  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x.א   .18 3 ,1
3x   .  

1. ב          
4(1; 9 ,מקסימום (

16( 1; ) מינימום  .  

1: עלייה. ג          
3 x 1    1או

31 x    אוx 1 .  

x: ירידה                3  1או x 3 .  

2.ד         
3(0; ) ,(2;0),1

2( ;0).  

x.ה          3 ,1
3x ,2

3y .  
  

x. א  .19 2 ,x 4   .  

). ב  8; 0.086)  מינימום,   

            ( 8; 2.91) מקסימום.   

2: עלייה. ג         x 8   8או x 2  .  

x: ירידה              4  8או x 4   אוx 8 .  

;0) .ד        x. ה.   (0 2 ,x 4 ,y 0.  
  

  

x. א   .20 3 ,x 2    .אין. ב.   

  , אין: עלייה. ג        

x: ירידה     3  2או x 3     

xאו       2 .  

;0). ד         0)   .  

x. ה   3 ,x 2  ,y 0.  
  

  

x. א  .21 0 ,x 9.  

  .אין. ב  

  . אין: עלייה. ג  

x: ירידה              9  0או x 9   אוx 0.  

), (0;1). ד   1;0).  

x. ה   0 ,x 9 ,y 1.  
  
  

  

x. א   .22 1 ,x 1    .אין. ב  . 

x: עלייה. ג     1 1או   x 1    אוx 1  ;  

   .אין: דהירי             

;5). ד         0) ,(0;5)  .  

x. ה 1 ,y 1.  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x. א  .23 0 ,x 5.    

   .אין. ב

x: עלייה. ג   5 0או   x 5   אוx 0 ;  

   .אין: ירידה    

  .(0;2). ד  

x. ה   0 ,1
3y .  

  
  

x. א  .24 1 ,x 2.  

  .אין. ב  

x: עלייה. ג   2  1או x 2   

xאו               1 ;אין: ירידה.  

  .(0;0). ד  

x. ה   1 ,y 1  .  
 
 

  
 
  

1. א   .25
2x    .אין. ב.  

1: ירידה  ;אין: עלייה. ג      
2x   1או

2x .  

;0). ד       2)   .1. ה
2x  ,y 0. 

  
  

  

  

x. א  .26 7.  

  .אין. ב  

x: ירידה ;אין: עלייה. ג   7  אוx 7.    

;0). ד   1) ,( 7;0).  

x. ה   7 ,y 1 .  
  

x. א   .27 2 ,x 3.  

;6). ב       12) מינימום (0;0), מקסימום.  

0: עלייה. ג       x 2   2או x 3    

3או               x 6 .  

x: ירידה              6  אוx 0.  

;0). ד       x. ה.   (0 3. 

x

y

x

y

x

y

y

x

y

x
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x. א  .28 6 .  

1. ב  
2(0; 1 ) מקסימום.  

6: עלייה. ג   x 0    אוx 6 .  

x : ירידה       6  0או x 6 .  

1. ד  
2(0; 1 ) ,(3;0) ,( 3;0).  

x. ה   6 ,x 6  ,y 1 .  
  

x. א   .29 0  .1. ב
3(3, ) מינימום  .  

x: עלייה. ג        3  אוx 0 ,  

0: ירידה     x 3 .  

;2). ד         0) ,(6; 0)   .  

x. ה 0 ,y 1.  
  

 

x. א  .30 0 ,x 3.  

1, מינימום (1;2). ב  
9(6;    .מקסימום (

3: עלייה. ג   x 6   2או x 3 ;  

x: ירידה       6  0או x 2   אוx 0.  

  .(0;4). ד

x. ה   3 ,x 0 ,y 0.  

  

  

x. א   .31 0  .  

;1). ב ) ,מינימום (2 1; 2) מינימום .  

x: עלייה. ג 1  1או x 0  ;  

0: ירידה       x 1   אוx 1 .  

x. ה.  אין. ד           0.  

  
  

x. א  .32 1 ,x 0   .1. ב
3(   ,מינימום (9;

              ( 1;1) מקסימום   .  

x: עלייה. ג 1  1או
3 x 1   אוx 1 .  

1: ירידה   
30 x   1או x 0      .  

1. ד
3( ;0)    .  

x. ה 0 ,x 1 ,y 0.  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x. א .33 0.    

). ב   12; 0.192)  מינימום ,  

    (   . מקסימום (0.192;12

0  :עלייה. ג   x 12   12או x 0   ;  

x:  ירידה              12   אוx 12 .  

), (0;2). ד   2;0)  .ה .x 0 ,y 0 .  
 

  

x. א   .34 3  .2.5). ב; 2) מינימום.  

2.5: עלייה. ג          x 3  ,ירידה :x 3  

xאו               2.5 .  

7.ד         
9(0; ) ,(2.707;0) ,(1.293; 0).  

x. ה         3 ,y 2.  
 

  

  

  .xכל . א .35

), מקסימום (2;1). ב   1; 2)  מינימום.  

1: עלייה. ג   x 1   ;  

x: ירידה     1  אוx 1  .  

y. ה.  (0;0). ד   0.  

  

  

x. א .36 1.    

1, מינימום (0;3). ב  
64(5;   .מקסימום (

3: עלייה. ג   x 5   אוx 1 ;  

1: ירידה              x 3  , אוx 5.  

x. ה.  (9;0), (0;3). ד   1 ,y 0.  

 

  

x. א .37 2 .    

  .אין. ב  

x: ירידה; יןא: עלייה. ג   2   אוx 2 .  

), (15.625;0). ד   2.5;0)  .  

x. ה   2  ,y 8.  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x. א .38 1 ,x 1 .    

  .אין. ב  

x: עלייה. ג   1  1או x 1    אוx 1 ;   

  .  אין: ירידה   

;0). ד   6) ,( 6;0) .  

x. ה 1  ,y 1 . 

 

  

x. א .39 0 ,x 2 ,x 2 .  

  .אין. ב  

x: עלייה. ג   2 , 0או x 2    

2או                 x 0    אוx 2 ;  

  .  אין: ירידה     

  .אין. ד  

x. ה   2  ,y 1.  

 

  פונקציות רציונליות –מינימום ומקסימום מוחלטים 
  

נזכיר את השלבים למציאת מינימום מוחלט ומקסימום מוחלט   

  .עבור פונקציה רציפה בתחום סגור  

yמתקבלות עבור נמצא את נקודות הקיצון ה. א   ' 0 .  

  .נמצא את נקודות הקיצון המתקבלות בקצה התחום הסגור. ב  
  שלה הוא הגבוה  y- הנקודה ששיעור ה, מבין כל הנקודות שמצאנו. ג          

   y- והנקודה ששיעור ה, ביותר היא נקודת המקסימום המוחלט           

  .שלה הוא הנמוך ביותר היא נקודת המינימום המוחלט           
    

  :דוגמה  

  מצא את נקודות המינימום המוחלט והמקסימום המוחלט   
    

של הפונקציה   
2

2
2x 4x 2y
x 2x 3

 
 

  .[3;0]בקטע הסגור  

   :פתרון  

:     מנת פונקציות נקבל לפי הנוסחה לנגזרת של  
2 2
16x 16y '

(x 2x 3)


 
 .  

    

: נקבל. נשווה את הנגזרת לאפס  
2 2
16x 16 0

(x 2x 3)
 

 
.  

16x :נקבל. נכפול במכנה המשותף   16 0   ומכאןx 1.                                           

x

y

x

y
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xנציב     1   בפונקציה ונקבלy 2  .1): הנקודה היא; 2) .  

xנמצא את שיעורי הנקודות שבקצה הקטע הסגור שבהן           0  ו -x 3.  

  .  בפונקציה x- נציב את שיעורי ה  

xעבור    0  2נקבל
3y   . 2הנקודה היא

3(0; ).  
    

xעבור    3  2נקבל
3y  . 2הנקודה היא

3(3; ).  
   

;1)שלוש נקודות הקיצון שהתקבלו הן  2) ,2
3(0; ) ,2

3(3; ).  

;1)המינימום המוחלט מתקבל בנקודה    2) כיוון ששיעור ה -y   

  .שלוש הנקודותבנקודה זו הוא הנמוך ביותר מבין   

2המקסימום המוחלט מתקבל בנקודה   
3(3;    y- כיוון ששיעור ה (

  . בנקודה זו הוא הגבוה ביותר מבין שלוש הנקודות  
    

;1)נקודת המינימום המוחלט היא, לסיכום   2)  ונקודת המקסימום

2המוחלט היא  
3(3; ).  

 
 

  תרגילים
  

מצא את נקודות המינימום והמקסימום המוחלטים של כל אחת מהפונקציות 

  :הבאות בתחום הרשום משמאלה
  

1.  
2
6xy

x 1



    2;2                2. 

2
2x 1y
x 2




  [0;3]              3.x 5y
x 3



  [1;5]  

  

16yנתונה הפונקציה    .4 x 8
x

     8בתחום x 8   .  

  .רשום את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

  מצא את נקודות המינימום והמקסימום של הפונקציה . ב  

  ). כולל הנקודות שבקצה התחום(      

  . x- מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם ציר ה. ג  

  .ל"שרטט סקיצה של גרף הפונקציה בתחום הנ. ד  

  ?האם לפונקציה יש מקסימום מוחלט. ה  

  ?האם יש לפונקציה מינימום מקומי שאינו מוחלט. ו  
 
  

נתונה הפונקציה   .5
2

4x 3y
x 1




.  

  .xהוכח שהפונקציה מוגדרת לכל ערך של . א  

  .מצא את הערך המינימלי ואת הערך המקסימלי של הפונקציה. ב  

: השוויון- אי מתקיים xהוכח שעבור כל ערך של . ג  
2

4x 31 4
x 1

  


.  
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בתחום הוכח ש  .6 3;0 2השוויון - מתקיים אי 104 x 3.324
3 x 3

    


.  

  

נתונה הפונקציה   .7
2 2
mxf (x)

x m



 ,m 0.  

  .m- ערך הפונקציה בנקודות הקיצון שלה אינו תלוי ב: הוכח. א  

: השוויון- הוכח את אי. ב  
2 2
2mx1 1

x m
  


  

  
  

  :  תשובות

), מקסימום מוחלט (3;1)    .1 1; 3)  מינימום מוחלט.  
  

2.    1
2(2; 1, מקסימום מוחלט (

2(0; ) מינימום מוחלט.  

  
;1), מקסימום מוחלט (0;5)    .3 1) מינימום מוחלט.  
  
  
x. א   .4 0 ,8 x 8   .ב .( 4;16) מינימום ,  

),  מקסימום (0;4)   8;18) מקסימום ,  

  (8; 2) לא. ה . (0;4). ג.  מינימום .  

)בנקודות , כן. ו 4;16)  8)- ו; 2) .  
  

  

1ערך מינימלי. ב  .5  ,4ערך מקסימלי .  
  
  
  

 
 
 

  

 

  

x

y
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  פרמטרים מציאת –חקירת פונקציות רציונליות 
  

xהישר    .1 1  לפונקציה  הוא אסימפטוטה
2
ax 16y

x 3x b


 
xבנקודה .  2 

  .לפונקציה יש נקודת קיצון

  .bואת  aמצא את . א     

  אסימפטוטות , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: מצא. ב     

  .תחומי עליה וירידה, נקודות קיצון, מקבילות לצירים      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

  דרך כל אחת משתי נקודות הקיצון של הפונקציה מעבירים משיק . ד  

  . ל יוצרים מרובע"נארבעת הישרים ה. וישר המאונך למשיק      

  .            חשב את שטח המרובע      
  
  

שיפוע המשיק לגרף הפונקציה   .2
2

2
ax bx 1y
x 6x 8

 
 

1בנקודה  
3(5;5 40הוא  (

9.  

  .bואת  aמצא את . א  

  .  תחומי עלייה וירידה) 3.  (נקודות קיצון) 2.  (תחום הגדרה) 1: (מצא. ב  

  .   אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5.  (נקודות חיתוך עם הצירים) 4(             

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג  

  .מצא את תחומי החיוביות של הפונקציה) 1. (ד  

  .שיפועי המשיקים לגרף הפונקציה הם חיוביים xמצא לאילו ערכי ) 2(      
  

xנתונה הפונקציה   .3 kf (x)
x 3



 ,k 3.  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

fהפונקציה  kלאילו ערכים של . ב   (x) רדת לכל יוx בתחום ההגדרה?  

xישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה . ג   k  מקביל לישר המשיק  

xלגרף הפונקציה בנקודה שבה               5 . מצא את הערך שלk.  

מצא משוואת הישרים המשיקים ', שמצאת בסעיף ג kערך של עבור ה. ד  

  .לגרף הפונקציהשמחוץ  (7;2)לגרף הפונקציה ועוברים דרך הנקודה       
  

גרף הפונקציה   .4
2

2
x x mf (x)

x
   חותך את האסימפטוטה האופקית שלו

x - ב 2 .  

  .mמצא את . א  

  , תחומי עלייה וירידה, נקודות קיצון, מצא תחום הגדרה. ב  

  . אסימפטוטות מקבילות לצירים, נקודות חיתוך עם הצירים    

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג  

yהישר , kמצא לאילו ערכים של . ד   k נפגש עם גרף הפונקציה:  

  .באף נקודה)  3.   (בשתי נקודות) 2.   (בנקודה אחת) 1(              
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נתונה הפונקציה   .5
2

2
4x xf (x)

x ax b


 
.  

xהישר    1  של הפונקציהיחידה היא אסימפטוטה אנכית.  

xמלבד (וסף קיים ערך נ, כמו כן   1 (שעבורו הפונקציה לא מוגדרת.  

  ).אפשרויות b )2ושל  aמצא את הערך של . א  

  . תחום ההגדרה) 1: (ומצא bהצב בפונקציה את הערך החיובי של . ב  

  . תחומי עלייה וירידה) 3. (נקודות קיצון) 2(      

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5.  (נקודות חיתוך על הצירים) 4(      

fשרטט סקיצה של גרף הפונקציה . ג   (x).  

fלמשוואה  עבורם אין פתרון kהאם קיימים ערכים של . ד   (x) k ?  

  .מצא אותם, אם כן      

1מצא את שיעורי נקודות החיתוך בין גרף הפונקציה לישר . ה  
2y x 3  .  

  
 

לפונקציה    .6
3

2
2x axf (x)

x 1



xיש מינימום בנקודה   2.  

  .aשל הפרמטר  מצא את הערך. א        

  .מצא את האסימפטוטות של הפונקציה המקבילות לצירים. ב        

  .מצא את נקודות המינימום והמקסימום של הפונקציה. ג        

כמה פתרונות יש למשוואה . ד  
3

2
2x 1.6x 7

x 1
 


?  

  

  הבעה באמצעות פרמטרים –חקירת פונקציה רציונלית 

  ):aהפרמטר  הבע באמצעות, במידת הצורך(חקור את הפונקציות הבאות ומצא 

  . תחומי עלייה וירידה. ג   .נקודות קיצון. ב.   תחום הגדרה. א

  .אסימפטוטות  מקבילות לצירים. ה  . נקודות חיתוך עם הצירים. ד

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ו
  

7.  
2xy

x a



  (a 0)       8.  

2
1y

x a



  (a 0)  

9.  
2 2
x 1y

x a



  (a 1)     10.  
2 2

xy
x 3ax 4a


 

  (a 0)  

11.  
3

2
xy

(x a)



  (a 0)     12 .  

2

3

(x 3a)
y

(x 2a)




  (a 0)  

13.  
2 2

2
a xy
(x 1)




  (a 1)     14.  
2 2
x ay

x a



 (a 0)  
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xנתונה הפונקציה   .15 2mf (x)
x m



.  

mמצא עבור . א   0:  

   .נקודות קיצון) 2(  .תחום הגדרה) 1(      

   .נקודות חיתוך עם הצירים) 4(   .תחומי עלייה וירידה) 3(     

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(              

  .גרף הפונקציה קיצה שלשרטט ס) 6(     

fשרטט סקיצה של גרף הפונקציה . ב   (x)  עבורm 0.  
 
 
 
  

נתונה הפונקציה    .16
2

2

ax 1
f (x)

x b





  a 0 ,b 0.  

fהוכח שהפונקציה . א   (x) היא פונקציה זוגית .  

  ,נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: חקור את הפונקציה ומצא. ב      

  , במידת הצורך(תחומי עלייה וירידה ואסימפטוטות , נקודות קיצון              

  ).b- וב a- היעזר ב             

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג      

f: נתון. ד   (k) m . מהו הערך שלf ( k)?  

 
  

נתונה הפונקציה   .17
2

2 2
ax 4f (x) 2
x b

 


  a 0) ,(b 0 .   

fאת האסימפטוטות של הפונקציה  b- ו aבטא בעזרת . א   (x).  

  .את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה b- ו aבטא בעזרת . ב  
f: תקייםמ bעבור אילו ערכים של . ג   (0) 0?  

f: נתון. ד   (0) 0 . 

  .תאר סקיצה של גרף הפונקציה     
  
  
  

  שלהפונקציה לגרף הנגזרת ה קשר בין גרףהבעיות עם 
  

נתונה הפונקציה   .18
2

xf (x)
x x 1


 

.  

 .  נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. א

  .   נקודות חיתוך עם הצירים) 4(  .תחומי עלייה וירידה) 3(     

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(     

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב           

fשרטט את הגרף של הפונקציה הנגזרת . ג   '(x)  2בתחום x 2  .  

fלפונקציית הנגזרת  ל יש"הנח שבתחום הנ       '(x)  נקודת קיצון אחת  

 .בלבד    
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נתונה הפונקציה   .19
2
8xf (x)

x 4



.  

 .  נקודות קיצון) 2(    .תחום הגדרה) 1(: מצא. א  

 .נקודות חיתוך עם הצירים) 4(   .תחומי עלייה וירידה) 3(                          

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(                          

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב           

fהיא נגזרת של הפונקציה  g(x)הפונקציה . ג   (x) , כלומרg(x) f '(x).  

  ?x- עם ציר ה g(x)פונקציה מהן נקודות החיתוך של ה) 1(            

  ?g(x)מהי האסימפטוטה האופקית של הפונקציה ) 2(            

  .g(x)גרף הפונקציה  סקיצה שלשרטט ) 3(     

   .נקודת קיצוןיש שלוש  g(x)פונקציה שלהנח           
  

נתונה הפונקציה   .20
2xf (x)

3 x



.    

 . נקודות קיצון) 2(   . תחום הגדרה) 1: (מצא. א

   .תחומי עלייה וירידה) 3(                

 . נקודות חיתוך עם הצירים) 4(               

  .יריםאסימפטוטות מקבילות לצ) 5(               

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב  

fמצא עבור פונקציית הנגזרת . ג '(x):  

    .תחום הגדרה) 1(   

  .x- נקודות חיתוך עם ציר ה) 2(   

   .תחומי חיוביות ושליליות) 3(   

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 4(   

fיצה של גרף הנגזרת שרטט סק) 5(    '(x) .  

fהנח שלגרף הנגזרת          '(x) אין נקודות קיצון .  
  

נתונה הפונקציה   .21
2

2
x 8xf (x)
x 8



.  

  , תחומי עלייה וירידה) 3. (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. א

  . אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(, עם הצירים נקודות חיתוך) 4(    

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב

fהפונקציה . ג   (x)  אחרת של פונקציה נגזרתהיא g(x) , 

gכלומר        '(x) f (x) . בהנחה שתחום ההגדרה של הפונקציהg(x)   

fזהה לתחום ההגדרה של הפונקציה        (x):  

  g(x)של הנקודות שבהן לפונקציה  x- מצא את שיעורי ה) 1(    

  .    קיצון וקבע את סוג הקיצון יש נקודות          

  .g(x)י העלייה והירידה של הפונקציהמצא את תחומ) 2(      

  .אין אסימפטוטה אופקית g(x)הסבר מדוע לפונקציה ) 3(      
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fהנגזרת של הפונקציה    .22 (x)  היא 
2

4x af '(x)
x 2




fהגרף של  . '(x)  חותך 

1את הצירים בשתי נקודות שהמרחק ביניהן הוא  
2 5.  

a (aמצא את ערך הפרמטר . א         0).  

fהנגזרת  עבור פונקציית מצא. ב   '(x) :עםנקודות חיתוך , תחום הגדרה  

  .עלייה וירידה תחומי, נקודות קיצון, אסימפטוטות, הצירים               

fהנגזרת שרטט סקיצה של גרף . ג      '(x) .  

fשל נקודת הקיצון של הפונקציה  x- מצא את שיעור ה) 1(. ד   (x)   

  . את סוג הקיצון וקבע                   

fמצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה ) 2(       (x) .  

fהסבר מדוע לפונקציה ) 3(       (x) יש אסימפטוטה אופקית.  
  

 

נתונה הפונקציה   .23
2

2

x x m
f (x)

x x k

 


 
 .  

;0)- ו (0;1)קציה עם הצירים הן שתיים מנקודות החיתוך של גרף הפונ   1).  

  .m- ו kמצא את הפרמטרים . א  

  , תחומי עלייה וירידה) 3. (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. ב

  . אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5. (נקודת חיתוך עם הצירים) 4(    

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג

fהפונקציה  xמצא לאילו ערכי . ד   (x)  שלילית והנגזרתf '(x) חיובית .  

fהפונקציה . ה (x)  יה של הפונקצ נגזרתהיאg(x) , כלומרg '(x) f (x) .  

  שבהן שיפוע  g(x)של הנקודות על הגרף של  x- מצא את שיעורי ה              

  . 1.25הוא  g(x)המשיק לגרף הפונקציה               
  

xנתונה הפונקציה   .24 2f (x)
x 3



.  

  .נקודות חיתוך עם הצירים) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. א  

  .אסימפטוטות) 5(  .תחומי עלייה וירידה) 4.  (נקודות קיצון) 3(              

fשרטט סקיצה של גרף הפונקציה . ב   (x).  

fהפונקציה . ג   (x)  פונקציה ההיא  נגזרת שלg(x),  כלומרg '(x) f (x). 

xהוא  g(x)בהנחה שתחום ההגדרה של הפונקציה        3 :  

הקיצון של הפונקציה  של נקודת x- את שיעור הבתחום זה  מצא) 1(               

    g(x) סוג הקיצון קבע אתו .  

   . g(x) את תחומי העלייה והירידה של הפונקציהמצא בתחום זה ) 2(       

fפונקציה היעזר באסימפטוטה האופקית של ה )3(       (x)  והסבר מדוע

  .אין אסימפטוטה אופקית g(x)לפונקציה     

)g ,אם נתון g(x)שרטט סקיצה של גרף הפונקציה ) 4(       2.999) 3.909 ,  

                   g(0) 1.099  לפונקציות וידוע שg(x) ו -f (x)  יש אותה אסימפטוטה  

  . אנכית    
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fהנגזרת של הפונקציה   .25 (x)   היא
22x 6x 4f '(x)

x
 .  

fעבור פונקציית הנגזרת    '(x):  

  .נקודות חיתוך עם הצירים) 2. (ום הגדרהתח) 1: (מצא. א  

  .תחומי עלייה וירידה) 4.  (נקודות קיצון) 3(             

  .אסימפטוטות מאונכות לצירים) 5(             

fהנגזרת  גרף שרטט סקיצה של. ב   '(x) .  

xבתחום . ג   0:  

fשל נקודות הקיצון של הפונקציה  x- את שיעור המצא ) 1(             (x)   

  . סוג הקיצון וקבע את                 

fמצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה ) 2(      (x)  .    

fשרטט סקיצה של הפונקציה ) 3(     (x)  בתחוםx 0 , אם נתוןf (1) 5 .  

 
     

  ת של פונקציות רציונליותוהזזות ומתיח
  

נתונה הפונקציה   .26
2
6xf (x)

x 1



.  

  .  תחומי עלייה וירידה) 3. (נקודות קיצון) 2. (תחום ההגדרה) 1: (מצא. א  

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5.  (נקודות חיתוך על הצירים )4(      

fשרטט סקיצה של גרף הפונקציה . ב   (x).  

g(x): מקיימת g(x)הפונקציה . ג   f (x) 1 .  

fשרטט סקיצה של הפונקציה        (x) ה של הפונקציה וסקיצg(x)   

  . באותה מערכת צירים             

h(x)מקיימת  h(x)הפונקציה . ד   f (x) c  .  

  . 1א הו y- יש מקסימום בנקודה שבה שיעור ה h(x)לפונקציה       

  .cמצא את הערך של       
 

;4)הנקודה   .27 9)  היא נקודת קיצון של הפונקציה
2

ax bf (x)
x 9x 18


 

.  

  . bואת  aמצא את . א        

  אסימפטוטות , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: מצא. ב  

  .תחומי עליה וירידה, נקודות קיצון, מקבילות לצירים      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

g(x)מקיימת  g(x)הפונקציה . ד   f (x) 11  . 3שרטט בתחום x 6    

fאת הגרף של                (x)  ואת הגרף שלg(x) באותה מערכת הצירים.  

h(x): מקיימת h(x)הפונקציה . ה   f (x) k  .  

  . x- משיק לציר ה h(x)עבורם גרף הפונקציה  kמצא את הערכים של               
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האסימפטוטות האופקית והאנכית של הפונקציה   .28
2

8(x 1)
f (x) b

(x a)

 


 

;7)נחתכות בנקודה    8).  

  . bואת  aמצא את . א  

  .נקודות קיצון) 2.  (תחום הגדרה) 1: (חקור את הפונקציה ומצא. ב  

  .נקודות חיתוך עם הצירים) 4.  (תחומי עלייה וירידה) 3(      

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג  

מקיימת  g(x)הפונקציה . ד    
2

8(x 1)
g(x) k

(x 7)

 


.  

  ? x- נמצא כולו מעל ציר ה g(x)גרף הפונקציה  kלאילו ערכי         
  
  

fנתונה פונקציה . א  .29 (x) . 0ידוע כיx  מקומי(היא נקודת מקסימום (  

fשל הפונקציה                (x) .0, כמו כןf ''(x ) 0 .  

g(x)מקיימת  g(x)הפונקציה       f (x)  .  

  .      g(x)של הפונקציה ) מקומי(א נקודת מינימום הי 0x: הוכח              

נתונה הפונקציה . ב  
2

2
x 4x 6f (x)
x 4x 5

 
 

.  

  .מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה וקבע את סוגה      

g(x)נגדיר . ג   f (x)  . מצא את נקודת הקיצון של הפונקציהg(x)  

  ). היעזר בסעיפים קודמים(וקבע את סוגה              
  
  

2xנתונה הפונקציה   .30 5f (x)
x 4



.  

  .תחומי עלייה וירידה) 3.  (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. א

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5( .   נקודות חיתוך עם הצירים) 4(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב           

2xנתונה הפונקציה . ג   5g(x)
x 4
 


 .  

  .g(x)בהסתמך על סעיפים קודמים שרטט סקיצה של גרף הפונקציה              
  

נתונה הפונקציה   .31
2

2
x 4x 3f (x)

(x 2)
 


  

  . תחומי עלייה וירידה) 3. (דות קיצוןנקו) 2. (תחום הגדרה) 1:  (מצא. א  

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5. (נקודות חיתוך עם הצירים) 4(              

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב           

g(x): מקיימת g(x)הפונקציה . ג   f ( x) .  

  .g(x)ציה שרטט סקיצה של גרף הפונק      
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נתונה הפונקציה    .32
2

2
2x 6xf (x)

x 7x 10


 
.  

  , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: חקור את הפונקציה ומצא. א      

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים, נקודות קיצון, תחומי עלייה וירידה             

  .השרטט סקיצה של גרף הפונקצי. ב     

: מקיימת g(x)הפונקציה . ג   2g(x) f (x) .  

  . g(x)מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה ) 1(             

  .תוכל להיעזר בסעיפים קודמים           

   .g(x)גרף הפונקציה של  הסקיצשרטט ) 2(      

g(x)יש למשוואה , kלאילו ערכים של ) 3(              k שני פתרונות ?   
 

fנתונה פונקציה . א  .33 (x) . 

fפונקציה של ה )מקומי(היא נקודת מינימום  1xידוע כי               (x) . 

1f, כמו כן                '(x ) 0 ,1f ''(x ) 0 ,1f (x ) 0. 

1g(x): מקיימת g(x)הפונקציה       
f (x)

 .  

  .g(x)של הפונקציה ) מקומי(היא נקודת מקסימום  1x: הוכח              

נתונה הפונקציה . ב  
2

2
x 1f (x)
x 2




.  

  .מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה וקבע את סוגה      

: נגדיר. ג  
2

2
x 2g(x)
x 1



 . 

g(x)הפונקציה מצא את נקודת הקיצון של        . וקבע את סוגה 

 .היעזר בסעיפים קודמים              
 
 
  

  בעיות נוספות –חקירת פונקציה רציונלית 
 
  

נתונה הפונקציה   .34
3

2
x 1f (x)
x 1




.  

  .נקודות קיצון) 2.  (תחום הגדרה) 1: (חקור את הפונקציה ומצא. א  

  .נקודות חיתוך עם הצירים) 4.  (עלייה וירידהתחומי ) 3(      

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב  

fמצא את נקודת החיתוך בין גרף הפונקציה . ג   (x)  3לישרx 3y 1 0   .  
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פונקציה גרף הישר המשיק ל  .35
2

2
x 3x ay
x 3x 2

 
 

xבנקודה שבה   1    

7בנקודה שבה  x- חותך את ציר ה
5x .  

  .aמצא את הערך של . א  

. תחומי עליה וירידה) 3. (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. ב  

  . אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5. (נקודות חיתוך עם הצירים) 4(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

fגרף הפונקציה  xלאילו ערכי מצא . ד   (x) נמצא מעל האסימפטוטה  

  .האופקית שלו             
 
  

נתונה הפונקציה   .36
3xf (x)

x 2



.  

 : חקור את הפונקציה ומצא. א  

 .  תחום הגדרה) 1(      

  .נקודות קיצון) 2(               

 .  תחומי עלייה וירידה) 3(      

  .נקודות חיתוך עם הצירים) 4(     

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב  

3xת יש למשוואה כמה פתרונו. ג   5x 10 0  ?  

  .יפים קודמיםסעהיעזר ב              
 

g(x)מקיימת  g(x)הפונקציה . ד   f (x 2)  , כלומר
3(x 2)

g(x)
x 4



.  

  .g(x)שרטט סקיצה של גרף הפונקציה       
 
 

נתונה הפונקציה    .37
2

2

(x a)
f (x)

x 5





 ,a 0.  

   ):aבמידת הצורך הבע באמצעות ( חקור את הפונקציה ומצא. א

 . תחום הגדרה) 1(       

  . נקודות חיתוך עם הצירים )2(    

 . ןנקודות קיצו )3(    

  .  וירידהתחומי עליה ) 4(    

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(    

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  ב      

fנמצאת על גרף הפונקציה  B- ו Aהנקודות .  ג       (x)  בתחום שמימין   

A: נסמן .x- הלנקודת החיתוך של הגרף עם ציר        1x x ,B 2x x  . 

1: הוכח                21 f (x ) f (x ) 1   .  
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: נתונה הפונקציה  . 38
2(x a)

y
x a



 ,a 0.  

  :aהבע באמצעות . א      

  .את תחום ההגדרה של הפונקציה )1(             

  .את נקודות הקיצון של הפונקציה) 2(             

  .את נקודות החיתוך של הפונקציה עם הצירים )3(             

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים )4(             

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב    

yהישר  נתון. ג     k . הבע באמצעותa  את ערכיk   עבורם חותך הישר  

  .באף נקודה )3(.  בנקודה אחת )2(. בשתי נקודות )1(: את הפונקציה             
 
  

נתונה הפונקציה   .39
2

4

(x 2B)
f (x)

(x B)




 ,B פרמטר ,B 0.  

  .Bבמידת הצורך הבע את תשובותיך באמצעות . 'ו- 'ענה על הסעיפים א      

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א      

  .מצא אסימפטוטות של הפונקציה המקבילות לצירים. ב     

  .את נקודות החיתוך של הפונקציה עם הצירים מצא. ג      

fשעבורם  xמצא את ערכי . ד       '(x) 0.  

  .מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. ה      

  . שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ו      

fהפונקציה . ז   (x)  נגזרת של פונקציה אחרת היאg(x).  

  .יש אסימפטוטה אופקית g(x)הסבר מדוע לפונקציה              
  
 

נתונה הפונקציה    .40
2

2
x m(m 4) y
(x 2)

 


.  

  , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום ההגדרה: חקור את הפונקציה ומצא. א      

  תחומי עלייה וירידה ואסימפטוטות  ,נקודות קיצון              

  ).mבמידת הצורך הבע באמצעות (     

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב      

  בין גרף הפונקציה של נקודת החיתוך  x- אם נתון ששיעור ה mמצא את . ג      

1לבין האסימפטוטה האופקית של הפונקציה הוא              
22.  

  
  

נתונה הפונקציה       .41
2
x 1f (x)

x m



 ,m 1  .  

   .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 2. (תחום הגדרה)  1: (מצא. א       

  .נקודות חיתוך עם הצירים) 3(     

  .הפונקציה יורדת בכל תחום ההגדרה שלה: הוכח. ב      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג      
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נתונה הפונקציה   .42
2axy

x 1



 (a 0) .  

yמצא את הנקודות שעבורן . א   ' 0 )בע באמצעות ה, במידת הצורךa.(  

aאם : הוכח. ב   0  היא נקודת מקסימום (0;0)אז הנקודה.  

aאם : הוכח. ג   0  היא נקודת מינימום (0;0)אז הנקודה.  
  

byלפונקציה   .43 ax
x

   יש קיצון בנקודהx 2 .  

b: הוכח. א   4a.  

  ?נקודת הקיצון הנתונה היא מסוג מקסימום aלאילו ערכי . ב  
 

נתונה הפונקציה   .44
2

2
x 1f (x)

(x k)



.  

  . את תחום ההגדרה של הפונקציה kהבע באמצעות . א  

  .אין לפונקציה נקודות קיצון kמצא לאיזה ערך של . ב  
  

  

נתונה הפונקציה   .45
2

2
x 4x 19f (x)
x 6x m

 
 

 .  

  

  .וגדרתעבורו הפונקציה אינה מ xשל ) בלבד(קיים ערך אחד   

  .mמצא את הערך של . א  

  .  נקודות קיצון) 2.  (תחום הגדרה) 1: (מצא. ב  

  .  תחומי עלייה וירידה) 3(                

  .  נקודות חיתוך עם הצירים) 4(                       

  .   אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(                       

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג  

g: מקיימת g(x)הפונקציה . ד   '(x) f (x) .בהנחה שתחום ההגדרה  

fזהה לתחום ההגדרה של הפונקציה  g(x)של הפונקציה               (x):  

  . עולה בכל תחום ההגדרה שלה g(x)ציה הוכח שהפונק) 1(      

  . אין אסימפטוטה אופקית g(x)הסבר מדוע לפונקציה ) 2(             
     

נתונה הפונקציה    .46
2
4x 8y

x 4x a


 
.      

  ?xמוגדרת לכל ערך של הפונקציה  aלאילו ערכים של . א

  ?שתי נקודות קיצון יש לפונקציה aלאילו ערכים של . ב
  

50yיש לפונקציה  kמצא לאילו ערכים של   .47 kx
x

   גם מינימום וגם

  . מקסימום
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יה נתונה הפונקצ  .48
2

x af (x)
1 x



 )a 1  פרמטר.(  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

  ?בתחום ההגדרה שלה xהפונקציה עולה בכל נקודה  aלאילו ערכי . ב  

0: נתון. ג   a 1  .  

  .את נקודות החיתוך של הפונקציה עם הצירים aהבע באמצעות ) 1(      

  .רשום את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה) 2(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה) 3(      
    

  

נתונה הפונקציה   .49
2ax 36y
x
.  

   

  . הפונקציה יורדת בכל התחום בו היא מוגדרת aל מצא לאילו ערכים ש 
  

 

  
  :תשובות

a. א  .1 2  ,b 4 .תחום הגדרה. ב :x 4 ,x 1 .  

;0): נקודות חיתוך   4) ,(8;0).  

x: אסימפטוטות   1  ,x 4 ,y 0.  

;2): נקודות קיצון   2) מקסימום ,  

        (14; 0.08) מינימום.  

x: עלייה   14  1או x 2    אוx 1  .  

4:  ירידה   x 14   2או x 4  .  23.04. ד.  

 

  

a. א  .  2 1 ,b 2   .  

x) 1(. ב 2 ,x 4  .  

;2.5), מינימום (0;1)) 2( 3) מקסימום .  

2: עלייה) 3( x 2.5   1או x 2  .  

x: ירידה      4 2.5ו א x 4   אוx 1  .  

)4 (1(0; )
8

 ,(1;0))  .5 (x 2 ,x 4 ,y 1.  

x) 1. (ד 4  1או x 2   אוx 1.  

    )2 (2 x 2.5   1או x 2 .  

 

  

x. א  .  3 3   .ב .k 3  .ד.  1. ג .y 2x 11   ,y 18x 43    .  
 

x

y

x

y
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m. א  .4 2   .תחום הגדרה. ב :x 0.  

)1: נקודות קיצון   4;1 )8 מקסימום.  

x: עלייה   0  אוx 4  ,4: ירידה x 0  .  

), (0;2): נקודות חיתוך   1;0).  

x: אסימפטוטות   0 ,y 1.  

k) 1. (ד   1  1אוk 18)  .2 (11 k 18   אוk 1)  .3 (1k 18.  
  

  

a. א  . 5 5 ,b 4  אוa 1 ,b 0.     

x) 1. (ב   1 ,x 4  .  

x: עלייה) 3.  (אין) 2(   4  1או x 4    

xאו        1 ;(0;0)) 4(   .אין: ירידה.  

          )5 (x 1 ,y 1  .  

1.  ד        
3k 1  ,k 1  .  

;2). ה         2) ,1
2(3; 1 ).  

 

  

x. ב. 1.6. א      .6 1 ,x 1   .מינימום (6.4;2). ג,( 2; 6.4)  מקסימום .  

  .שלושה. ד  

 

  

x.א  .7 a  .  

), מינימום (0;0).ב   2a; 4a)  מקסימום.  

x: עלייה. ג   0  אוx 2a ;  

a: ירידה       x 0   2aאו   x a   .  

  . (0;0).ד  

x.ה   a .  
 

  

x: תחום הגדרה. א  .8 a ,x a  .  

;0)1.ב   )
a

 מקסימום.  

a: עלייה. ג   x 0    אוx a .  

x: ירידה       a  0או x a .    

;0)1.ד   )
a

.  

x.ה   a ,x a  ,y 0.  

x

y

x

y

x

y

y

x
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x. א  .9 a ,x a   .אין. ב.  

x: ירידה; אין: עלייה. ג   a   

aאו        x a    אוx a .  

. ד  
2

1(0; )
a

 ,(1;0).  

x. ה   a ,x a  ,y 0.  
  

x. א  .10 4a ,x a    .אין. ב  .  

x: עלייה. ג   4a  אוa x 4a     

xאו        a    .אין: ירידה ;

  .(0;0) . ד  

x. ה   4a ,x a  ,y 0 .  

   
         

x. א  .11 a.          

  .מקסימום (3a;6.75a).ב      

x: עלייה. ג            a  אוx 3a.  

3a: ירידה       x a .  

  . (0;0). ד  

x. ה       a   .  
  

  
  

x.א  .12 2a  .ב.( 3a;0) מקסימום ,  

     4( 13a; )
135a
 מינימום.  

13a:עלייה. ג   x 3a    ;  

x: ירידה       2a  3אוa x 2a     

xאו     13a .  

).ד   3a;0) ,9(0; )
8a
   .ה .x 2a ,y 0  .  

  

x. א  .13 1   .ב .
2

2
2

a(a ; )
1 a

  .מינימום 

2x: עלייה. ג   a  אוx 1 ;  

21: ידהיר       x a .  

a;0)2. ד   ) ,(a;0) ,( a;0).  

x. ה   1 ,y 1 .  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x. א  .14 a ,x a    .אין. ב.  

x: ירידה; אין: עלייה. ג   a   

aאו        x a    אוx a .  

;0)1. ד   )
a

x. ה.   a  ,y 0.  

 
 

  

x) 1. (א  .15 m)  .2 (אין  .        )6 (  

x: עלייה) 3(       m  אוx m ;  

  .אין: ירידה            

      )4 ((0;2) ,(2m;0) .  

      )5 (x m ,y 1.  

  

  . ב  

  

  

  

  

  

  
 

  , xכל : תחום הגדרה. ב  .16

;0)1 :נקודות חיתוך             )
b

 ,1( ;0)
a

 ,1( ;0)
a

    ,  

;0)1: נקודות קיצון             )
b

 מינימום .  

x: תחומי עלייה             0 ,תחומי ירידה :x 0 .  

y: אסימפטוטות             a .  

  .m. ד  

  
  

x. א  .  17 b ,x b , y a 2    .  

b: עלייה. ב x 0    אוx b .  

x:ירידה     b  0או x b   .  

0. ג b 2 .  
  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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1, מקסימום 2((1;1)(.   xכל ) 1. (א  . 18
3( 1; ) ב.   מינימום.  

1: עלייה) 3(      x 1  ,  

x: ירידה                     1  אוx 1    .  

     )4 ((0; 0))  .5 (y 0.  
         

  .ג  

 

 
  

  .ב                .xכל ) 1. (א  .19

       )2 (( 2;2) 2), מקסימום; 2) מינימום.  

x: עלייה) 3(        2  אוx 2 ,  

2: ירידה             x 2  .  

      )4 ((0;0))   .5 (y 0.  

), (0;2)) 1. (ג   2;0)  .  

      )2 (y 0.  

      )3(  
  

  

  

 

  

x)1( .א  .20 3.            

           )2 ((0; ;6), מינימום (0 12) מקסימום.  

3: עלייה) 3(            x 6   0או x 3  ;  

x: ירידה                     6  אוx 0.  

          )4 ((0; 0))  .5 (x 3  .  
 
 
  

x) 1. (ג   3.  

    )2 ((0;0) ,(6;0).  

0: חיוביות) 3(     x 3   3או x 6  ;  

x: שליליות          6  אוx 0.  

    )4 (x 3 ,y 1 .  

  

  

x

y

x

1 1

x

y

x

y

x

y

x

y
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), מקסימום 2((4;2)( . xכל ) 1. (א  .21 2; 1)  מינימום.  

2: עלייה) 3(       x 4  ;  

x: ירידה            4  אוx 2 .  

      )4((0;0) ,( 8;0))  .5(y 1.  

x) 1. (ג   0 מינימום ,x 8  מקסימום.  

x: עלייה) 2(       0  אוx 8 ;  

8: ירידה                     x 0  .  
  

  .xכל : תחום הגדרה. ב.  2. א   .22

;0): נקודות חיתוך          1),1
2( ;0) .  

y: אסימפטוטות   0.  

  , מקסימום (1;2): נקודות קיצון         

  ( 1; 2)  מינימום.    

1: עלייה  x 2   ;ירידה :x 2  אוx 1 .    

1) 1. (ד  
2x  ,1: עלייה) 2(  .מינימום

2x  ;1: ירידה
2x .  

  

k. א  .23 2 ,m 2 .  כל  )1. (בx.  

       )2 ((0; 1) 2, מינימום
7(4;1   .מקסימום (

0: עלייה) 3(        x 4 ,  

x: ידהיר             4  אוx 0.  

      )4 ((0; 1) ,(1;0) ,( 2;0))  .5(y 1.  

0. ד   x 1    .6או  3.ה    .  
  
  

x) 1. (א  .24 3 .   )2 (2
3(0; ) ,( 2;0). )3 (אין.  

x: עלייה) 4(       3   אוx 3 ;  

  .אין: ירידה    

      )5 (x 3  ,y 1.  
  
  

x) 1. (ג   2  4(          .מינימום(  

x: עלייה) 2(       2  ;  

3: ירידה                   x 2   .  

        
  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

y

x

 755
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



גבע
יואל 


 

x) 1. (א  .25 0)   .2 ((1;0) ,(2;0).  

      )3 (( 2; 0.343) מינימום ,  

           ( 2; 11.66)  מקסימום.  

x: עלייה) 4(       2  אוx 2 ;  

0: ירידה     x 2   2או x 0  .  

      )5 (x 0.  

  

  

x) 1. (ג   1 3(               , מקסימום(  

                  x 2 מינימום.  

0: עלייה) 2(       x 1   אוx 2;  

1: ירידה      x 2 .  

     

  

  . xכל ) 1. (א   .26

), מקסימום (3;1))2(        1; 3)  מינימום.  

1: עלייה) 3(              x 1  ,  

x: ירידה                     1  אוx 1 .  

            )4 ((0; 0).   )5 (y 0.  

  . ג  

  

  

  

  .4. ד  

  

  

a. א   .27 9 ,b 18   .  

x: תחום הגדרה. ב  3 ,x 6.  

;0): נקודות חיתוך       1),(2;0).  

x:  אסימפטוטות         3 ,x 6,y 0.  

;4): נקודות קיצון             9) מקסימום ,  

     (0; 1) 3: עלייה. מינימום x 4   0או x 3 .  

x: ירידה             6  4או x 6   אוx 0.  

  .   9או  1. ה        .ד  
  

  

  

  

x

y

x

y

x

y

f (x)

g(x)

x

y

x

y

x

y

 756
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



גבע
יואל 


 

a. א  .  28 7 ,b 8   .  

x) 1. (ב 7.  )2 (1
3( 5; 8 )  מינימום .  

5: עלייה) 3(      x 7    ;  

x: ירידה      7  אוx 5 .  

     )4 (8
49(0; 8 ) ,(10;0) ,(5;0)  .  

     )5 (x 7 ,y 8 .  

1. ד
3k .  

 

). ב . 29 2;2) ג.   מקסימום .( 2; 2)  מינימום .  
  

x)1. (א  .30 4.   )2 (אין.   )ירידה, אין: עלייה) 3:x 4  אוx 4.  

       )4 ((0; 1.25) ,( 2.5;0).   )5 (x 4 ,y 2.  
  

  . ג              .ב  
  

  

  

  

  
  

x)1. (א  .31 2 ) .2 (אין .  )עלייה) 3 :x 2  ,ירידה :x 2 .  

       )4 ((0;0.75) ,( 1;0) ,( 3;0).  )5 (x 2  ,y 1.  

        . ג              .ב  

       

    

  

  

  
  

  

x: תחום הגדרה. א  .32 2 ,x 5.    

), (0;0): נקודות חיתוך       3;0).  

2: עלייה       x 3   1או x 2  .      

x: ירידה      5  3או x 5   אוx 1 .  

        (3; 18) 2, מקסימום( 1; )9  מינימום.  

x: אסימפטוטות       2 ,x 5 ,y 2  .  
    

x

y

x

y
2 5

x

y

x

y

x

y

x

y
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x

y   )2(  , מינימום (0;0), מינימום (324;3)) 1(. ג  

           4
81( 1; ) מקסימום ,( 3;0) מינימום.  

     )3 (  k 0  4או
81 k 4    

4או           k 324 .  

  

    

1. ב  .33
2(0;   .מקסימום (2;0). ג.   מינימום (

  

x) 1. (א  .34 1 ,x 1 .  

), ימוםמינ (1;0)) 2(               2; 3)  מקסימום.  

x: עלייה) 3(               1  0או x 1   אוx 2  ;  

1: ירידה            x 0    2או x 1    .  

       )4 ((0;1).   )5 (x 1  .  

1. ג  
3(2;2 ).  

  

a. א  .35 0.  

x) 1. (ב   2 ,x 1  .        ג.   

          .מינימום (9;1.5)) 2(    

x: עלייה) 3(           2  1.5או x 2  ;  

1: ירידה                     x 1.5  xאו   1.  

          )4 ((0;0) ,(3;0) .  

      )5 (x 2 ,x 1 ,y 1.  1. ד x 2 .  
  

x) 1. (א  .36 2  .  

  .מינימום (27;3)) 2(    

x: עלייה) 3(       3 ;  

2: ירידה                   x 3   אוx 2.  

      )4 ((0;0).    )5 (x 2 .  

  . פתרון אחד. ג  

   .ד  
  

  

  

  

  

y

x

y

x

y

x

y

x
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      .xכל ) 1. (א  .37

               )2 (
2a(0; )

5
 ,(a;0).  

       )3 ((a;0) מינימום ,  

                  
25 a 5;

a 5
  
 

  .מקסימום 

x: עלייה) 4(           a  5או
ax  ;  

5: ירידה           
a x a  .  

          )5 (y 1.  
  
 

x) 1. (א  .38 a.  

           )2 (( a;0) מקסימום ,(3a;8a) מינימום.  

           )3 (( a;0) ,(0; a).  

           )4 (x a .  

k) 1. (ג        8a  אוk 0  .  

          )2 (k 8a  אוk 0.  

          )3 (3a k 8a .  

  

  

  

x. א  .39 B.    ב .x B ,y 0.  

. ג          
2

40;
B

 
 
 

 ,(2B;0).  

x. ד 2B ,x 3B.  

2B: עלייה. ה   x 3B   אוx B;  

x: ירידה              3B  אוB x 2B .  
 
  
  

x: תחום הגדרה. א  .40 2 ,  

;m(0: נקודות חיתוך      )
4
 ,( m;0) ,( m;0).    

m: נקודות קיצון       m( ; )
2 m 4




  .מקסימום 

x: תחומי עלייה       2   אוmx
2

 ;  

m: תחומי ירידה       x 2
2

   .  

x: אסימפטוטות       2  ,y 1 .  

m. ג   6.  

y

x

x

y

x

y

x

y

 759
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



גבע
יואל 


 

  

x )1(. א  .41 m  ,x m   .  

  )2( x m  ,x m   ,y 0.  

  )3 (1(0; )
m

 ,( 1;0)    .  

  
  

  . (4a;2), (0;0). א  .  42
  

a. ב  .43 0.  
  

x. א  .44 k  .1, 0, 1. ב .  

  

x) 1. (ב.  9. א   .45 3)  .2(3
8( 5; ) מינימום.     

5: עלייה) 3(   x 3   ,  

xירידה                3   אוx 5 .  

        )4( 1
9(0;2 ))   .5 (x 3 ,y 1  .  

  

a. א    .46 4.   ב. a 4.  

  

47 .k 0 .  
  

x. א  .48 1   .  

1.  ב   a 1    .  

)) 1. (ג   a;0) ,(0;a)  .  

     )2 (y 0 ,x 1   .  

  
49 .a 0 .  

x

y

x

y

y

x

 760
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




