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חשבון דיפרנציאלי


  פונקציות רציונליות
  

. פונקציה רציונלית היא פונקציה שניתן להציגה כמנה של שני פולינומים

  :    הפונקציות הבאות הן פונקציות רציונליות, למשל

  6y
x

  ,
2
1y

x 9



  ,

2x x 9y
x 2
 


  ,
2

x 6y
x 4



.  
   

  ,רציונליות פונקציותק בנגזרת ושימושיה עבור לפני שנעבור לעסו  

nנביא הסבר על הפונקציה   
1y

x
  כאשרn הוא מספר טבעי .  

  

nהפונקציה 
1y =

x
 )n טבעי(  

  

nיף זה נעסוק בפונקציות מהצורה בסע
1

y
x

 )n טבעי .(  

xאם נציב בפונקציה . nxבמכנה של פונקציה כזו מופיע הביטוי  0 

1y:נקבל
0

 .לכן הפונקציה אינה מוגדרת , עותביטוי זה הוא חסר משמ

xעבור  0 ,כלומר הפונקציה אינה קיימת ב -x 0 .  

n הפונקציהנבחן תחילה את גרף 
1

y
x

  כאשרn זוגי- מספר טבעי אי.  

nגרף הפונקציה 
1y

x
  כאשרn כולל למשל את הפונקציות זוגי - טבעי אי

: הבאות
1

1y
x

 ,
3

1y
x

 ,
5

1y
x

 . כדי להכיר פונקציות מסוג זה נשרטט

1yתחילה את גרף הפונקציה 
x

   . עזר בטבלת ערכיםני 

xפונקציה זו אינה מוגדרת עבור 0 , לכן נבחר ערכיx  גדולים מאפס

  .y- ונמצא עבורם את שיעור ה 0- קטנים מ xוערכי 
  

10  5  1  0.1  0  0.1  1  5  10  x  

  10  1  0.2  0.1  y  אין  10  1  0.2  0.1
   

  נסמן את הנקודות 

  במערכת צירים ונקבל 

  :את הגרף הבא




  

x

y
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   !שים לב

x- גרף הפונקציה אינו עובר ב   0  ולכן הפונקציה אינה רציפה  

  .   ענף ברביע הראשון וענף ברביע השלישי: והיא מורכבת משני ענפים

בדרך דומה ניעזר בטבלת ערכים ונשרטט את גרף הפונקציה   
3

1y
x

           :  

  

  

  
  

  ניתן לראות שגם גרף זה   

  : מורכב משני ענפים

  וענף ענף ברביע הראשון 

  . ברביע השלישי
      

אם נמשיך ונשרטט את הגרפים של הפונקציות 
5

1y
x

 ,
7

1y
x

    
    

או כל גרף אחר מהצורה   
n

1y
x

  כאשרn שהתנהגות   זוגי נוכל לראות - אי

  .ה מזה רק במידת התלילות שלהםהגרפים דומה והם נבדלים ז
  

nנעבור לבחון את גרף הפונקציה 
1y

x
  כאשרn מספר טבעי זוגי .

הפונקציה 
n

1
y

x
  כאשרn כולל למשל את הפונקציות  טבעי זוגי

: הבאות
2

1
y

x
 ,

4

1
y

x
 ,

6

1
y

x
 . כדי להכיר פונקציות מסוג זה ניעזר

בטבלת ערכים ונשרטט את גרף הפונקציה 
2

1
y

x
.  

x- הפונקציה אינה מוגדרת ב   0  ולכן נבחר ערכיx מימין ל -x 0  

x- משמאל ל xוערכי    0.  

  

  

  

    

   :נקבל את התיאור הגרפי הבא  
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אם נשרטט בדרך דומה כל גרף אחר מהצורה 
n

1y
x

  כאשרn  טבעי זוגי

  , אה שהגרפים מתנהגים באופן דומהנר

אחד ברביע הראשון ואחד : כלומר גרף הפונקציה מורכב משני ענפים

  .הגרפים נבדלים זה מזה במידת התלילות שלהם. ברביע השני
  
  

גרף הפונקציה 
n

1
y

x
   

    

  

בעזרת טבלת ערכים ניתן גם לשרטט פונקציות מהצורה 
n

1y
x

   

  .זוגי- טבעי אי nטבעי זוגי או  nעבור   

בציור שמימין מתואר גרף הפונקציה , למשל  
3

1y
x

   ובציור שמשמאל

מתואר גרף הפונקציה   
4

1y
x

  .  

  
  

    
  
  
  

  

רות אפשריות לגרף הפונקציה קיימות ארבע צו :נסכם  
n

a
y

x
.  

  

    זוגי nזוגי                                כאשר - אי nכאשר   

    חיובי a- ו                                 חיובי a- ו   

  

  
  

      
  

  

    זוגי nכאשר  זוגי                              - אי nכאשר   
  שלילי a- ו                                 שלילי a- ו  
                              

 
  
  
  

fראינו כי פונקציה  !לב םשי   (x)  נקראת פונקציה זוגית אם לכלx   

f: בתחום הגדרתה מתקיים ( x) f (x)  .כאשר מכאן נקבל שn זוגי ,  

nהפונקציה 
ay

x
 פונקציה , כמו כן .נקציה זוגיתהיא פוf (x)  נקראת  

fהגדרתה מתקיים  בתחום xזוגית אם לכל - פונקציה אי ( x) f (x)   .  

nהפונקציה , זוגי- אי nמכאן נקבל שכאשר 
ay

x
 זוגית- היא פונקציה אי.  

x
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x
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x
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  ). היעזר בטבלת ערכים(שרטט את הגרפים של הפונקציות הבאות 
  

1.   
3

1
y

x
     2.   

4

1
y

x
       3.   3y

x
  

    

 4 .  
2

5
y

x
         5.   

5

1
y

x
                  6.   

6

2
y

x
     

  

  
                      .3        .2                       .1      :תשובות

  
  
  
  
  

    4.                            5.        6.  

  
  

  

  

  
  תחום הגדרה של פונקציה רציונלית

  

שניתן להציבם  xתחום הגדרה של פונקציה הוא קבוצת כל הערכים של   

  . yבפונקציה ולקבל ערך של 

1yנתבונן למשל בפונקציה הרציונלית    
x 6




xאם נציב בפונקציה .  6 

1yנקבל 
0

.  

xציה אינה מוגדרת עבור ביטוי זה הוא חסר משמעות ולכן הפונק   6.  
  

  . ננסח כלל שבעזרתו ניתן למצוא תחום הגדרה של פונקציה רציונלית  
      

כדי למצוא תחום הגדרה של פונקציה רציונלית יש לבדוק האם : כלל  

  . שעבורו המכנה של הפונקציה שווה לאפס xקיים ערך של 

  . אז הפונקציה אינה מוגדרת עבורו, כזה xקיים אם 
  

  : דוגמה

5yמצא את תחום ההגדרה של הפונקציה   
3x 12




.  

  : פתרון  

3x: נקבל. 0- נשווה את המכנה ל   12 0   . פתרון המשוואה הואx 4.  

xהמכנה שווה לאפס כאשר    4  ולכן תחום ההגדרה של הפונקציה הוא  

xכל המספרים חוץ מאשר  4 .נוהגים לרשום תחום זה בצורה :x 4 .  
  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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  : דוגמה

מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה 
2

2x 5
y

x x 2




 
.  

  : פתרון  

2x:   נקבל. 0- נשווה את המכנה ל   x 2 0    .  

xפתרונות המשוואה הם    2  אוx 1 .   

xהמכנה שווה לאפס כאשר    2 ו אx 1  , כלומר תחום ההגדרה  

xשל הפונקציה הוא כל המספרים חוץ מאשר    2  ו -x 1 ,   

xלכן תחום ההגדרה של הפונקציה הוא    2 ,x 1  .  
  
  

  :ות הבאותכל אחת מהפונקציגדרה של מצא את תחום הה
  

1.  4xy
x 3




        2.     
2x 1y

2x 8



                    3.      
2x 7x 8y

2x
   

4. 2y 6
3x 1

 


      5.     1 1y
x x 4

 


           6.      1 7y
x 2 6 x

 
 

  

7.     
2

1
y

x 4



        8.     

2

2

x
y

x 5x 6


 
           9.      

2

6
y

x 8x 16


 
   

10.  
2

5x 1y
(x 2)




       11.   
2

1
y

x 4x 5


 
             12.     

2

4x 12
y

x 9





        

1yנקציה הפו  .13
5x a




xאינה מוגדרת כאשר   2 . מצא את הערך שלa.  

הפונקציה   .14
2

x 1y
x bx 9


 

x עבור מוגדרת  3 . הפרמטר מצא את ערךb.  

  

תחום ההגדרה של הפונקציה   .15
2

2x 1y
x mx n


 

xהוא   1 ,x 3 .   

  .nואת  mמצא את 

  

x .1  :תשובות 3   .2. x 4  .3. x 0   .4. 1x 3  .5. x 0 ,x 4 .   

6. x 2 ,x 6  .7. x 2  ,x 2   .8. x 2 ,x 3  .  9. x 4   . 10. x 2    .  

x  .13 .10  .14. 6  .15. mכל מוגדרת ל .x  .12כל מוגדרת ל .11 2 ,n 3 .  
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  הנגזרת של מנת שתי פונקציות
  

  
  .נלמד למצוא נגזרות של פונקציות רציונליות בסעיף זה  

מנה ההמורכבת מ yכאשר נתונה פונקציה 
f (x)
g(x)

  ניתן למצוא את הנגזרת  

        : שלה לפי הנוסחה

                    
 2

'
f (x) f '(x) g(x) g'(x) f (x)

g(x) 0
g(x) g(x)

     
 

               

  

שתי פונקציות שווה לנגזרת הפונקציה שבמונה  הנגזרת של מנת: במילים

כפול הפונקציה  פחות נגזרת הפונקציה שבמכנהכפול הפונקציה שבמכנה 

  .ריבוע הפונקציה שבמכנהמחלקים את ההפרש המתקבל בו שבמונה
  

   :ותהער

   , לאחר שגוזרים לפי הנוסחה לנגזרת של מנת שתי פונקציות) 1(

  .איברים דומים במונה בלבדלכנס ו יםסוגריכדאי לפתוח בדרך כלל      

  רציונליתבעזרת נוסחה זו ניתן גם למצוא נגזרת של פונקציה ) 2(

  .שבמונה או במכנה שלה יש מספר קבוע     
                    

  :  דוגמה  

5xמצא את הנגזרת של הפונקציה    3y
2x 7




.  

  :פתרון  

fהמונה הוא    (x) 5x 3   ונגזרתו היאf '(x) 5.  

g(x)המכנה הוא    2x 7   ונגזרתו היאg '(x) 2.  

 :ונקבל לנגזרת של מנת פונקציות נציב בנוסחה  
2

5(2x 7) 2(5x 3)
y '

(2x 7)

  



  

   .יחת סוגריים וכינוס איברים דומיםנבצע במונה פת  
  

                                                 :נקבל  
2 2

10x 35 10x 6 29y '
(2x 7) (2x 7)
    

 
  

  

     

   :דוגמה

מצא את הנגזרת של הפונקציה   
2

2
x 4x 5y
x x 1
 
 

.  

  :פתרון  

2fהמונה הוא    (x) x 4x 5    ונגזרתו היאf '(x) 2x 4 .  

2g(x)המכנה הוא    x x 1    ונגזרתו היאg '(x) 2x 1 .  
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        :ונקבלבנוסחה נציב 
2 2

2 2

(2x 4)(x x 1) (2x 1)(x 4x 5)
y '

(x x 1)

      


 
                    

      :נקבל. נכנס איברים דומיםסוגריים ו נפתחבמונה       
2

2 2
3x 8x 1y'
(x x 1)

 
 

                    

    

  : דוגמה  

הפונקציה  גזור את  
2
8y

x 4



.    

  :פתרון  

fהמונה הוא    (x) 8  ונגזרתו היאf '(x) 0.  2המכנה הואg(x) x 4  

gונגזרתו היא    '(x) 2x.  נציב ונקבל:  
2

2 2 2 2

0(x 4) 2x 8 16xy '
(x 4) (x 4)

    
 

               

  

   :ותהער

     לגזור  כאשר נתונה פונקציה שבמכנה שלה יש מספר קבוע לא חייבים) 1(

  .פונקציותה לפי הנוסחה לנגזרת של מנת שתי אות     

: לפי הנוסחה גם יה כזו אפשר לגזורפונקצ     
'

f (x) f '(x)
a a

   
 

.  

הנגזרת של הפונקציה , למשל     
32x 7xy
5
 היא 

26x 7y '
5
.  

1yאם נגזור את הפונקציה ) 2(
x

 בעזרת הנוסחה לנגזרת של מנת  

 :נקבל שתי פונקציות      
2 2

0 x 1 1 1y '
x x

     .  

למעשה מתקבלת הנוסחה         ' 2
1 1
x x

  

1yאם נגזור את הפונקציה , כמו כן      
f (x)

 בעזרת הנוסחה לנגזרת  

: של מנת שתי פונקציות נקבל      
 2 2

0 f (x) f '(x) 1 f '(x)
y '

f (x) f (x)

    .   

 : הלמעשה מתקבלת הנוסח       
2

'
f '(x)1

f (x) (f (x))

   
 

  

  

1yלגזור פונקציות מהצורה כדי 
x

 1- וy
f (x)

 ,ניתן להיעזר בנוסחה  

                        .לנגזרת של מנת שתי פונקציות או להיעזר בשתי הנוסחאות שהצגנו
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  :ות הבאותגזור את הפונקצי
  

1. 2xy
x 4




      2.    5x 3y
2x 7




         3. 2x 3y
x
    

4.  3x 1y
6 x



      5.    
2xy

x 2



         6.  

2x x 16y
x

   

7. 5y
x

        8.    
2
6y

x 9



         9.  

2
6xy

x 1



  

10.  
2

2xy
x x 6


 

    11.     
2

1y
x 3x 2


 

       12.  
2
7x 3y

x 3x 6


 
  

13.  
2

2
x x 1y
x x 1

 
 

    14.     
2

2
3x 7x 8y
2x 6x 7

 
 

       15.  2x 1y 3
x 2
 


  

16.  1 1y
x 5 x 5

 
 

    17.      
2xy 8

x 6
 


    18.    

3(x 2)
y

x


     

19.  
2

4
xy

(x 1)



      20.     

4

10

(2x 7)
y

(5 3x)





       21.     6x 7y

x 3



  

  

 .1  :תתשובו
2

8
(x 4)

 .   2 .
2

41
(2x 7)

    . 3. 
2

3
x

.   4 .
2

17
(6 x)

  .  5. 
2

2
x 4x
(x 2)




 .    

6 .
2

2
x 16

x
  .  7.  

2
5

x
   .8. 

2 2
12x

(x 9)



.   9. 
2

2 2
6x 6

(x 1)
 


.   10. 

2

2 2
2x 12

(x x 6)
 
 

 .   

11 .
2 2

2x 3
(x 3x 2)

 
 

 .  12. 
2

2 2
7x 6x 51

(x 3x 6)
  

 
   .13. 

2 2
4x 2

(x x 1)
 
 

.    14. 
2

2 2
32x 74x 1
(2x 6x 7)

 
 

   .   

15. 
2

5
(x 2)



.    16 .
2 2

1 1
(x 5) (x 5)
 
 

 או   
2

2 2
2x 50

(x 25)
 


 .   17. 

2

2
x 12x
(x 6)
 


  .   

18. 
2

2

(2x 2)(x 2)

x

 
.   19. 

2

5
2x 2x
(x 1)

 


  .20. 
3

11

2(18x 125)(2x 7)

(5 3x)

 


  . 21. 
5

7

24(x 7)

(x 3)




 .    
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  פונקציות רציונליות – המשיק
  
  

  : דוגמה  

ף הפונקציה לגר  
2
16xy

x 3



  .(4;1)מעבירים משיק בנקודה  

  .את שיפוע המשיק חשב. א  

  .מצא את משוואת המשיק. ב  

  ?x- החיובי של ציר ה מהי הזווית שיוצר המשיק עם הכיוון. ג  

  :פתרון  

  . פונקציות שתיוסחה לנגזרת של מנת הנ פי- את הפונקציה עלנגזור . א

fהמונה הוא        (x) 16x  ונגזרתו היאf '(x) 16.  

2g(x)המכנה הוא        x 3   ונגזרתו היאg '(x) 2x.   
  

 :נקבל              
2 2 2 2

2 2 2 2 2

16(x 3) 2x 16x 16x 48 32x 16x 48y '
(x 3) (x 3) (x 3)

        
  

  

                                           

xנציב  (4;1)כדי למצוא את שיפוע המשיק בנקודה        1 בנגזרת.  

        :נקבל      
2

(x 1) 2 2 2
16 1 48 32y ' 2
(1 3) 4


    


    

  . 2שיפוע המשיק הוא       

1א יאת משוואת ישר ההנוסחה למצי. ב   1y y m(x x )  .   

  . 2והשיפוע  (4;1)פי הנקודה - משוואת המשיק על נמצא את      

y: נקבל       4 2(x 1)    ומכאןy 2x 2  וזו משוואת המשיק.   

   והישר יוצר זווית  mתון ישר ששיפועו כאשר נ .ג  

    )מלמעלה( x- עם הכיוון החיובי של ציר ה             

m: קיים הקשר       tan  .    

mנציב        2 .בלנק :tan 2   63.43ומכאן  .          
  

    :דוגמה  

2x הפונקציהגרף מצא שתי נקודות על  11y
x 6



  המשיק שבהן שיפוע  

  .0.25הוא לגרף 

  :פתרון  

  .  פונקציותשל מנת שתי נוסחה לנגזרת פי ה- על נגזור
  

   :נקבל
2 2 2

2(x 6) 1(2x 11) 2x 12 2x 11 1y '
(x 6) (x 6) (x 6)

        
  

                

  

  ולכן הנגזרת 0.25ל הוא "על פי הנתון שיפוע המשיק בנקודות הנ

  . 0.25- של הפונקציה בנקודות אלה שווה גם היא ל



m
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   .0.25- הנגזרת ל נשווה את

 :נקבל
2

1 0.25
(x 6)
  


21 ומכאן  0.25(x 6)   .                          

20.25x  :נכנס איברים דומים ונקבל, נפתח סוגריים 3x 8 0    

                                                               1 2x 8 x 4   

2x נציב בפונקציה   11y
x 6



.         2
2 4 11y 1.5

4 6
  


    1
2 8 11y 2.5

8 6
  
                                                             

                                                (4;1.5)                    (8;2.5)                
           

  . (1.5;4)- ו (2.5;8)שיעורי נקודות ההשקה הם  ,לסיכום

  
  פונקציות רציונליות –שיפוע המשיק , ערך הנגזרת

  

נתונה הפונקציה   .1
2xy

x 1



.  

  .מצא את הנגזרת של הפונקציה. א  

x בנקודהשל הפונקציה את ערך הנגזרת  חשב. ב   3 .  
    

2xמצא את ערך הנגזרת של הפונקציה . א  .2 1y
x 3



xבנקודה   1.  
    

מצא את ערך הנגזרת של הפונקציה . ב  
2
x 1y

x 4x



xבנקודה   2.  

  
  

xנתונה הפונקציה   .3 7f (x)
x 3



f. א :חשב את  .  f. ב    (5)' f. ג    (2)' '(0)  

  

חשב את שיפוע המשיק לגרף הפונקציה . א   .4
2x 4y

5x 3



x בנקודה   1.  

  

ע המשיק לגרף הפונקציה חשב את שיפו. ב
2x 3x 1y

x 3
 


xבנקודה   1  .  

  

xנתונה הפונקציה   .5 3y
x 1



.   

  .1בנקודות שבהן ערך הנגזרת הוא  x- מצא את שיעור ה  

    

 נתונה הפונקציה  .6
2xf (x)

x 2



 .  

f: מצא את הנקודות על גרף הפונקציה שבהן מתקיים '(x) 3 .  
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xנתונה הפונקציה . א   .7 1f (x)
x 9



  .  

     .2מצא באילו נקודות שיפוע המשיק לגרף הפונקציה הוא        
   

1fנקציה נתונה הפו. ב   (x) x
x 1

 


 .  

3מצא באילו נקודות שיפוע המשיק לגרף הפונקציה הוא     
4.  

        
    

נתונה הפונקציה    .8
2
xf (x)

x 1



 .  

fהוכח שהפונקציה . א (x) זוגית- היא פונקציה אי.  

  . שבהן ערך הנגזרת הוא אפס דות על גרף הפונקציהמצא את הנקו. ב

  

9נתונה הפונקציה   .9 2xf (x)
x 5



  מצא שתי נקודות על גרף הפונקציה. 

1שבהן המשיק לגרף הפונקציה מקביל לישר   
4y x 10 .  

        

נתונה הפונקציה    .10
2x 7y

2x 5



  ודות שבהן המשיקים לגרףמצא את הנק. 

1הפונקציה מאונכים לישר         
2y x 27  .  

  

xנתונה הפונקציה     .11 5y
x 2



.  

;A(1מצא את שיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה . א         4).  

  המשיק מקביל למשיק  מצא נקודה נוספת על גרף הפונקציה שבה. ב        

  .Aבנקודה              
  

. א .1 : תשובות
2

2
x 2xy '
(x 1)




15. ב.  
4. א .2  .16

7 . 1. ב
4 .  3. 9. ג.  4. ב. 1. א

4 .  

21. א .4
4  .3. ב

4 .  5. x 3 ,x 1  .  6. (1; 1) ,(3;9).  7. 7), (5;11). א; 3)    .  

), (1.5;1). ב 3; 3.5) .  8. 1. ב
2(1; ) ,1

2( 1; )   . 9. (7; 2.5) ,(3; 1.5).  

10. ( 2; 3)  ,( 3; 2) .  11. 3). ב.  3. א; 2).  
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  פונקציות רציונליות –משוואת המשיק 
  
  

xלגרף הפונקציה   .12 6y
x 1



  .(8;2)מעבירים משיק בנקודה  

        .מצא את שיפוע המשיק. א  

  .מצא את משוואת המשיק. ב
  

xמצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה . א   .13 2y
2x 1



xבנקודה   1.  

    

מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה . ב  
2

4x 1y
x x




xבנקודה   2 .  

  

xלגרף הפונקציה   .14 5y
x 1



xמעבירים משיק בנקודה   4.  

  .מצא את משוואת המשיק. א  

  .עם הציריםיוצר משיק השחשב את שטח המשולש . ב  
  

  

xגרף הפונקציה   .15 2y
x 4



  .Aבנקודה  x- חותך את ציר ה 

  .Aמצא את שיעורי הנקודה . א  

  .Aמצא את משוואת הישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה . ב  
  

  

xהפונקציה לגרף   .16 6y
x 1



  שבה שיעור  דה על הגרףמעבירים משיק בנקו 

  .מצא את משוואת המשיק. 2הוא  y- ה  
  
  

    

2xלגרף הפונקציה   .17 6y
x 3



מעבירים שני משיקים ששיפוע כל אחד מהם  

  .3הוא   

  .קהת ההשומצא את שיעורי נקוד. א  

  .ת המשיקיםומצא את משווא. ב  
  
  

2xמצא את משוואות המשיקים לגרף הפונקציה    .18 9y
x 5



  המאונכים 

yלישר         4x 5 .  
  

  

2xמצא את משוואות המשיקים לגרף הפונקציה    .19 5y
3x 7




  המקבילים   

29xלישר           4y 37 .  
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נתונה הפונקציה   .20
2

2
16 xy

x
.  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

yלגרף הפונקציה מעבירים משיק המקביל לישר . ב   4x 0   .  

  .מצא את משוואת המשיק             
  

נתונה הפונקציה   .21
2

2x 1y
x 2




 .  

  מקבילים המשיקים  מצא על גרף הפונקציה את שיעורי הנקודות שבהן. א

  .x- לציר ה     

    . 'מצא את משוואות המשיקים מסעיף א. ב  

  .'חשב את המרחק בין שני המשיקים שמצאת בסעיף ב. ג  
  

לגרף הפונקציה   .22
3(x 1)

f (x)
x
  משיק בנקודה מעביריםx 1 .  

  .מצא את משוואת המשיק  

  

1yגרף הפונקציה בציור מתואר   .23 x
x 1

 


   

1ועליו הנקודה   
2A( 3; 3 ) .  

   מעבירים לגרף משיק Aבנקודה   

  ,Bבנקודה  x- החותך את ציר ה

  ישר המאונך למשיק החותך אתו  

  .)ראה ציור( Cבנקודה  x- ציר ה  

  .מצא את משוואת המשיק. א  

  .ABCחשב את שטח המשולש . ב  
  
  

yהישר    .24 3  1חותך את גרף הפונקציהy 2x
x

   

  . B- ו Aבנקודות   

  . המעבירים לגרף הפונקציה משיקים בנקודות אל  

  . Pבנקודה  נפגשיםהמשיקים   

  .B- ו A מצא את שיעורי הנקודות. א  

  .Pמצא את שיעורי הנקודה . ב
  
  

xלגרף הפונקציה   .25 4y
2x 1



xמעבירים משיק בנקודה   2 .  

  .מצא את שיפוע המשיק. א  

  .x- ר המשיק עם הכיוון החיובי של ציר האת הזווית שיוצ חשב. ב  

x

y

B A

A

C

x

y

B
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לגרף הפונקציה . א  .26
2xy

3 5x



xמעבירים משיק בנקודה   1 .  

       

  .x- חשב את הזווית שיוצר המשיק עם הכיוון החיובי של ציר ה       

1yלגרף הפונקציה . ב   x
x 2

  


xמעבירים משיק בנקודה   0 .  
  

  .x- חשב את הזווית שיוצר המשיק עם הכיוון החיובי של ציר ה      
  

xמצא באילו נקודות יוצרים המשיקים לגרף הפונקציה   .27 2y
2x 5



   

  .x- עם הכיוון החיובי של ציר ה 135בת  זווית
  

xמצא את משוואות המשיקים לגרף הפונקציה    .28 2y
x 7



  היוצרים זווית 

  .x- עם הכיוון החיובי של ציר ה 45בת         
       

xנתונה הפונקציה    .29 11y
x 3



.  

   (5;1)מצא את הזווית הנוצרת בין המשיק לגרף הפונקציה בנקודה . א        

  .x- לבין הכיוון החיובי של ציר ה              

  שבה המשיק יוצר אותה זווית , וספת על גרף הפונקציהמצא נקודה נ. ב       

  .x- עם הכיוון החיובי של ציר ה) 'ראה סעיף א(             
  

הוכח שכל המשיקים לגרף הפונקציה   .30
x 3

y
x 5





  יוצרים זווית קהה  

  .x- החיובי של ציר ה עם הכיוון         
  

yנתונים הישר   .31 x 6   הפונקציה וx 3f (x)
x 1



.  

  .יש לישר ולפונקציה אותו שיפוע xמצא לאילו ערכים של . א  

fהצב בפונקציה . ב   (x) אחד מערכי ה ובמשוואת הישר הנתון את כל -x   

  וקבע באיזו נקודה הישר הנתון משיק לגרף   ' שקיבלת בסעיף א    

fהפונקציה      (x).  
  

yהישר   .32 3x 18    משיק לגרף הפונקציה
2xy

x 2



 .  

  .קהמצא את שיעורי נקודת ההש  
  
  

3הגרפים של הפונקציות   .33 2xf (x)
x 2



- ו  
3x 4g(x)
3
  משיקים זה לזה

    

  .בנקודה הנמצאת ברביע הרביעי 

  .מצא את שיעורי נקודת ההשקה. א  

  .מצא את משוואת המשיק המשותף. ב  
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y. ב.  7. א  .12 : תשובות 7x 22   .13. א .y 5x 8    .7. ב 2
12 3y x 2   .  

2. א .14 2
3 3y x 5     .1. ב

1. ב.  (0;2). א .15 .1224
2y x 1   .   

16. 1 1
7 7y x 3  .  17. 1), (8;5). א; 4)   .ב .y 3x 23   ,y 3x 1  .  

18. 1 1
4 4y x 4    ,1 1

4 4y x 2   . 19. 1 1
4 4y 7 x 27   ,1 11

4 12y 7 x 7  .  

x. א.20 0   .ב .y 4x 11  . 21. 1. א
2(2; ) ,( 1; 1)   .1. ב

2y  ,y 1  . 1. ג
21.  

22. y 4x 4 .  23. 3. א 1
4 4y x 1   .73. ב

, (3;1). א .24 . 9612 1
2 . ב . 3; 2 2

3 3;2   .  

;143.13. 27. (1. ב.   14.04. א .45 . 26. ב.   1. א .25 1) ,(4; 2).  

28.  y x 2  ,y x 14 .  29. 63.43.א   .5). ב; 3).  31.1, 3. א  .(3;3). ב .  

;1). א .33  .(9;3).32 1)  .ב .y x 2  . 

  

  )פונקציות רציונליות( פרמטריםבעיות עם  –משיק 
  

  :  דוגמה  

שיפוע המשיק לגרף הפונקציה   
2x my
x 2



xבנקודה   1  3הוא .  

  .mערך הפרמטר מצא את   

  :פתרון  

      :נקבל. נגזור את הפונקציה  
2 2

2 2

2x(x 2) 1(x m) x 4x my '
(x 2) (x 2)

     
 

                       
                   
    

xהשיפוע בנקודה    1  ולכן נציב בנגזרת 3הוא x 1 הנגזרת  ונשווה את  

  : נקבל .3- ל  
2

2
1 4 1 m 3

(1 2)
   


3כלומר ,    m 3
1

    ומכאןm 6 .  

                                                                       

xשיפוע המשיק לגרף הפונקציה   .34 ay
x 3



xבנקודה   2  4הוא.  

  .aמצא את . א  

  .מצא את שיעורי נקודת ההשקה. ב  
  

נתונה הפונקציה   .35
2x kxf (x)
x 3



   שיפוע המשיק לגרף הפונקציה. 

xבנקודה  4  2הוא.  

  .ואת שיעורי נקודת ההשקה kמצא את . א  

  .מצא את משוואת המשיק. ב  
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9שיפוע המשיק לגרף הפונקציה   .36 2xf (x)
x a



xבנקודה   3  1הוא
4 .  

  .aמצא את . א  

  , מבין שתי האפשרויות שמצאת, aעבור הערך הקטן של . ב  

  .ל"מצא את משוואת המשיק הנ    
  

xהפונקציה  נתונה  .37 Ay
A 3 x

 


xשיפוע הפונקציה בנקודה  . 1  5הוא. 

  .Aמצא את   
  

2 הפונקציהנתונה    .38 2y kx
x 3

 


xהמשיק לגרף הפונקציה בנקודה .  4   

1לישר  מאונך
2y x 6   . מצא אתk ואת משוואת המשיק.  

  
  

המשיקים לגרף הפונקציה   .39
2

3x By
x 1



xבנקודות   1 ו -x 2  מקבילים

  .Bמצא את . זה לזה  
  

  

xנתונה הפונקציה   .40 my
x 2



xישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה .  3  

    .x- עם הכיוון החיובי של ציר ה 45יוצר זווית של   

  .mמצא את . א  

  מצא את משוואות הישרים המשיקים לגרף הפונקציה ויוצרים. ב  

  .x- עם הכיוון החיובי של ציר ה 45זווית של       
  
  

x ישר המשיק לגרף הפונקציה  .41 my
1 x



xבנקודה    2  יוצר זווית  

          .x- עם הכיוון החיובי של ציר ה 135של   

  .mמצא את . א  

xה משיק בנקודה מעבירים לגרף הפונקצי. ב   3 .  

  .x- חשב את הזווית שיוצר המשיק עם הכיוון החיובי של ציר ה      
  
  

xנמצאת על גרף הפונקציה  A(1;2)הנקודה   .42 cy
x b



  שיפוע המשיק. 

  .c- ו bמצא את הפרמטרים . 0.5הוא  Aלגרף בנקודה   
  

שיפוע המשיק לגרף הפונקציה   .43
2x By

x A



;1)בנקודה   3) 5- שווה ל.  

  .B- ו Aמצא את        
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yהישר   .44 4x 15    משיק לגרף הפונקציה
2

16y a
x

  .  

  .שיעורי נקודת ההשקהאת מצא . א

  . aמצא את . ב
  
  

xשיפוע הישר המשיק לגרף הפונקציה   .45 ty
x 2



yבנקודה שבה   4  3הוא .

  .tמצא את   
  
  

2f:  נתונות שתי פונקציות  .46 (x) 2x ax 18     2- וag(x)
x

 .  

fשיפוע הפונקציה . א   (x)  בנקודה שבהx 1 שווה לשיפוע הפונקציהg(x)   

xבנקודה שבה                2 . חשב את הפרמטרa.  

fפונקציה שיק למצא את משוואת הישר המ. ב (x)  בנקודה שבהx 1.  

   בנקודה g(x)פונקציה משיק ל' הראה שהישר שמצאת בסעיף ב. ג

x שבה     2.  
  

2f:  נתונות שתי פונקציות  .47 (x) ax 16x c   ,
6a

g(x)
x

.    

fמשיקה לפונקציה  g(x)  נתון כי הפונקציה    (x)  בנקודהx 3 .  

  .cמצא את הערך של הפרמטר   
  
  

2yלפונקציות   .48 x ax 4    ו -b xy
x
 (b 0) יש משיק משותף באותה  

  .bואת  aמצא את . 1של נקודת ההשקה הוא  x- שיעור ה .נקודה
  

xנתונה הפונקציה   .49 bf (x)
x 4



 ,b 4.  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

xישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה . ב   b  מקביל לישר המשיק  

xלגרף הפונקציה בנקודה שבה                5 . מצא את הערך שלb.  

   .רשום את שתי האפשרויות המתקבלות      
  

xלגרף הפונקציה   .50 ay
x
  מעבירים משיק בנקודהx 1 .  

  :aהבע באמצעות   

  .את שיפוע המשיק. א  

  .את משוואת המשיק. ב  

  .תוך של המשיק עם הציריםאת נקודות החי. ג  
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9yלגרף הפונקציה   .51
x

 9בנקודה  מעבירים משיק(a; )a ברביע הראשון.  

  . את משוואתו של המשיק aהבע באמצעות . א  

  וך את נקודות החית aהבע באמצעות . ב  

  . של המשיק עם הצירים      

  חשב את שטח המשולש שיוצר . ג  

  .  המשיק עם הצירים             
  
  

4yלגרף הפונקציה   .52
x

  מעבירים משיק  

xבנקודה  m ברביע הראשון .  

   .משיקאת משוואת ה mהבע באמצעות . א  

  את שיעורי נקודות  mהבע באמצעות . ב  

  . החיתוך בין המשיק לצירים              

  ידוע שסכום אורכי הקטעים שמשיק זה . ג  

  . mמצא את . 10יוצר עם הצירים הוא               
    

  

  

xנמצאת על גרף הפונקציה  Aה הנקוד  .53 1f (x)
x
    והנקודהB  נמצאת

xעל גרף הפונקציה  3g(x)
x 2



  .y- מקביל לציר ה ABהקטע . 

fלגרף הפונקציה  נתון כי המשיק (x)  בנקודהA  מקביל למשיק לגרף

  . B- ו Aמצא את שיעורי הנקודות . Bבנקודה  g(x)הפונקציה 

  

k. א .35 . (5;2). ב.  7. א .34 : תתשובו 2 ,(4;8)  .ב .y 2x 16   .  

a. א .36 5   אוa 9   .1. ב 1
4 4y x 1   .37. 4 . 38.  1

2k  ,y 2x 2 .  

39. 1
y. ב. 3. א .40  .171 x 3  ,y x 1 .  41. 2. א  .165.96. ב  .  

42.b 3  ,c 5 .  43. A 2 ,B 2  .44. 2). א;   .5 .45  . 3. ב.  (7

y. ב.  8. א .46 4x 16  .  47. 15 . 48. a 4  ,b 2. 49. א .x 4   .  

y. ב.  a. א .50 .5או  3. ב ax 2a 1     .2;0). גa 1) , 2a 1;0
a
 .  

. א .51
2

9 18y x
aa

    .0)18. ב; )a ,(2a;0)   .2. א .52  .18. ג
4 8y x

mm

   .  

;8(0,(2m;0). ב )m  .53 . 4או  1. ג. A( 1;0) ,B( 1;2).  

  

y

x

x

y
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  פונקציות רציונליות –נקודות קיצון 
  

של פונקציית פולינום ראינו ) פנימיות(כאשר למדנו למצוא נקודות קיצון 

קיימות שתי דרכים , כי כאשר בנקודה על הגרף הנגזרת שווה לאפס

  עיקריות לפיהן ניתן לקבוע האם הנקודה היא מינימום או מקסימום 

  .או שאינה נקודת קיצון

  .סימן הנגזרת השנייה בנקודה בעזרת –' דרך א

  .בעזרת טבלת עלייה וירידה –' דרך ב

  .ל"גם בפונקציות רציונליות ניתן להיעזר בשתי הדרכים הנ
  

    :דוגמה  

נתונה הפונקציה   
2x 25y

x
           .  

  

  .מצא את נקודות המינימום והמקסימום של הפונקציה  

  :פתרון  

ה היא  הנגזרת של הפונקצי  
2 2

2 2

2x x 1(x 25) x 25y '
x x

    .  
  

:  נקבל. נשווה את הנגזרת לאפס
2

2
x 25 0

x
  .נכפול במכנה המשותף .  

2x: נקבל 25 0  , 2כלומרx 25  ומכאןx 5  אוx 5 .  
  

   x- של הנקודות שקיבלנו נציב את שיעורי ה y- למצוא את שיעורי הכדי 

בפונקציה 
2x 25y

x
 .  

xנציב  5 ונקבל: 
25 25y 10

5
   . (10;5)היאהנקודה .  

  

xנציב  5  ונקבל  :
2( 5) 25

y 10
5

 
  


)הנקודה היא .  5; 10)  .  

נימום או מקסימום או שאינה נקודת נקבע עבור כל נקודה אם היא מי

  .קיצון
  

  

  .ניעזר בטבלה - ' אדרך 

ת טבלה ניעזר כדי למצוא נקודות קיצון של פונקציה רציונלית באמצעו

  :בשלבים הבאים

  .נמצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

yנקודות שבהן מתקיים של ה x- נמצא  את שיעורי ה. ב   ' 0.  

  מוגדרת שבהם הפונקציה אינה  x- נסמן על ציר מספרים את שיעורי ה. ג

yשבהם מתקיים  x- עורי היואת ש     ' 0. בכל אחד מהתחומים שנוצרו   

   האם הנגזרת חיובית או שליליתונבדוק בעזרתו  xנבחר ערך כלשהו של     

  האם היא קודה נקבע לפי סימן הנגזרת משני צידי הנ. באותו התחום    

  .מקסימום או שאינה נקודת קיצוןמינימום או     
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את נקודות הקיצון של הפונקציה הנתונה בעזרת טבלה מצא 
2x 25y

x
.  

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא  –' שלב א 0.  

yות בהן נקודשל ה x- שיעורי ה –' שלב ב ' 0 םה x 5 ו -x 5 .  

  בהם הפונקציה  x- נסמן על ציר מספרים את שיעורי ה –' שלב ג

xכלומר , אינה מוגדרת 0 .  

   x- ה ינסמן את שיעור, כמו כן

yשל הנקודות שבהן מתקיים  ' 0 .  

xבנקודות אלה הוא  x- שיעור ה 5   

x- ו 5 .  תחומים 4נוצרו.  

x- שמשמאל ל התחום הראשון הוא התחום 5  .  

xהתחום השני הוא התחום שבין  5  ל -x 0.  

xהוא התחום שבין  שלישיהתחום ה 0 ל -x 5.  

x- הוא התחום שמימין ל רביעיהתחום ה   5.  בכל אחד מהתחומים  

בנגזרת  ונציב אותו xשנוצרו נבחר ערך כלשהו של 
2

2
x 25y '

x
.   

  

המטרה העיקרית אינה למצוא את הערך של הנגזרת בכל תחום ! שים לב

  . באותו התחום אלא רק לקבוע האם הנגזרת חיובית או שלילית

  , וון שהמכנה של הנגזרת הוא ביטוי שאינו יכול להיות שלילימכי

הוא אינו משפיע על סימן הנגזרת ולכן ניתן להציב במונה בלבד ולא 

  .חייבים להציב בביטוי המקורי של הנגזרת

2xנוכל להציב בביטוי , במילים אחרות 25 שהוא המונה של הנגזרת.  
  

. במונה של הנגזרת xשנוצרו נציב ערך כלשהו של  בכל אחד מהתחומים   
   

      2   תחום עלייה   
(x 6)y ' ( 6) 25 11 0        

  

   2תחום ירידה       
(x 3)y ' ( 3) 25 16 0         

  

         2תחום ירידה       
(x 3)y ' 3 25 16 0        

  

             2תחום עלייה       
(x 6)y ' 6 25 11 0      

    

  נסמן בטבלה את   

  :התוצאות שקיבלנו
    

xניתן לראות שבנקודה  5  הפונקציה עוברת מעלייה לירידה ולכן 

xבנקודה , כמו כן. בנקודה זו יש לפונקציה מקסימום 5  הפונקציה

  .עוברת מירידה לעלייה ולכן בנקודה זו יש לפונקציה מינימום

), מינימום (10;5): נקודות הקיצון הן, לסיכום 5; 10)  מקסימום .  

5 50

x 6x 3x 3 x 6 

5 50

x 6x 3x 3 x 6 
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  . ("y)ר בסימן הנגזרת השנייה ניעז - ' בדרך   

הנגזרת הראשונה היא   
2

2
x 25y '

x
.  

    

:   נגזור שוב ונקבל  
2 2

2 2 4 3

2x x 2x(x 25) 50x 50
y"

(x ) x x

  
        

       

xנציב    5 ונקבל             :         (x 5) 3

50 50
y" 0

1255
     

    

  .היא מינימוםולכן הנקודה  (10;5)נקודה בת השנייה חיובית הנגזר
    

xנציב             5  ונקבל   :          (x 5) 3

50 50
y" 0

125( 5)
   


  

)נקודה בהנגזרת השנייה שלילית    5; 10)   היא מקסימוםולכן הנקודה.      

), מינימום (10;5):נקודות הקיצון הן, כוםלסי   5; 10)  מקסימום.  
                          

שהמכנה שלה ) שבר(כאשר הנגזרת הראשונה היא מנה  :הערה חשובה

נוכל לקבוע האם בנקודת הקיצון , הוא ביטוי שאינו יכול להיות שלילי

  :יובית או שלילית בצורה הבאההנגזרת השנייה ח

  .נגזור רק את המונה של הנגזרת הראשונה. א  

  ונקבע ' של הנקודות בביטוי שמצאנו בסעיף א x- נציב את שיעורי ה. ב

  .האם הנקודה היא מינימום או מקסימום    

בדוגמה זו הנגזרת הראשונה היא , למשל      
2

2
x 25y '

x
.  

    המכנה הוא ביטוי שאינו יכול להיות שלילי ולכן נמצא נגזרת שנייה     

"y :נקבל . למונה בלבד     2xמונה בלבד  

xנציב        5 ונקבל:   (x 5)y" 2 5 10 0     מונה בלבד    

  .מינימוםנקודת היא  (10;5)הנקודה ולכן  תהנגזרת השנייה חיובי      

xנציב        5  ונקבל  :(x 5)y" 2( 5) 10 0      מונה בלבד    

)ולכן הנקודה  תהנגזרת השנייה שלילי       5; 10)   מקסימוםנקודת היא .  
  

  :דוגמה  

 הפונקציה נתונה  
2

3x 3y
x 2x 2
 
 

 .  
  

  .מינימום והמקסימום של הפונקציהמצא את נקודות ה

  :פתרון  

   .פי הנוסחה לנגזרת של מנת שתי פונקציות- על את הפונקציה נגזור

                   :נקבל
2 2

2 2 2 2

3(x 2x 2) (2x 2)( 3x 3) 3x 6xy '
(x 2x 2) (x 2x 2)
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  :נקבל .לאפסנשווה את הנגזרת 
2

2 2
3x 6x 0

(x 2x 2)
 

 
23x כלומר,  6x 0  

3x(xומכאן  2) 0 .  

x: פתרונות המשוואה הם 0   אוx 2.  

  בפונקציה ידי הצבה- על  y- ה יאת שיעור נמצא
2

3x 3y
x 2x 2
 
 

.             
    

xציב נ   0 .נקבל: 
2

3 0 3y
0 2 0 2
  
  

yכלומר ,  1.5. (1.5;0) היא הנקודה.  

  

xנציב    2 .נקבל: 
2

3 2 3y
2 2 2 2
  
  

yכלומר ,  1.5 .  2)היא הנקודה; 1.5).  

  

  .נקבע האם הנקודה היא מינימום או מקסימום או שאינה נקודת קיצון  
    

  

  .ניעזר בטבלה - ' אדרך 

yשל הנקודות שבהן מתקיים  x- נסמן על ציר מספרים את שיעורי ה ' 0 ,

xכלומר  0 ו -x 2.  

. שבהם הפונקציה אינה מוגדרת x- סמן על הציר את ערכי הנכמו כן עלינו   

את לאפס הפונקציה אינה מוגדרת נשווה  xכדי למצוא עבור אילו ערכי 

2x: נקבל .של הפונקציההמכנה  2x 2 0   .  

1,2   : נקבל. נפתור את המשוואה הריבועית
2 4x

2
 .  

    

כלומר המכנה אף פעם לא שווה לאפס ולכן תחום , למשוואה אין פתרון

מאחר והפונקציה מוגדרת לכל ערך . xההגדרה של הפונקציה הוא כל 

  .תחומים שלושהנוצרו . אין סימונים נוספים על הציר, xשל 

x- התחום הראשון הוא התחום שמשמאל ל 0 .  

xהתחום השני הוא התחום שבין  0 ל -x 2.  

x- הוא התחום שמימין ל שלישיהתחום ה   2.  
    

ונבדוק בעזרתו  xבכל אחד מהתחומים שנוצרו נבחר ערך כלשהו של   

האם הנגזרת 
2

2 2
3x 6xy '

(x 2x 2)


 
  ת ובהתאם לתוצאהאו שלילי תחיובי 

    

  . נוכל לדעת האם הפונקציה עולה או יורדת באותו התחום  

  הטבלה המתקבלת לאחר ההצבה   

  :משמאלמתוארת   

xניתן לראות שבנקודה  0   

  , הפונקציה עוברת מעלייה לירידה

xלכן בנקודה  0 מתקבל מקסימום.  

xבנקודה כמו כן  2  לכן בנקודה  מירידה לעלייההפונקציה עוברתx 2 

  .מינימוםמתקבל 

;2), מקסימום (1.5;0)הן ת הקיצון ונקוד, לסיכום   1.5) מינימום.  

0 2

x 1  x 1 x 3
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  .ניעזר בסימן הנגזרת השנייה - ' בדרך 
  

:       הנגזרת הראשונה היא   
2

2 2
3x 6xy '

(x 2x 2)


 
  

ינו יכול כלומר הוא א, המכנה של הנגזרת הראשונה הוא ביטוי בריבוע

"y :לכן נמצא נגזרת שנייה למונה בלבד, להיות שלילי 6x 6  מונה בלבד                   

xנציב    0 ונקבל        :y" 6 0 6 6 0      מונה בלבד  

  .היא מקסימום (1.5;0)סימן הנגזרת השנייה הוא שלילי ולכן הנקודה   

xנציב    2 ונקבל         :y" 6 2 6 6 0     מונה בלבד  

;2)סימן הנגזרת השנייה הוא חיובי ולכן הנקודה    1.5) היא מינימום.      

;2),  סימוםמק (1.5;0):  נקודות הקיצון הן, לסיכום   1.5) מינימום.  
  

  :דוגמה

4x  נתונה הפונקציה   1y
x 2



  .הוכח שלפונקציה אין נקודות קיצון. 

  :פתרון  

         :ונקבל הפונקציאת הנגזור   
2 2

4(x 2) 1(4x 1) 9y '
(x 2) (x 2)

    
 

  
    
    

 :נקבל. הנגזרת לאפס נשווה את  
2

9 0
(x 2)
 


9ומכאן   0 .    

    

 הנגזרת אף פעם לא שווה לאפס ולכןכלומר , למשוואה אין פתרון

    .קיצוןלפונקציה אין נקודות 
      

  מצא את נקודות הקיצון של הפונקציות הבאות וקבע אם הן מינימום

  .או מקסימום
  

1.  
2
2xy

x 4



       2.    

2
x 1y

x 3



      3.  
2x 2x 1y

x 3
 


  

4.  
2x x 9y

x
      5.    

2
2y

x 6x 10


 
    6.  

2

2
x 2y
x 1




    

7.  
2

2
x 4x 1y

x 1
 


     8.    
2

2
x x 1y
x x 1

 
 

        9.  
2

2
2x 10x 9y
x 6x 5

 
 

    

10.    2x 1y
x 3



             11.    
2

x 1y
x 3x 4


 

    12.  
2

x 2y
x
  

13     .
2

2
x x 1y
(x 3)
 


     14.    3 3y x
x

      15.  
2

1y 2
x 3x
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16   .
2

2
x 4xy

x 4x 3
 

 
       17.     

3xy
x 2




           18    .  
2

4

(x 2)
y

x


   

  

הראה שלפונקציה   .19
2

2
x 4xy

x 4x 4


 
  .אין נקודות קיצון  

  
  

הוכח שערך הפונקציה   .20
2

1y
x 2x 2


 

 .1בנקודת המקסימום שלה הוא  

1 .1 :תשובות
2(2; 1, מקסימום (

2( 2; )  1. 2.  מינימום
6(3;   , מקסימום (

1
2( 1; )  מינימום (7;3) .4  .מינימום (8;5), מקסימום (0;1) .3  .מינימום ,

( 3; 5)  0) .6  . מקסימום (2;3) .5   .מקסימום; 2) מקסימום   .  

7. (1; 1) מינימום ,( 1;3) 1 ,מקסימום (3;1) .8 .  מקסימום
3( 1; ) מינימום.   

9. ( 2;1) 1. 12 . אין .11  .אין .10 . מינימום (1.75;1), מקסימום
8( 4; ) מינימום.  

;1). 14  .מינימום (0.107;0.2). 13 4) מקסימום ,( 1;4) מינימום .  

15. 51
2 9(1 ;1 ) .16.   מקסימום ( 2; 4)  מינימום (27;3). 17.   מקסימום   .  

1 ,מינימום (0;2) .18
64(4;   . מקסימום (

     

  

  פרמטריםבעיות עם  –נקודות קיצון 
  

לפונקציה   . 21
2

ax 9
y

x 7x 10




 
x- יש נקודת קיצון ב   3 . מצא אתa.  

  

  

 פונקציה נתונה ה  .22
2

1
y

x ax



x יש קיצון בנקודה לפונקציה.  2.  

  .aמצא את . א  

  .הקיצון את שיעורי נקודת הקיצון וקבע את סוג מצא. ב  
  

  

נתונה הפונקציה   . 23
2

x Ay
x 3



x- לפונקציה יש נקודת קיצון ב.  3.  

  .Aמצא את .  א        

  .מקסימום של הפונקציההמצא את נקודות המינימום ו. ב        
  

לפונקציה   .24
2 2x my
mx
 (m 0)  יש קיצון בנקודהx 2.  

  ).רשום את שתי האפשרויות( mמצא את . א  

מצא את נקודות המינימום והמקסימום , mהחיובי של  עבור הערך. ב  

  .של הפונקציה      
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לפונקציה   .25
2

2

(x a)
y

x 5




 (a 0)  1- יש נקודת קיצון ב
2x  .  

  .aמצא את הערך של . א        

  .מצא אותה, אם כן? האם יש לפונקציה נקודת קיצון נוספת. ב  
  

12yלפונקציה   .26 ax
x

   יש נקודת מינימום כאשרx 2 .  

  .מצא את נקודת המקסימום של הפונקציה
  

  

xלפונקציה   .27 4 2Ay
8 x
   יש מקסימום בנקודהx 4 .  

  .Aחשב את הערך של . א  

  .מצא את נקודת המינימום של הפונקציה. ב  

  .מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת המינימום שלה. ג  
    

  

פונקציה נתונה ה  .28
2x my

x
 .יש קיצון בנקודה  לפונקציהx 5.  

  .mמצא את . א  

  . לפונקציה יש שתי נקודות קיצון. ב  

  .מצא את משוואת הישר העובר דרך שתי נקודות הקיצון      
    

  

2fהפונקציות   .29 (x) bx (a 1)x    ו -ag(x) bx 3
x

   מקבלות ערך קיצון  

xעבור    1 . מצא אתa  ואתb.  
  
  

פונקציה נתונה ה  .30
2x axy
x b



xיש קיצון כאשר לפונקציה .  6  וכאשרx 2.  

  .bואת  aמצא את 
  
  

לפונקציה  .א  .31
2axy

x b



)- יש נקודת קיצון ב  4; 8)  . מצא אתa את וb.  

    

לפונקציה . ב  
2

2

x
y

x ax b


 
;1.5)- יש נקודת קיצון ב  3) . מצא אתa את וb.  

  

נתונה הפונקציה   .32
2

1y
x 6x a


 

.   

    

  . aמצא את . 1ערך הפונקציה בנקודת הקיצון שלה הוא   
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1. ב.  4. א .22 . 9. 21  :תשובות
4(2, ) 1. א. 23  .מקסימום  .  

1. ב
6(3; 1, מקסימום(

2( 1; ) 2או  2. א .24  .מינימום  .מינימום (2;2). ב ,

( 2; 2)  26  .מינימום (0;10), כן. ב.   10. א .25.  מקסימום. ( 2; 12) .  

1. ב.   1. א .27
2(4; 1. ג.    (

2y .  28. ב.   25. א .y 2x  .29.   1
3a  ,1

3b    .  

30. a 3 ,b 4   .31. א .a 1, b 2   .ב .a 4 ,b 3.   32 .8.  

  
  

    תחומי עלייה וירידה – פונקציות רציונליות
  

  וכל להיעזרנית לי עלייה וירידה של פונקציה רציונכדי למצוא תחומ  

  :בשלבים הבאים  

  .נמצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

yבהן מתקיים ששל הנקודות  x- נמצא  את שיעור ה. ב   ' 0.  

  שעבורם הפונקציה אינה  x- ה ערכינסמן על ציר מספרים את . ג

yשבהם מתקיים  x- גדרת ואת שיעורי המו     ' 0  ונבדוק בכל אחד  

  .מהתחומים שנוצרו האם ערך הנגזרת הוא חיובי או שלילי    

  .רת נקבע את תחומי העלייה והירידה של הפונקציהלפי סימן הנגז      

  .נסביר זאת באמצעות מספר דוגמאות      
  

  :דוגמה  

נתונה הפונקציה   
2
6xy

x 1



.  

    

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

  .מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. ב  

  :פתרון

2x :נקבל. ה לאפסנשווה את המכנ. א   1 0  , 2כלומרx 1    

xכאן ומ               1  . המכנה אף פעם לא כלומר  ,למשוואה אין פתרון  

  .x כל ולכן תחום ההגדרה של הפונקציה הוא שווה לאפס              

  . תחום ההגדרה של הפונקציהנמצא את  :'א שלב .ב

  .x כלא שתחום ההגדרה של הפונקציה הו קיבלנו' בסעיף א    
                 

  .לאפס שווהבהן הנגזרת שבנקודות  x- נמצא את שיעור ה :'שלב ב      

      :נגזרת הפונקציה היא      
2 2

2 2 2 2

6(x 1) 2x 6x 6x 6y '
(x 1) (x 1)

     
 

  

        

 :נקבל. נשווה את הנגזרת לאפס    
2

2 2
6x 6 0

(x 1)
  


26xכלומר ,  6 0    
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2xומכאן        1 . הפתרונות הם :x 1   אוx 1.  
  

  בהן  ששל הנקודות  x- נסמן על ציר מספרים את שיעורי ה: 'שלב ג      

yמתקיים      ' 0 .שיעור ה -x  בנקודות אלה הואx 1  ו -x 1  .  

   שבהם הפונקציה x- ערכי הכמו כן עלינו לסמן על הציר את       

   xמוגדרת לכל ערך של פונקציה ה במקרה שלפנינו. מוגדרת אינה      

  .נוצרו שלושה תחומים .על הציראין סימונים נוספים  ולכן             

x- התחום הראשון הוא התחום שמשמאל ל              1 .  

xהתחום השני הוא התחום שבין        1  ל -x 1 .  

x- התחום השלישי הוא התחום שמימין ל       1.      

    ונבדוק בעזרתו  xבכל אחד מהתחומים שנוצרו נבחר ערך כלשהו של       

 הראשונה הנגזרתערך האם              
2

2 2
6x 6y '

(x 1)
 


   .חיובי או שליליהוא  

      

    של הפונקציה הוא תחום עלייה  הוא חיוביהנגזרת ערך בו שתחום    

     .של הפונקציה הוא תחום ירידהשלילי הוא הנגזרת ערך בו שותחום    

     הנגזרת בכל של המטרה העיקרית אינה למצוא את הערך  !שים לב  

   . באותו התחום שליליתתחום אלא רק לקבוע האם הנגזרת חיובית או    

  , מכיוון שהמכנה של הנגזרת הוא ביטוי שאינו יכול  להיות שלילי   

  ה בלבד במונולכן ניתן להציב  הוא אינו משפיע על סימן הנגזרת   

  .ולא חייבים להציב בביטוי המקורי של הנגזרת   

x- ום שמשמאל לבתח      1   נציבx 2  .  

                                                 2
(x 2)y ' 6 ( 2) 6 18 0         בלבד מונה  

  .שלילי ולכן זהו תחום ירידההוא הנגזרת ערך      

xבתחום שבין     1  ל -x 1  נציבx 0 .  

                                                          2
(x 0)y ' 6 0 6 6 0       בלבד מונה  

  .חיובי ולכן זהו תחום עלייההוא הנגזרת ערך      

x- בתחום שמימין ל    1  נציבx 2.  

                                                     2
(x 2)y ' 6 2 6 18 0        בלבד מונה  

  .שלילי ולכן זהו תחום ירידה הוא הנגזרתערך      
  

        
  :התוצאות שהתקבלואת סמן בטבלה נ    

  
        

  
  

  .על פי הטבלה נוכל לרשום את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה  

1: תחומי עלייה   x 1  ; תחומי ירידה :x 1  אוx 1  .  

  באמצעות הטבלה ניתן גם לקבוע האם הנקודות שהתקבלו  :הערה  

yעבור    ' 0 הן נקודות מינימום או מקסימום או שאינן נקודות קיצון.  

1 1

x 2  x 0 x 2
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x בנקודה: למשל   1   בהפונקציה עוברת מירידה לעלייה ולכן -x 1   

xכמו כן בנקודה  .לפונקציה יש נקודת מינימום   1  הפונקציה  

x- בעוברת מעלייה לירידה ולכן    1 לפונקציה יש נקודת מקסימום.  
  

  :דוגמה  

מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה   
2
x 3y

x x 2

 

.  

  :פתרון  

  .נמצא את תחום ההגדרה של הפונקציה :'שלב א  

2x :נשווה את המכנה לאפס x 2 0   . פתרונות המשוואה הםx 2   

xאו  1  , הוא של הפונקציה תחום ההגדרה לכןx 2 ,x 1 .  
    

  .שווה לאפס בהן הנגזרתשבנקודות  x- נמצא את שיעורי ה :'שלב ב  

 :נגזרת הפונקציה היא  
2 2

2 2 2 2

1(x x 2) (2x 1)(x 3) x 6x 5y '
(x x 2) (x x 2)

        
   

  

 :נקבל. נשווה את הנגזרת לאפס
2

2 2
x 6x 5 0

(x x 2)
   

 
2xכלומר ,  6x 5 0   . 

x: פתרונות המשוואה הם 5   אוx 1.  
                                                                                                   

  בהןששל הנקודות  x- יר מספרים את שיעור הנסמן על צ  :'ג שלב  

yמתקיים    ' 0 .שיעור ה -x  בנקודות אלה הואx 5 ו -x 1.  

הפונקציה אינה מוגדרת  בהם x- ה ערכיציר את הנסמן על , כמו כן  

xשהם    2  ו -x 1 .  
    

  
  
  

  

  הראשונה היאהנגזרת   
2 2

y '
(x x 2)


 

  בכל אחד מהתחומים .

  .נגזרתבמונה של ה ונציב אותו xנבחר ערך כלשהו של שנוצרו 

    2     תחום ירידה  
(x 2)y ' ( 2) 6( 2) 5 21 0          מונה  

            2     ירידהתחום   
(x 0)y ' 0 6 0 5 5 0         מונה  

       2   תחום עלייה    
(x 1.5)y ' 1.5 6 1.5 5 1.75 0        המונ  

           2     עלייהתחום   
(x 4)y ' 4 6 4 5 3 0        מונה  

               2      תחום ירידה  
(x 6)y ' 6 6 6 5 5 0         מונה  

  
  
  

1

x 2  x 0 x 1.5 x 4

1 52

x 6

2x 6x 5  
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  נסמן בטבלה את   

  :התוצאות שקיבלנו
  
  

  .לייה והירידהעל פי הטבלה נוכל לרשום את תחומי הע  

2 :תחומי העלייה הם   x 5  1 או x 2 .  

x: תחומי הירידה הם   5    1או x 1      אוx 1 .  
  

   !הערה חשובה  

הנגזרת חיובית ומימין , החשודה כנקודת קיצוןאם משמאל לנקודה 

  :צורת הטבלה תהיה כך ,לנקודה הנגזרת חיובית  

  

  . והיא נכללת בתחומי עלייה במקרה כזה הנקודה איננה נקודת קיצון  
    

הנגזרת שלילית ומימין  ,החשודה כנקודת קיצוןלנקודה אם משמאל   

  :צורת הטבלה תהיה כך ,לנקודה הנגזרת שלילית  

    

  . והיא נכללת בתחומי ירידה איננה נקודת קיצון גם במקרה כזה הנקודה  
  

  :דוגמה

הפונקציה נתונה   
3xy

x 2



 .  

  

  .הפונקציה מצא את נקודות הקיצון ואת תחומי העלייה והירידה של

  :פתרון  

:   הפונקציה נגזור את  
2 3 3 2 3 3 2

2 2 2

3x (x 2) 1 x 3x 6x x 2x 6xy '
(x 2) (x 2) (x 2)

       
  

   

                                     

 :נקבל. ווה את הנגזרת לאפסנש
3 2

2
2x 6x 0
(x 2)

 


3כלומר ,  22x 6x 0  

22xומכאן  (x 3) 0  .  

x  :פתרונות המשוואה הם 3   אוx 0.                                                               
    

xנציב  0  ונקבל בפונקציהy 0 . (0;0)הנקודה היא.  

xנציב  3  ונקבל בפונקציהy 27 . (27;3)הנקודה היא.  
  

נסמן על ציר מספרים את  .בטבלהכדי לקבוע את סוג הקיצון ניעזר 

yבהן מתקיים ששל הנקודות  x- שיעור ה   ' 0. שיעור ה -x  בנקודות

xאלה הוא    0 ו -x 3 .נסמן על הציר את שיעור ה, כמו כן -x בו ש

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא . הפונקציה אינה מוגדרת   2 0  

x כלומר   2  ולכן נסמן בטבלה גםx 2 .  

1

x 2  x 0 x 1.5 x 4

1 52

x 6
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  בכל אחד מהתחומים שנוצרו 

   xנבחר ערך כלשהו של 

  ונציב אותו במונה

של הנגזרת שהיא   
3 2

2
2x 6xy '
(x 2)




.  
  

        3    ירידה  22 ( 1) 6( 1) 8 0        (x 1)y '  מונה בלבד     

                3    ירידה  22 1 6 1 4 0       (x 1)y '  מונה בלבד      

    3    ירידה  22 2.5 6 2.5 6.25 0       (x 2.5)y '  מונה בלבד      

               3    עלייה  22 4 6 4 32 0      (x 4)y '  מונה בלבד       
  

xבנקודה , פי הטבלה- על  3  הפונקציה עוברת מירידה לעלייה  

    ניתן לראות , לעומת זאת .היא נקודת מינימום (27;3)קודה ולכן הנ 

xשהפונקציה יורדת גם מימין לנקודה   0  וגם משמאל לנקודהx 0     

    נקודה זו נכללת בתחומי הירידה ולכן  .קיצון ןאי זו נקודהבולכן  

xהעלייה הם  תחומי  3  2ותחומי הירידה הם x 3   אוx 2.  
  

  תרגילים                                
   

נתונה הפונקציה   .1
2xy

x 4



.  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

yעל הפונקציה בהן בנקודות  x- המצא את שיעור . ב   ' 0.  

  .מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. ג  
      

  

נתונה הפונקציה   .2
2

x 2f (x)
x 4x 5


 

.  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

fבנקודות על גרף הפונקציה שבהן  x- מצא את שיעור ה. ב   '(x) 0 .  

  .מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. ג  
  

     

נתונה הפונקציה   .3
2

1
f (x)

x
.  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א

fהאם יש לפונקציה נקודה שבה . ב '(x) 0?  

  .מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. ג
  

x 1  x 1 x 2.5

0 32

x 4
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  :  מהפונקציות הבאות מצא עבור כל אחת

  .תחומי עלייה וירידה. ב .  תחום הגדרה. א
  

4.  
2x 2x 1y

x 2
 


    5.  
2

4x 3y
x 1




        6    .
2

x 6y
x 7x 10


 

  

  

  

  : הפונקציות הבאותמצא את תחומי העלייה והירידה של 
  

7.  
2x 6x 10y

3 x
 


          8 .  
2

x 1y
x 4x 4


 

       

  

9.  
2

1y x
2x

           10.  
2
x 1y

x x 6


 
  

  

     :עבור כל אחת מהפונקציות הבאות מצא

  .התחומי עלייה ויריד. ג.    נקודות קיצון. ב .    תחום ההגדרה. א
  

  

11.  
2

1y
x 2x 8


 

       12.    
2
x 2y

x x 2

 

    13.     x 50y
2 x

    

  
2xהוכח שהפונקציה . א  .14 1y

x 2



  .יורדת בכל תחום הגדרתה 
  

3הוכח שהפונקציה . ב   2y 5x
x

  עולה בכל תחום הגדרתה.  

  

מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה   .15
4

3xy
(x 2)




.  

  

נתונה הפונקציה   .16
3

2
xf (x)

x 4



 .  

fמצא את הנקודות על גרף הפונקציה שבהן . א   '(x) 0  וקבע עבור  

  .כל אחת מהן אם היא נקודת קיצון              

  .את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה מצא. ב  
  

נתונה הפונקציה   .17
2

3y
x 16




  :קבע האם הפונקציה עולה או יורדת. 

xבנקודה . א   1  .   בנקודה . בx 1     .   

xבנקודה . ג 5     .  ודה בנק. דx 5 .  
  

נתונה הפונקציה   .18
2

1y
x 2x 2


 

.  

xהראה שהפונקציה עולה בנקודה . א   0.  

   ?הפונקציה ממשיכה לעלות xעד איזה ערך של . ב  
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נתונה הפונקציה   .19
2
ax 6f (x)

x 2x 2


 
.  

  .y- אחת מנקודות הקיצון של הפונקציה נמצאת על ציר ה. א  

  .והצב את הערך שמצאת בפונקציה aמצא את        

  .ירידה של הפונקציההמצא את תחומי העלייה ו. ב  
  

נתונה הפונקציה   .20 
2

2
x mxy

x 2x 2


 
 .  

  .xוכח שהפונקציה מוגדרת לכל ערך של ה. א  

xהפונקציה עולה עבור . ב   1  ויורדת עבורx 1 . מצא אתm.  

  

הפונקציה   .21
3x ay
x
  עולה בנקודהx 1 וידוע שנגזרת הפונקציה  

xאינה מתאפסת בנקודה    1 . בו נמצא שתחום את המצאa.  
  

x. א .1 :  תשובות 4  .ב .x 0 ,x 8  .עלייה. ג :x 8  אוx 0  ;  

4 :ירידה x 8   0או x 4   .2. כל . אx.  בx 1 ,x 3  .1: עלייה. ג x 3  ,  

x :ירידה 3  אוx 1.  3. א .x 0  .עלייה. ג .  לא. ב:x 0 ,ירידה :x 0.  

x. א .4 2  .עלייה. ב :x 3   אוx 1 ,2: ירידה x 3   1או x 2 .  

1:  עלייה. ב.  xכל . א .5
22 x   ,1:ירידה

2x   אוx 2   .6. א .x 2 ,x 5   .  

5: עלייה. ב x 8   4או x 5  ,ירידה :x 8    2או x 4    אוx 2  .  

3: עלייה .7 x 4  2או   x 3  ,ירידה  :x 4   אוx 2 . 8. 4: עלייה x 2    ,  

x: ירידה 2   אוx 4  .  9. עלייה :x 1  אוx 0 ;0: ירידה x 1  .  

x: ירידה; xאף  : עלייה .10 2  3או x 2    אוx 3   .11. א .x 4 ,x 2    .  

1. ב
9(1; ) 2: עלייה. ג  .מקסימום x 1    אוx 2 . ירידה :x 4  1או x 4 .   

x. א .12 2 ,x 1   .0). ב; 1) 1, מקסימום
9( 4; )  מינימום  .   

1 :עלייה. ג x 0    4או x 1    .ירידה :x 2  0או x 2  או x 4  .   

x. א .13 0  .ב .( 10;10) 10), מינימום; 10) 0: עלייה. ג.  מקסימום x 10    

10או  x 0   ;ירידה :x 10  אוx 10  . 15.  2: עלייה
3 x 2   ,ירידה :x 2   

2או 
3x  .  16. א .( 12; 5.196)  מקסימום ;(   אינה  (0;0) ,מינימום (5.196;12

x: עלייה. ב.  קודת קיצוןנ 12 xאו   12  ;2: ירידה x 12   2או x 2     

12או  x 2    .17.  ב  .18 .  עולה. ד.  יורדת. ג.   עולה. ב.   יורדת. א .x 1 . 

x: עלייה. ב.  6. א  .19 2  אוx 0; 0: ירידה x 2  . 20. 21 . 2. ב.  a 2.  
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  אסימפטוטות אנכיות –פונקציות רציונליות 

  התנהגות פונקציה בסביבה של נקודת אי הגדרה
  

  . ראינו כי פונקציה רציונלית אינה מוגדרת כאשר המכנה שלה שווה לאפס  

1yנבחן למשל את הפונקציה 
x 3




 .  

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא  3 , כלומר גרף הפונקציה אינו עובר

xבנקודה שבה  3 . כדי לדעת כיצד מתנהג גרף הפונקציה בסביבה שמימין

x- ל 3 ובסביבה שמשמאל ל -x 3 3- נבנה טבלת ערכים הקרובים ל .

  :  נקבל

      
  

     

x- מימין ל הנמצאים xניתן לראות שעבור ערכי    3   

x- והולכים ומתקרבים ל   3 ,ערכי ה -y   

  של הפונקציה הולכים וגדלים ושואפים   

  הסיבה לכך  .)( לפלוס אינסוף  

  הנמצאים  xכאשר מציבים ערכי ש היא  

x- מימין ל   3 והולכים ומתקרבים ל -x 3 ,  

  . המכנה הוא מספר חיובי שהולך ומתקרב לאפס  

הרי המנה כולה חיובית והיא הולכת , 1- מאחר והמונה קבוע ושווה ל  

)וגדלה ושואפת לפלוס אינסוף    ) .עבור ערכי , בדרך דומהx  הנמצאים

x- משמאל ל   3 והולכים ומתקרבים ל -x 3 ,ערכי ה -y  של הפונקציה

כאשר ש הסיבה לכך היא. )(למינוס אינסוף הולכים וקטנים ושואפים   

xמציבים ערכי    x- הנמצאים משמאל ל  3 והולכים ומתקרבים ל -x 3 ,

מאחר והמונה קבוע . מכנה הוא מספר שלילי שהולך ומתקרב לאפסה  

הרי המנה כולה שלילית והיא הולכת וקטנה ושואפת למינוס , 1- ושווה ל  

)אינסוף    ) .  
  

  אסימפטוטה אנכית

1xישר מהצורה : הגדרה x יר ההמאונך לצ -x  נקרא אסימפטוטה

f אנכית לפונקציה (x) , אם עבור ערכיx 1- שמתקרבים לx  משמאל

fהפונקציה ערכי , או מימין (x) נוס שואפים לפלוס אינסוף או למי

  . אינסוף

1yבפונקציה , על פי הגדרה זו  
x 3




  , שהגרף שלה תואר לעיל, 

xהישר  3 הוא אסימפטוטה אנכית .  

x

y x 3

2.9

100

3.01

10y אין  10 1000

x 2.99 3

100

3.13.0012.999

1000
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  : דוגמה  

את גרף הפונקציה  שרטט
2

3y
x

 בסביבה שמימין ומשמאל ל -x 0.  

  : פתרון

x- הפונקציה אינה מוגדרת ב 0 . כדי לדעת כיצד נראה גרף הפונקציה

x- בסביבה שמימין ל 0 ובסביבה שמשמאל ל -x 0 , נבנה טבלת

  .0- ערכים הקרובים ל

  

  

  
  

   :ור הגרפי הבאנקבל את התיא  

  

  

 
  

x- הנמצאים מימין ל xניתן לראות שעבור ערכי  0  והולכים  

x- ומתקרבים ל 0 ,ערכי ה -y  של הפונקציה הולכים וגדלים ושואפים

x- הנמצאים משמאל ל xעבור ערכי , כמו כן. )( לפלוס אינסוף 0 

x- והולכים ומתקרבים ל 0 ,ערכי ה -y  של הפונקציה הולכים וגדלים

    .)( לפלוס אינסוףושואפים 

  שהולכים ומתקרבים לאפס  xהסיבה לכך היא שכאשר מציבים ערכי 

  . הוא מספר חיובי שהולך ומתקרב לאפס 2xהמכנה , )מימין או משמאל(

  ובית והיא הולכת הרי המנה כולה חי, 3- מאחר והמונה קבוע ושווה ל

x- גם בסביבה שמימין ל, וגדלה ושואפת לפלוס אינסוף 0  וגם בסביבה  

x- שמשמאל ל 0.  

1xראינו כי ישר מהצורה  x  נקרא אסימפטוטה אנכית לפונקציהf (x) ,  

  ערכי הפונקציה , משמאל או מימין 1x- שמתקרבים ל xערכי  אם עבור

f (x) במקרה , על פי הגדרה זו. שואפים לפלוס אינסוף או למינוס אינסוף  

xשלפנינו הישר  0 )ציר ה -y (הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה.   
  

  :נרשום את השלבים למציאת אסימפטוטות אנכיות לפונקציה רציונלית

  .משווים את המכנה לאפס ופותרים את המשוואה המתקבלת. א

  יכולים להוות אסימפטוטות) אם מתקבלים(הפתרונות המתקבלים     

  .אנכיות לפונקציה    

  .'מונה כל אחד מהפתרונות שהתקבלו בשלב אמציבים ב. ב        

  אסימפטוטה מתקבלת בו את המונה  אינו מאפס xערך של  כאשר) 1(          

  .אנכית                

  לא מתקבלת בואת המונה קיים חשד ש מאפס xכאשר ערך של ) 2(          

   .בגרף" חור"בו אלא נוצר , אנכית אסימפטוטה               

x

y

x

y

2

3

0.5

0.75 אין

1 0.5 1

0.753

2

12

0

12

0.1

300

0.1

300
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  .בשלב זה נעסוק רק במקרים שבהם נוצרת אסימפטוטה אנכית           

  .בגרף" חור"נדון במקרים שבהם נוצר ) 701בעמוד (בהמשך    
  

  ! לב םשי     

  .ת אחתלפונקציה יכולה להיות גם יותר מאסימפטוטה אנכי. א     

  או מתלכד עם ( y- אסימפטוטה אנכית תהיה תמיד קו המקביל לציר ה. ב     

  ).y- ציר ה         
  
  

   :דוגמה

מצא את האסימפטוטה האנכית של הפונקציה  
2xy

x 4



.  

    :פתרון  

x:לנקב. נשווה את המכנה לאפס 4 0  , כלומרx 4 .  

xאם נציב במונה  4   הפתרון כלומר, 16נקבל x 4   אינו מאפס  

xהישר  לכן ,מונההאת  4  נכית לפונקציההוא אסימפטוטה א .  
                                                                                                                                                                          

   :דוגמה  

פונקציה ה של מצא את האסימפטוטות האנכיות
2

5x 1y
x 9




.  

  : פתרון  

2x:נקבל. נשווה את המכנה לאפס 9 0  ,2 כלומרx 9.   

x :פתרונות המשוואה הם 3  אוx 3 .   

xנציב  3 5: נקבל. במונה 3 1  , פתרון זה אינו מאפס  .16כלומר  

xאת המונה ולכן הישר  3 אנכית לפונקציה א אסימפטוטהוה .  

xנציב  3  5נקבל . במונה ( 3) 1   , 14כלומר . מאפס  אינופתרון זה

xאת המונה ולכן גם הישר    3    .הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה 

xהישרים , לסיכום 3 ו -x 3  הם אסימפטוטות אנכיות לפונקציה.  
  
  

כאשר נרצה לשרטט גרף של פונקציה שיש לה אסימפטוטה  :הערה

1x אנכית x ,כלומר , נעדיף לשרטט תחילה את האסימפטוטה האנכית

1xנצייר את הישר  x .נבחן את ההתנהגות של גרף הפונקציה , אחר כך

  .בסביבה שמימין לאסימפטוטה ובסביבה שמשמאל לאסימפטוטה

  ).מפטוטה האנכית שלונזכור כמובן שגרף הפונקציה אינו חותך את האסי(

  

1x מימין לאסימפטוטהכדי לדעת כיצד נראה הגרף . א = x ,      נציב  

  .1x- והולכים ומתקרבים ל 1x- הנמצאים מימין ל xבפונקציה ערכי      

)הולכים ומתקרבים לפלוס אינסוף  y- ערכי האם ) 1(       ) ,  

  צורת הגרף בסביבה שמימין        

  :לאסימפטוטה תהיה כך       
  

  

  .יורדתבסביבה שמימין לאסימפטוטה הפונקציה , במצב כזה 

1x x
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)ולכים ומתקרבים למינוס אינסוף ה y- אם ערכי ה) 2(       ) ,  

  צורת הגרף בסביבה שמימין         

  :לאסימפטוטה תהיה כך        
  

   

  .עולהבסביבה שמימין לאסימפטוטה הפונקציה , במצב כזה
  

1x משמאל לאסימפטוטהכדי לדעת כיצד נראה הגרף . ב  = x ,     נציב   

  .1x- והולכים ומתקרבים ל 1x- הנמצאים משמאל ל xבפונקציה ערכי      
  

)הולכים ומתקרבים לפלוס אינסוף  y- אם ערכי ה) 1(       ) ,  

  הגרף בסביבה שמשמאל  צורת     

  :לאסימפטוטה תהיה כך       
  

  .עולהבסביבה שמשמאל לאסימפטוטה הפונקציה , במצב כזה 

)הולכים ומתקרבים למינוס אינסוף  y- אם ערכי ה) 2(       ) ,  

  צורת הגרף בסביבה שמשמאל        

  :תהיה כךלאסימפטוטה        
  

  .יורדתבסביבה שמשמאל לאסימפטוטה הפונקציה , במצב כזה 
  

    
  

  תרגילים
  

6yבציור מתואר גרף הפונקציה   .1
x 2




 .  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

  מצא את האסימפטוטה האנכית . ב  

   .של הפונקציה             

  טה האם בסביבה שמימין לאסימפטו. ג

  האנכית ערכי הפונקציה שואפים לפלוס     

  ?אינסוף או שואפים למינוס אינסוף    
  

1yבציור מתואר גרף הפונקציה     .2
3x 12



.  

  . מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

  מצא את האסימפטוטה האנכית . ב  

  .של הפונקציה             

  אפת לפלוס אינסוףקבע האם הפונקציה שו. ג  

  או למינוס אינסוף בסביבה שמימין ובסביבה      

  . שמשמאל לאסימפטוטה האנכית שלה      

x

y

x

y

1x x

1x x

1x x
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בציור מתואר גרף הפונקציה   .3
2

8y
x 2x 8


 

 .  

  :מצא עבור פונקציה זו  

  .את תחום ההגדרה. א  

  .את האסימפטוטות האנכיות. ב  

  לוס אינסוףקבע האם הפונקציה שואפת לפ. ג  

  או למינוס אינסוף בסביבה שמימין ובסביבה      

  . שמשמאל לאסימפטוטות האנכיות שלה      
  

בציור מתואר גרף הפונקציה    .4
2

8y 2x
x

 .  

  :מצא עבור פונקציה זו  

  .את תחום ההגדרה. א  

  .את האסימפטוטה האנכית. ב  

  נסוףקבע האם הפונקציה שואפת לפלוס אי. ג  

  או למינוס אינסוף בסביבה שמימין ובסביבה      

  . שמשמאל לאסימפטוטה האנכית שלה      
  

  :עבור כל אחת מהפונקציות הבאות

  .מצא את האסימפטוטות האנכיות. א

  קבע האם הפונקציה שואפת לפלוס אינסוף או למינוס אינסוף בסביבה . ב

  .שלה שמימין ובסביבה שמשמאל לאסימפטוטות האנכיות    
  

5.  
1

y
x 4




      6.  
3

y
10 5x




      7.  
2

6
y

x
  

8 .  
2

1
y

16 x



      9.  

2x 5
y

x 1





      10.  

2

2

x 7
y

x 3x





    

  
 

  : של הפונקציות הבאות x- מצא את האסימפטוטות המאונכות לציר ה
  

11.  x 3y
x 5



        12.      
2x 10y

2x 4



            13.  
2x 6y

12x 3



   

14.  
2

1y
x

        15    .
2

5x 3y
x 4




    16.  
2

2
x 1y

2x x 1

 

    

17.      
2
2x 5y

x 2x 1


 
      18.       

2

2
x 5y

(x 2)



    19.  
2

xy
x 4x 5


 

  

20.  
2
6y

x 1



        21      .1 2xy

x 3 x
 


    22.  

3
xy

x 64



  

x

y

x

y
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x. א. 1  :תשובות 2  .ב .x 2 . א .2  .שואפים לפלוס אינסוף. ג .x 4     .  

x. ב 4   .מימין ל. ג -x 4  :משמאל ל,  שואפת למינוס אינסוף -x 4  :  

x. א. 3 .שואפת לפלוס אינסוף 4 ,x 2   .ב .x 4 ,x 2   . מימין . ג  

x- ל 4 :משמאל ל, שואפת לפלוס אינסוף -x 4 :שואפת למינוס אינסוף .  

x- למימין  2  :ל משמאל , שואפת למינוס אינסוף -x 2  : שואפת לפלוס  

x. א. 4  .אינסוף 0 .ב .x 0. מימין ל. ג -x 0 :שואפת לפלוס אינסוף ,  

x- משמאל ל 0 :א. 5  .שואפת לפלוס אינסוף .x 4  .מימין ל. ב -x 4 :  

x- משמאל ל. שואפת לפלוס אינסוף 4 :א. 6.  שואפת למינוס אינסוף. x 2   .  

x- מימין ל. ב 2 :משמאל ל. שואפת למינוס אינסוף -x 2 : שואפת לפלוס  

x. א .7.  אינסוף 0  .מימין ל. ב -x 0 :משמאל . שואפת לפלוס אינסוף  

x- ל 0 :א .8. שואפת לפלוס אינסוף .x 4 ,x 4   .מימין ל. ב -x 4 :  

x- משמאל ל. שואפת למינוס אינסוף 4 :מימין . שואפת לפלוס אינסוף  

x- ל 4  :משמאל ל. שואפת לפלוס אינסוף -x 4  :שואפת למינוס אינסוף.  

x. א .9 1  .מימין ל. ב -x 1  :משמאל ל, שואפת לפלוס אינסוף -x 1 :  

x. א .10.  שואפת למינוס אינסוף 0 ,x 3  .מימין ל.ב -x 3 :לפלוס  שואפת

x- למשמאל . אינסוף 3 :מימין ל. שואפת למינוס אינסוף -x 0 : שואפת

x- משמאל ל. למינוס אינסוף 0: 11 .שואפת לפלוס אינסוף. x 5  .12. x 2   . 

13 .1
4x .  14 .x 0  15. x 2,x 2 .  16. x 1 ,1

2x  .   17 .x 1 .   

18. x 2 .  19.  21 . אין .20.  אין. x 0 ,x 3  .22. x 4   .  
  
  

  )x- לציר ה המקבילה אסימפטוטה(אסימפטוטה אופקית 
  

  כדי להבין את משמעות המושג אסימפטוטה אופקית נשרטט בעזרת 

ים את גרף הפונקציה טבלת ערכ
2

2
2x 4x 6y
x 2x 2

 
 

.  

  
  

100  50  10  6  2  1  0  4  10  50  100  x  

2.0002  2.0008  2.02  2.08  3  4  3  2.08  2.02  2.0008  2.0002  y  
  
  

   ,נסמן את הנקודות במערכת צירים

   :ונקבל את הגרף שמשמאל אותןנחבר 

   xניתן לראות שעבור ערכי 

  חיוביים הולכים וגדלים 

  שליליים  xועבור ערכי 

   .2- תקרב לשל הפונקציה הולך ומ y- שיעור ה, הולכים וקטנים

yאת הישר  אם נוסיף למערכת הצירים  2  נוכל לראות שגם בקצה  

  מימין וגם בקצה משמאל גרף הפונקציה הולך ומתקרב יותר ויותר 

yלישר  2 אך אינו נוגע בו.  

y

x

y 2y 2
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1yישר מהצורה : הגדרה y לפונקציה נקרא אסימפטוטה אופקית,  

השואפים לפלוס  xערכי (חיוביים הולכים וגדלים  xאם עבור ערכי 

השואפים  xערכי (שליליים הולכים וקטנים  xאו עבור ערכי  )אינסוף

  . ל"גרף הפונקציה הולך ומתקרב לישר הנ, )למינוס אינסוף
  
  

yהישר  ,ל"בדוגמה הנ 2 הוא אסימפטוטה אופקית .  
  

   .אסימפטוטה אופקית לפונקציה רציונלית למציאתכללים רשום נ
  

  כללים למציאת אסימפטוטה אופקית לפונקציה רציונלית
  

 א אסימפטוטה אופקית לפונקציה רציונלית נתבונן במונהכדי למצו

החזקה הגבוה ובמכנה ונזהה בכל אחד מהם את הביטוי בעל מעריך 

  .יותרב

    הגבוה ביותר במכנה גדול ממעריך החזקה הגבוהאם מעריך החזקה . א

yהיא האופקית האסימפטוטה  אז, ביותר במונה      0 )ציר ה -x.(  

    אם מעריך החזקה הגבוה ביותר במונה גדול ממעריך החזקה הגבוה. ב

  כלומר לא ( לפונקציה אסימפטוטה אופקית איןאז , ביותר במכנה    

  ).פונקציה יש אסימפטוטה אופקיתלכל     

    במכנה שווה למעריך החזקה הגבוה אם מעריך החזקה הגבוה ביותר. ג

ay היא הישרהאסימפטוטה  אז, ביותר במונה    
b

 , כאשרa הוא     

   b- ו ביותר במונההגבוה החזקה מעריך בעל  x- מקדם של הה    

  .במכנה ביותרהגבוה החזקה מעריך בעל  x- המקדם של ה הוא    
  

  

  :דוגמה  

מצא את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה   
2

2
2x 1y

12 3x



.  

  :פתרון  

  .22xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במונה הוא   

  .23xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במכנה הוא   

מכיוון שמעריך החזקה הגבוה ביותר במונה שווה למעריך החזקה הגבוה 

של ביותר במכנה נחלק את המקדמים ונקבל שהאסימפטוטה האופקית 

2 הפונקציה היא
3y ,  2כלומר הישר

3y  .  
    

  

  :דוגמה  

של הפונקציה מצא את האסימפטוטה האופקית   
2

5x 4y
x 3x




.  

  :פתרון  

  .15xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במונה הוא   

  .2xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במכנה הוא   

  האסימפטוטה , נמצא במכנה מכיוון שמעריך החזקה הגבוה ביותר  

yכלומר הישר , x- האופקית היא ציר ה     0.  
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  : דוגמה  

מצא את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה   
2xy

9x 6



.  

  :פתרון  

  .2xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במונה הוא   

  .19xהגבוה ביותר במכנה הוא החזקה עם מעריך הביטוי   

  לפונקציה אין , נמצא במונהמכיוון שמעריך החזקה הגבוה ביותר   

  .אסימפטוטה אופקית         
    

   !לב םשי  

  או מתלכד עם ( x- אסימפטוטה אופקית היא תמיד קו המקביל לציר ה. א  

  .)x- ציר ה              

  . האופקית שלו ייתכן מצב שבו גרף הפונקציה יחתוך את האסימפטוטה. ב

למשל אם נשרטט את גרף הפונקציה        
2

2
3xy

x x 1


 
   

yנוכל לראות שהישר      3  הוא  

  , ציהאסימפטוטה אופקית לפונק   

  השואפים  xכלומר עבור ערכי    

  ,  לפלוס אינסוף או למינוס אינסוף   

  גרף הפונקציה  הולך ומתקרב    

yיותר ויותר לאסימפטוטה האופקית     3  מבלי לגעת בה ובכל זאת     

  ).שבציור Aהנקודה (זו  קיימת נקודת חיתוך בינו לבין אסימפטוטה    

  xאז עבור ערכי , אסימפטוטה אופקית יש רציונלית היפונקצכאשר ל. ג

  חיוביים הולכים וגדלים ששואפים לפלוס אינסוף הפונקציה הולכת     

  שליליים הולכים  xומתקרבת לאסימפטוטה האופקית וגם עבור ערכי     

   לאותהוקטנים ששואפים למינוס אינסוף הפונקציה הולכת ומתקרבת     

  בציור שלמעלה ניתן לראות שגרף : למשל. אסימפטוטה אופקית    

yהפונקציה הולך ומתקרב לאסימפטוטה      3 ,עבור ערכי  גםx   חיוביים 

  שליליים  xהולכים וגדלים ששואפים לפלוס אינסוף וגם עבור ערכי     

  .הולכים וקטנים ששואפים למינוס אינסוף    

  

  
  :הפונקציות הבאותכל אחת משל  אופקיתה אסימפטוטהאת המצא 

  

23.  
2
3xy

x 1



        24.     

2
x 4y

x 3x



         25.  
2

1y
x 6x 8


 

    

26.  6y
2x 1




       27.      
2xy

x 2



            28.  

3

2
xy

x 1



            

x

y

A
y 3y 3
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29.  
2

2
2xy

x 7



             30.     

2

2
xy

x 5



             31.  

2

2
6x 8y
2x 5




    

  

32.  
2

2
x 9y
4 x




       33.     
2

2
3x 5y
x 4x




    34.  4xy
x 5




  

        

35.   xy
x 6




               36   . 
2 3

3
x 2xy

x 8



             37.  4xy
(x 1)(x 6)


 

  

         

38.  
2

2

(2x 3)
y

x


     39.    

2

2
x 1y

(x 1)
 


          40.  
2

5 4
y 3

x x
    

  

41.  9y x 1
x

         42.     
2

2

x 9
y 6

x 1


 


           43.  

2

2
x 1y 4

x
   

  

y. 23:  תשובות 0   .24. y 0  .25. y 0  .26 .y 0 .  27. אין .28.  אין .   

29. y 2.  30. y 1  .31 .y 3   .32. y 1    .33. 3
4y   .  34. y 4.  

35 .y 1  .36. y 2   .37. y 0.   38 .y 4  .39 .y 1 .   40. y 3 .  

y. 42.  אין .41 7.   43. y 3 .  
  
  

  :דוגמה  

מצא אסימפטוטות מקבילות לצירים לפונקציה   
23xy

(x 2)(x 4)


 
.  

  :פתרון  

x) :נקבל. נשווה את המכנה לאפס – תואנכי ותאסימפטוט   2)(x 4) 0    

                              x 4 0     אוx 2 0   

                                  x 4            x 2     

xנציב    4 23נקבל . במונה 4 , הפתרון  .48כלומרx 4 אינו מאפס  

xלכן הישר , את המונה   4 הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה.  

xנציב    2 23נקבל . במונה 2 , ון הפתר. 12כלומרx 2  אינו מאפס  

xלכן הישר , את המונה   2 הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה.  

xהישרים  ,לסיכום   4 ו -x 2 הם אסימפטוטות אנכיות לפונקציה.  
  

  את הביטוי עם מעריך החזקה כדי לזהות  – אסימפטוטה אופקית  

  . הגבוה ביותר נבצע במכנה פתיחת סוגריים וכינוס איברים דומים  

 :נקבל  
2

2
3xy

x 6x 8


 
  

  

  .23xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר הוא  – במונה  

  .2xהביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר הוא  – במכנה  
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  מכיוון שמעריך החזקה הגבוה ביותר   

  הגבוה  במונה שווה למעריך החזקה

  האסימפטוטה האופקית , ביותר במכנה

3היא 
1y  , כלומר הישרy 3.    

  את המשמעות הגרפית של 

  :האסימפטוטות ניתן לראות בציור משמאל

  ניתן למצוא אסימפטוטה אופקית גם בדרך  :הערה  

xעבור . חיוביים הולכים וגדלים xנציב ערכי . של הצבה   50 נקבל  

  y 3.397 . עבורx 100  נקבלy 3.189 . עבורx 500  נקבלy 3.036.  

כלומר גרף  ,3- הפונקציה הולך ומתקרב ל של y- שיעור השניתן לראות   

yלישר  הפונקציה מתקרב יותר ויותר   3 אך אינו נוגע בו .  

שליליים הולכים  xערכי   נוכל להציב ולראות שגם עבור , מהבדרך דו  

ולכן המסקנה היא  ,3- של הפונקציה מתקרב ל y- וקטנים שיעור ה  

yשהישר    3  קציההפונ  האסימפטוטה האופקית של  הוא .  
  

  

  :עבור כל אחת מהפונקציות הבאות מצא אסימפטוטות מקבילות לצירים
  

44.  
2

2
3xy

x x 6


 
         45.  

2x 1y
x 8



       46.    
2
x 2y

x 3x



  

47.  
2

2
8 xy
x 1



           48.  
2

2
x 4x 5y
x 4x 5

 
 

     49    .8 3xy
3x 5



    

50.     
25xy

(x 2)(x 4)


 
         51.  

2

2
3xy

(3x 1)
 


      52.      1y 4

x 1
 


    

53.   
2xy 6

x 10
 


         54.  

2

2
2x 1y 3
x 16

 


      55.    
3

3

(2x 1)
y

x 1





      

  

נתונה הפונקציה   .56
2

2
2x 3x 2y

x
 .  

  .מצא את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה. א  

  של נקודת החיתוך  x- מצא את שיעור ה. ב   

  רף גהאופקית לבין אסימפטוטה הבין       

     ).שבציור Aהנקודה (הפונקציה       
    

  

x

y

y 3

x 2 x 4

x

y

A
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  . לכל אחת מהפונקציות הבאות יש אסימפטוטה אופקית  .57

  .נקודת החיתוך בין אסימפטוטה זו לגרף הפונקציה שיעורי מצא את  
  

 .א      
2

2
x x 1y

4 x
 


 .ב                              
2
x 4y

x 3x



  

    

x. 44:  תשובות 3 ,x 2  ,y 3   .45. x 8    .46. x 0 ,x 3  ,y 0.  

47 .y 1   .48. y 1  .49. 2
3x 1  ,y 1    .50. x 2 ,x 4 ,y 5 .  

51. 1
3x  ,1

3y   . 52. x 1  ,y 4   .53 .x 10  .54. x 4 ,x 4  ,y 1   .

55. x 1 ,y 8  .  56. א .y 2   .2.ב
). א  .57  . 3 5, 1)  . (0;4). ב  .  

  

  פרמטריםבעיות עם  – מקבילות לצירים אסימפטוטות  
  

  :דוגמה  

נתונה הפונקציה   
2

2
ax 3x 1y

2x b
 


 .  
  

xהישר    2  לפונקציה והישר   הוא אסימפטוטה אנכיתy 3   

  .b ואת aמצא את . הוא אסימפטוטה אופקית לפונקציה  

  :פתרון  

22x :נקבל. נשווה את המכנה לאפס - אסימפטוטה אנכית    b 0 .  

xהישר    2 הערך לכן, הוא אסימפטוטה אנכית x 2 מאפס את המכנה.  

x במכנהנציב    2 .22:  נקבל 2 b 0  ,   כלומרb 8.                                            

  מעריך החזקה הגבוה ביותר במונה שווה למעריך  –אסימפטוטה אופקית   

ayהחזקה הגבוה ביותר במכנה ולכן האסימפטוטה האופקית היא 
2

 .  

yעל פי הנתון ישר זה הוא  3, לכן a 3
2
, כלומר a 6.  

                                                              

  

xהישר   .58 3  7הוא אסימפטוטה אנכית של הפונקציהx 5y
x a



.  

  .a הפרמטרהערך של  את מצא  
          

לפונקציה   .59
2
1y

x a



  . יש שתי אסימפטוטות אנכיות 

xאחת מהן היא הישר    2.  

  .aהפרמטר ערך מצא את . א  

  .של הפונקציה מצא את האסימפטוטה האנכית השנייה. ב  
    

xהישר    .60 5  אנכית לפונקציה הוא אסימפטוטה
2

2
x 7f (x)

px 2x



 .  

  .pאת  חשב. א  

       .מצא את האסימפטוטה האופקית  של הפונקציה. ב  
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yהישר    .61 3  הוא אסימפטוטה אופקית של הפונקציה
2

2

ax 7x 13
y

x 7x 5

 


 
 .

  .aמצא את   
         

yהישר    .62 4  הוא אסימפטוטה אופקית של הפונקציה 
3

3 2

12x 5x 7
y

ax 7x 5

 


 
 .

  .aמצא את   
      

yהישר   .63 2   הוא אסימפטוטה אופקית של הפונקציה
2

2
4xy

kx 5x 2


 
.  

  .kמצא את . א  

  .מצא את האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה. ב  
  

xהקווים    .64 5  ו -y 4  הם אסימפטוטות של הפונקציה
2

2

px 7
f (x)

ax 10x





.  

  .pאת ו aמצא את        
     

  

xהקווים   .65 1 ו -x 2  הם אסימפטוטות של הפונקציה
2

2
4xy

x ax b


 
.  

  .bאת ו aמצא את . א  

   ?ך גרף הפונקציה את האסימפטוטה האופקית שלובאיזו נקודה חות. ב  
  

לפונקציה  . א   .66
2

2

x 1
y a

x 9


 


yיש אסימפטוטה אופקית   4 . מצא אתa.  

  

לפונקציה . ב  
2

2

2 ax
y 3

1 x


 


yיש אסימפטוטה אופקית   2 . מצא אתa.  

  

   של הפונקציההאסימפטוטה האנכית   .67
6

y x
x a

 


   x- חותכת את ציר ה 

  .aמצא את  .(0;7)בנקודה 
  

נתונה הפונקציה    .68
ax

y
x 2b




    האסימפטוטה האופקית של הפונקציה . 

    

;0)בנקודה  y- חותכת את ציר ה   2) . האסימפטוטה האנכית של    

;6)בנקודה  x- הפונקציה חותכת את ציר ה     .bאת ו aמצא את . (0
  

x. ב.   4. א  .3. 59 .58: תשובות 2  . 60.   1. ב.  10. א
2y   .  

x. ב.  2. א  .63  .3  .62 .3  .61 2 ,1
2x  .  64.  a 2 ,p 8  .65. א .a 3 ,  

b 2  .ב . 2
3 1   . 67. 7  . 68. a. ב.   3. א .66  . 4; 2  ,b 3 .  
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  רציונליות יותפונקצ ה שלחקיר
  

  :דוגמה  

חקור את הפונקציה   
2

2
2x 4x 34y

x 2x 3
 
 

  :בהתאם לסעיפים הבאים 
    

  .נקודות קיצון. ג.   נקודות חיתוך עם הצירים. ב.    תחום הגדרה. א  

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים. ה.    תחומי עלייה וירידה. ד  

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ו  

  :פתרון  

2x  :נקבל. נשווה את המכנה לאפס. א   2x 3 0    

x: פתרונות המשוואה הם          1     אוx 3 , תחום ההגדרהלכן   

xהוא הפונקציה  של               1  ,x 3.  

xנציב , y - חיתוך עם ציר ה. ב   0 .1  :נקבל
3

0 0 34y 11
0 0 3
  
 

  

1הנקודה היא       
3(0;11 ).  

yנציב , x - חיתוך עם ציר ה       0. נקבל   :  
2

2
2x 4x 34 0

x 2x 3
  
 

  
          

22xנכפול במכנה המשותף ונקבל את המשוואה               4x 34 0                                  
                                                                            

                                     
2

1,2
4 4 4 2 ( 34) 4 288 4 16.97x

2 2 4 4
            


  

   
                                                                                                                                                      

)- ו (0;3.243) :הן x- החיתוך עם ציר הנקודות        5.243;0).  
  

  :נגזור את הפונקציה. ג  

             
2 2 2

2 2 2 2

(4x 4)(x 2x 3) (2x 2)(2x 4x 34) 8x 56x 80y '
(x 2x 3) (x 2x 3)

          
   

  

        

 :נקבל .נשווה את הנגזרת לאפס     
2

2 2
8x 56x 80 0
(x 2x 3)
   

 
  

28x    נכפול במכנה המשותף ונקבל את המשוואה              56x 80 0                            

2x: פתרונות המשוואה הם       2    1אוx 5    

2y:  ונקבלה נציב בפונקצי       6  ,1y 3  .  

  .  (6;2)- ו (3;5)נקודות הם השיעורי              

  .נקבע את סוג הקיצון ואת תחומי העלייה והירידה בעזרת טבלה      

  של נקודות הקיצון  x- י הנסמן על ציר מספרים את שיעור      

xשהם               2  ו -x 5 ,ואת שיעורי ה -x  עבורם הפונקציה אינה  

xמוגדרת שהם               3 ו -x 1  .            
  

1x 3.243

2x 5.243 
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  . נוצרים חמישה תחומים  

  בכל אחד מהתחומים נבחר   

  
  

מונה של הנגזרת ב   ונציב אותו xערך כלשהו של 
2 2

y '
(x 2x 3)


 

.  
  

         2      תחום ירידה    
(x 2)y ' 8( 2) 56( 2) 80 224 0           

                 2      תחום ירידה             
(x 0)y ' 8 0 56 0 80 80 0           

             2      תחום עלייה             
(x 2.5)y ' 8 2.5 56 2.5 80 10 0          

                   2      תחום עלייה             
(x 4)y ' 8 4 56 4 80 16 0          

                      2      תחום ירידה             
(x 6)y ' 8 6 56 6 80 32          

      

xבנקודה , על פי הטבלה       2  הפונקציה עוברת מירידה לעלייה  

xבנקודה . היא נקודת מינימום (6;2)ולכן הנקודה        5    הפונקציה  

  .היא נקודת מקסימום (3;5)עוברת מעלייה לירידה ולכן הנקודה              
  

3 ניעזר בטבלה ונקבל שתחומי העלייה הם. ד   x 5   2או x 3 .  

x תחומי הירידה הם       5  1או x 2   או x 1 .  
  

2x :נשווה את המכנה לאפס – תואנכי ותאסימפטוט. ה   2x 3 0    

x  משוואה הםפתרונות ה               3  אוx 1  פתרונות אלה אינם  

xלכן הישרים , מאפסים את המונה               3 ו -x 1   הם אסימפטוטות  

   .לפונקציה אנכיות              
  

  במונה ביותר הביטוי עם מעריך החזקה הגבוה  – טה אופקיתאסימפטו              

21הוא  הביטוי עם מעריך החזקה הגבוה ביותר במכנה. 22xהוא                x .  

  , ל שווה"מכיוון שמעריך החזקה בשני הביטויים הנ              

  .האסימפטוטה האופקית בעזרת חלוקת המקדמיםנמצא את               

  .1במכנה המקדם הוא . 2במונה המקדם הוא        

2האסימפטוטה האופקית היא        
1y  ,הישר כלומר y 2.  

  

  אתרים נשרטט במערכת הצי. ו  

xהאסימפטוטות      3 ,x 1  ,y 2.  

  נוסיף את נקודות הקיצון       

     .ואת נקודות החיתוך עם הצירים    
  

  :כדי לשרטט את גרף הפונקציה נקפיד לזכור      

  סימפטוטות את האאינו חותך גרף הפונקציה . א      

xהאנכיות           3 ו -x 1 ,  הולך ומתקרב אליהןאלא רק.  
  

1

x 2  x 0 x 2.5 x 4

2 53

x 6

28x 56x 80  

x

y
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  שמאלי הגרף הולך ומתקרב לאסימפטוטה  הבקצה הימני ובקצה . ב    

  הגרף   (3;5)מימין לנקודת המקסימום , כך למשל. האופקית שלו        

yבמגמת ירידה והוא הולך ומתקרב לאסימפטוטה          2.  
  

  כמו למשל בתחום שמשמאל  , מספיק נתונים בהם איןשבאזורים . ג

xלאסימפטוטה      1  ,  נוכל לשרטט את גרף הפונקציה בעזרת אחד  

  :משני הכללים הבאים    

  אם נביט בטבלת עלייה וירידה  )1(    

xנראה שבתחום            1   הפונקציה  

  יורדת ומכיוון שהגרף           

x- מתקרב ל        1    

   משמאל צורתו תהיה          

     
  

  נוכל להציב בפונקציה מספר  )2(    

  ולפי ערכי  1- שקטנים מ xערכי           

  .המתקבלים נשרטט את גרף הפונקציה y- ה          
    

    

  תרגילים  
  

     .נקודות קיצון. ב  .תחום הגדרה. א:  ומצא חקור את הפונקציות הבאות

   .יתוך עם הציריםנקודות ח. ד   .וירידה תחומי עלייה. ג

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ו  .אסימפטוטות מקבילות לצירים. ה
  

1    .
2
4x 12y

x 6x 10


 
       2.      

2
xy

x 2x 2


 
         3.  

2
8xy

x 4



  

4.  
2xy

x 2



         5.      

2x 6x 9y
x 5
 


    6.  
2x 4x 5y

2 x
 


  

7.  
2

2
x 1y
x 2




        8.       
2

2
2xy

x x 1


 
    9.  

2

2
x 2xy

x 2x 2


 
  

10.  
2

x 2y
x
        11.      

2

2
4xy

x 6x 9


 
       12.  

2

2
x x 2y
(x 1)
 


  

13.    
2
x 4y

x 3x



      14.     
2

2x 5y
x 4




    15.  
2

1y
x 4x 3


 

  

  

x

y

x 1 
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16.  
2

2
xy

x x 2


 
      17.    

2

2
2x 2x 3y
x 2x 3

 
 

    18.  
2xy

(x 1)(x 3)


 
  

19.  x 5y
x 1



        20.       2 xy
3x
             21.    

2
xy

x x 6


 
  

22.  
2

2
2xy

x 4



        23.       

2 1
9

8y
x




    24.    
2

xy
x 6x 8


 

  

25.   
2

3x 1y
x x




        26.      
2

2
x 4x 1y

x 1
 


        27.  
2

2
x 1y

x 9x



      

28.  
2

4x 1y 3
x
       29.     4y x 4

x
      30    .

2
8 12y 1
x x

    

31.  
2
3y 1

x 6
  


      32.     1 1y

4 x 4 x
 

 
           33.    4 1y

3x 3(x 3)
 


  

34.  2
2

1y x
x

         35.    
2 4

2 1y
x x

     36.  
2

4x 11y 2
(3 x)

 


      

37.   
3

2
1 xy

x
        38.   

2

3
x 4y

x
      39.   

2

4

(x 3)
y

(x 1)





    

  : תשובות

  .   xכל . א    .1

;2). ב    2) 4), מינימום;   .מקסימום (2

2: עלייה. ג           x 4  ,  

x: ירידה              4  אוx 2.  

;0). ד           1.2) ,(3; y. ה.   (0 0.  
  

). ב.   xכל . א   .2   ,מקסימום (0.2071;2

          ( 2; 1.207)  מינימום.  

2: עלייה. ג         x 2  ,  

x: ירידה                2  אוx 2 .  
;0).ד         y. ה.  (0 0.  

x

y

x

y
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  .xכל . א  .3

). ב         2; 2) 2), מקסימום; 2) מינימום.  

x:עלייה. ג         2  אוx 2 ;  

2: ירידה             x 2  .  

;0). ד        y. ה    .(0 0. 
 

 
x. א  .4 2 .  

;0). ב       ), מינימום (0 4; 8)  מקסימום.  

x: עלייה. ג       0  אוx 4 .  

2: ירידה              x 0     4 או x 2   .  

;0). ד       0)   . 

x. ה  2 .  
  

  

x. א   .5 5    .3).ב;   .מינימום (8;7), מקסימום (0

x: עלייה. ג       7  אוx 3,  

5: ירידה              x 7    3 או x 5 .  

;0). ד       1.8) ,(3; x. ה.   (0 5.  

  

  

  

x. א  .6 2 .  

;3), מינימום(2;1). ב       2)מקסימום.  

2:עלייה. ג       x 3   1או x 2 .                                   

x: ירידה              1  אוx 3.  

  . (2.5;0). ד      

x.ה       2. 

 

  

  .   x כל. א   .7

1. ב
2(0; )מינימום.  

x:עלייה. ג         0 ,ירידה:x 0.   

1. ד        
2(0; ) ,(1;0),( 1;0)  .  

y.ה    1.   
  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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  .   xכל . א   .8

;0). ב 2 ,מינימום (0
3( 2;2 ) מקסימום  .  

x: עלייה. ג 0  אוx 2 ,  

2 :ירידה               x 0  .  

;0). ד         y. ה.   (0 2.  

 

  

  

;1). ב.   xכל . א   .9 1) מינימום   .  

x: עלייה. ג         1;  ירידהx 1.  

;0). ד         y. ה.   (0;2), (0 1.  
  

  

 

x. א  .10 0   .1. ב( 4; )8  מינימום.  

4: עלייה. ג    x 0  ;   

x: ירידה     4   אוx 0.  

). ד        2; 0).  

x. ה        0 ,y 0. 

 

  

x. א  .11 3.  

  .מינימום (0;0). ב  

0: עלייה. ג   x 3 ,  

x: ירידה       3  אוx 0.  

  .(0;0). ד  

x. ה   3 ,y 4.  
  
  

  

x. א   .12 1  .1. ב
8(5;1   .מקסימום(

1: עלייה. ג         x 5  ,  

x: ירידה 5  אוx 1.  

;0). ד         2) ,(2; 0) ,( 1; 0)  .  

x. ה 1 ,y 1.  
  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x.א   .13 0,x 3.  

1, מינימום (1;2). ב        
9(6;    .מקסימום (

3:עלייה. ג         x 6  2 או x 3 .  

x: ירידה              6  0או x 2   אוx 0.  

  .   (0;4).ד        

x.ה  3 ,x 0,y 0.  
  
  

x. א  .14 2,x 2   .מינימום (1;1). ב,   

            1
4(4;   .   מקסימום (

2:עלייה. ג          x 4   1או x 2 .  

x: ירידה              4  2או x 1    אוx 2 .  

;2.5), (1.25;0). ד         0)   .  

x. ה 2 ,x 2 ,y 0.  
  

x. א  .15 1 ,x 3  .  

;2). ב       1) מקסימום.  

1: עלייה. ג       x 2  או x 1 ,  

x: ירידה              3  2או x 3  .  

;0)1 .ד       )3  .  

x. ה   1 ,x 3 ,y 0.  

  

  

x. א  .16 2 ,x 1 .  

8, מקסימום (0;0). ב  
9( 4; ) מינימום.  

1: עלייה. ג   x 0    4או x 1   .   

x: ירידה       4   0או x 2   אוx 2.  

  .(0;0). ד  

x. ה   2 ,x 1  ,y 1.  
  

x. א  .17 1 ,x 3 .  

   .מינימום (1.75;3), מקסימום (1;0). ב        

x: עלייה. ג         3  3 או x 0    אוx 3 .  

1: ירידה              x 3   0או x 1 .  

;0.823), (1;0). ד         0) ,( 1.823; 0).  

x. ה         1 ,x 3  ,y 2.  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x. א    .18 1 ,x 3.  

;1.5). ב          3) 0), מקסימום;   .מינימום (0

1: עלייה. ג          x 1.5   0או x 1 .  

x :ירידה              3  1.5או x 3  או  x 0.   

;0). ד         x. ה  .(0 1 ,x 3 ,y 1.  
  
  

 

x. א   .19 1   .אין. ב  .  

x: עלייה. ג     1  אוx 1.   

   .אין: ירידה     

;5). ד         0) ,(0;5)  .  

x. ה 1 ,y 1.  
  

  

x. א  .20 0.    

   .אין. ב

x: ירידה, אין : עלייה. ג   0  אוx 0.  

  .(0;2). ד  

x. ה   0 ,1
3y  .  

  

  

x. א   .21 3 ,x 2    .אין. ב.   

  , אין: עלייה. ג        

x: ירידה     3  2או x 3     

xאו       2 .  

;0). ד         0)   .  

x. ה   3 ,x 2  ,y 0.  
  
  

  
  

x.א   .22 2,x 2    .0). ב;   .   מקסימום (0

2:עלייה. ג         x 0    אוx 2  ,  

x :ירידה              2  0או x 2 .  

;0). ד         x.ה.  (0 2, x 2 ,y 2.  
  

x

y

x

y

x

y

x

y

y

x
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1. א  .23
3x  .  

;0). ב   72) מקסימום.  

1 :עלייה. ג  
3 x 0    1או

3x  .  

1: ירידה      
3x   1או

30 x .  

;0). ד   72).  1. ה
3x  ,1

3x   ,y 0.  
 
  

x. א  .24 2 ,x 4   .  

). ב  8; 0.086)  וםמינימ,   

            ( 8; 2.91) מקסימום.   

2: עלייה. ג         x 8   8או x 2  .  

x: ירידה              4  8או x 4  וא x 8 .  

;0). ד        x. ה.   (0 2 ,x 4 ,y 0.  
  
  

x. א  .25 1 ,x 0   .1. ב
3(   ,מינימום (9;

              ( 1;1) מקסימום   .  

x: עלייה .ג 1 1 או
3 x 1   אוx 1 .  

1: ירידה   
30 x   1או x 0  .      

1. ד
3( ;0)    .  

x. ה 0 ,x 1 ,y 0.  
  

  .  xכל . א   .26

). ב 1;3) מקסימום ,  

    (1; 1) מינימום.  

x: עלייה. ג         1  אוx 1 .  

1: ירידה            x 1  .  

  .(1;0), (0;0.2679), (0;3.732). ד        

y. ה         1.  
  

x. א  .27 0 ,x 9.  

  .אין. ב  

  . אין: עלייה. ג  

x: ירידה              9  0או x 9   אוx 0.  

), (0;1). ד   1;0).  

x. ה   0 ,x 9 ,y 1.  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x. א   .28 0  .1. ב
2( 1) מינימום.   

1: עלייה. ג        
2 x 0  ;   

x: ירידה                0    1או
2x    .  

). ד  1; 0) ,1
3( ;0).  

x. ה        0 ,y 3.  
  

  

x. א  .29 0.  

), מינימום (0;2). ב   2; 8)  מקסימום.   

x :עלייה. ג   2  אוx 2 ,  

0 :ירידה       x 2   2או x 0  .    

x. ה.   (0;2). ד   0.  
  

  

x. א   .30 0  .1. ב
3(3, ) מינימום  .  

x: עלייה. ג        3  אוx 0 ,  

0: ירידה     x 3 .  

;2). ד         0) ,(6; 0)   .  

x. ה 0 ,y 1.  
  
  

x. א  .31 6 .  

1. ב  
2(0; 1 ) מקסימום.  

6: עלייה. ג   x 0    אוx 6 .  

x : ירידה       6  0או x 6 .  

1. ד  
2(0; 1 ) ,(3;0) ,( 3;0).  

x. ה   6 ,x 6  ,y 1 .  
  

x. א  .32 4 .  

  .מינימום (0.5;0). ב  

x: ייהעל. ג   4  0או x 4 .  

4: ירידה       x 0    אוx 4 .  

  .(0.5;0). ד  

x. ה   4 ,x 4  ,y 0.  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

 696
כל הזכויות שמורות ליואל גבע ואריק דז'לדטי ©



בע
ל ג
יוא

 

x. א  .33 0 ,x 3.  

1, מינימום (1;2). ב  
9(6;    .מקסימום (

3: עלייה. ג   x 6   2או x 3 ;  

x: ירידה       6  0או x 2   אוx 0.  

  .(0;4). ד

x. ה   3 ,x 0 ,y 0.  
  

x. א   .34 0  .  

;1). ב   , מינימום (2

     ( 1; 2) מינימום .  

x: עלייה. ג 1  1או x 0  ;  

0: ירידה       x 1   אוx 1 .  

x. ה.  אין. ד           0.  

  

  

x. א  .35 0.  

), מקסימום (1;1). ב   1;1) מקסימום.  

0: עלייה. ג   x 1   אוx 1 ,  

x: ירידה       1  1או x 0  .  

), (0;0.707). ד   0.707;0).  

x. ה   0 ,y 0.  
  

  

x. א   .36 3  .2.5). ב; 2) מינימום.  

2.5: עלייה. ג          x 3  ,היריד :x 3  

xאו               2.5 .  

7.ד         
9(0; ) ,(2.707;0) ,(1.293; 0).  

x. ה         3 ,y 2.  
  

  

x. א   .37 0   .ב .( 1.26;1.89) מינימום.  

1.26: עלייה. ג         x 0   ,  

x: ירידה     0  אוx 1.26   .  

;1). ד        x. ה.   (0 0.  

  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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x. א .38 0.    

). ב   12; 0.192)  מינימום ,  

    (   . מקסימום (0.192;12

0  :עלייה. ג   x 12   12או x 0   ;  

x:  ירידה              12   אוx 12 .  

), (0;2). ד   2;0)  .ה .x 0 ,y 0 .  
  

x. א .39 1.    

1, מינימום (0;3). ב  
64(5;   .מקסימום (

3: עלייה. ג   x 5   אוx 1 ;  

1: ירידה              x 3  , אוx 5.  

x. ה.  (9;0), (0;3). ד   1 ,y 0.  

  

 

  פונקציות רציונליות –מינימום ומקסימום מוחלטים 
  

נזכיר את השלבים למציאת מינימום מוחלט ומקסימום מוחלט   
  .עבור פונקציה רציפה בתחום סגור  
yנמצא את נקודות הקיצון המתקבלות עבור . א   ' 0 .  
  .ת הקיצון המתקבלות בקצה התחום הסגורנמצא את נקודו. ב  
  שלה הוא הגבוה  y- הנקודה ששיעור ה, מבין כל הנקודות שמצאנו. ג          

   y- והנקודה ששיעור ה, ביותר היא נקודת המקסימום המוחלט           
  .נקודת המינימום המוחלט שלה הוא הנמוך ביותר היא           

    

  :דוגמה  
  מצא את נקודות המינימום המוחלט והמקסימום המוחלט   
    

של הפונקציה   
2

2

2x 4x 2
y

x 2x 3

 


 
  .[3;0]בקטע הסגור  

   :פתרון  

:     לפי הנוסחה לנגזרת של מנת פונקציות נקבל  
2 2

16x 16
y '

(x 2x 3)




 
 .  

    

 :נקבל. וה את הנגזרת לאפסנשו  
2 2

16x 16
0

(x 2x 3)




 
.  

16x :נקבל. נכפול במכנה המשותף   16 0   ומכאןx 1.                                           

xנציב     1   בפונקציה ונקבלy 2  .1): הנקודה היא; 2) .  

xנמצא את שיעורי הנקודות שבקצה הקטע הסגור שבהן           0  ו -x 3.  

  .  בפונקציה x- נציב את שיעורי ה  

x

y

x

y
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xעבור    0  2נקבל
3y   . 2הנקודה היא

3(0; ).  
    

xעבור    3  2נקבל
3y  . 2הנקודה היא

3(3; ).      

;1)שלוש נקודות הקיצון שהתקבלו הן    2) ,2
3(0; ) ,2

3(3; ).  

;1)המינימום המוחלט מתקבל בנקודה    2) כיוון ששיעור ה -y   

  .בנקודה זו הוא הנמוך ביותר מבין שלוש הנקודות  

2המקסימום המוחלט מתקבל בנקודה   
3(3;    y- כיוון ששיעור ה (

  . בנקודה זו הוא הגבוה ביותר מבין שלוש הנקודות  
    

;1) :תשובה   2) 2, מינימום מוחלט
3(3;   .מקסימום מוחלט (

  

  תרגילים
  

נתונה הפונקציה   .1
2

6
y

x 3



3בתחום   x 3   .  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

yמצא את הנקודות על גרף הפונקציה שבהן . ב   ' 0.  

  .מצא את הנקודות שבקצה תחום ההגדרה. ג  

  מצא את נקודות המינימום המוחלט והמקסימום המוחלט . ד  

  .תחום הנתוןשל הפונקציה ב            
  

מצא את נקודות המינימום והמקסימום המוחלטים של כל אחת מהפונקציות 

  :הבאות בתחום הרשום משמאלה
  

2.  
2
6xy

x 1



   2;2      3.  

2
2x 1y
x 2




  [0;3]  

  

4.  x 5y
x 3



  [1;5]        5.  
2x 1y

x 3



   3;0  

  

16yנתונה הפונקציה    .6 x 8
x

     8בתחום x 8   .  

  .רשום את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

  יה מצא את נקודות המינימום והמקסימום של הפונקצ. ב  

  ). כולל הנקודות שבקצה התחום(      

  . x- מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם ציר ה. ג  

  .ל"שרטט סקיצה של גרף הפונקציה בתחום הנ. ד  

  ?האם לפונקציה יש מקסימום מוחלט. ה  

  ?האם יש לפונקציה מינימום מקומי שאינו מוחלט. ו  
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ה נתונה הפונקצי  .7
2

4x 3y
x 1




.  

  .xהוכח שהפונקציה מוגדרת לכל ערך של . א  

  .מצא את הערך המינימלי ואת הערך המקסימלי של הפונקציה. ב  

  מתקיים xהיעזר בסעיפים קודמים והוכח שעבור כל ערך של . ג  

: השוויון- אי     
2

4x 31 4
x 1

  


.  

  

   : תשובות

1. ג.  (2;0). ב. xכל . א  .1
2(3; ) ,1

2( 3; )  .מוחלט מקסימום (2;0). ד,  

        1
2(3; 1, ום מוחלטמינימ (

2( 3; ) מינימום מוחלט  .  
  
), מקסימום מוחלט (3;1)    .2 1; 3)  מינימום מוחלט.  
  

3.    1
2(2; 1, מקסימום מוחלט (

2(0; ) מינימום מוחלט.  

  
;1), מקסימום מוחלט (0;5)    .4 1) מינימום מוחלט.  
  

5.   5
3( 3; )  מינימום מוחלט ,( 0.162; 0.325)  מקסימום מוחלט.  

  

  
x. א   .6 0 ,8 x 8   .ב .( 4;16) מינימום ,  

),  מקסימום (0;4)   8;18) מקסימום ,  

  (8; 2) לא. ה . (0;4). ג.  מינימום .  

)בנקודות , כן. ו 4;16)  8)- ו; 2) .  
  

1ערך מינימלי. ב  .7  ,4ערך מקסימלי .  
  
  
  

 
 
 

  

 

  

x

y
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  בגרף הפונקציה" חור"מקרים בהם נוצר 
    

כאשר נתונה פונקציה רציונלית ומשווים את המכנה לאפס מתקבלת   

קיימים מקרים בהם המכנה שווה . בדרך כלל אסימפטוטה אנכית  

  .בגרף" חור"לאפס אבל לא מתקבלת אסימפטוטה אנכית אלא נוצר   
  

נקציה  בגרף נתבונן בפו" חור"כדי להבין את משמעות המושג 
2

4x 4y
x 1




 .  

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא  1 ,x 1  ,  

xעבור  מתקיי האינ הפונקציהכלומר  1 ו -x 1  . כדי לבחון את

  . ניעזר בטבלת ערכים, ההגדרה- ת איהתנהגות הפונקציה בסביבת נקודו
  

1.01  1.001  1  0.999  0.99  0.99  0.999  1  1.001  1.01  x  

  4000  400  y  אין  4000  400  2.01  2.001  אין  1.999  1.99
  

x- הנמצאים משמאל ל xניתן לראות שעבור ערכי  1   ומתקרבים  

x- ל 1  ,ערכי ה -y  של הפונקציה הולכים ושואפים למינוס אינסוף

x- הנמצאים מימין ל xועבור ערכי  1  ומתקרבים ל -x 1  , ערכי  

xשל הפונקציה שואפים לפלוס אינסוף ולכן הישר   y- ה 1   הוא

הנמצאים  xעבור ערכי , לעומת זאת. אסימפטוטה אנכית לפונקציה

x- מימין ל 1 ומתקרבים ל -x 1  

x- הנמצאים משמאל ל xועבור ערכי  1  

x- ומתקרבים ל 1 ,ערכי ה -y  של  

  .2- הפונקציה הולכים ומתקרבים ל

x- ערכי הפונקציה בסביבה שמשמאל ל 1   

x- ובסביבה שמימין ל 1 ,שואפים  אינם  

x- לפלוס אינסוף או למינוס אינסוף ולכן ב 1   

  .  בגרף"  חור"אין אסימפטוטה אנכית ונוצר 

  :גרף הפונקציה נראה כמתואר משמאל
  

. לא תמיד מתקבלת אסימפטוטה אנכית, ראינו כי כאשר המכנה שווה לאפס

  :ת נפעל באופן הבאכדי למצוא אסימפטוטה אנכית של פונקציה רציונלי

   הפתרונות. נשווה את המכנה לאפס ונפתור את המשוואה המתקבלת. א

אסימפטוטה אנכית או יכולים להוות ) אם מתקבלים(המתקבלים      

  .בגרף" חור"

  .שקיבלנו x- נציב במונה את ערכי ה. ב

  .שאינו מאפס את המונה הוא אסימפטוטה אנכית xכל ערך של ) 1(    

  מאפס את המונה קיים חשד שאין אסימפטוטה    xכאשר ערך של ) 2(    

  מהסביבה  xנציב ערכי במצב כזה . אנכית אלא נוצר חור בגרף         

  שואפים לפלוס  y- אם ערכי ה .שקיבלנו x- שמשמאל ומימין ל         

  .     אז יש אסימפטוטה אנכית,  אינסוף או למינוס אינסוף         

x

y
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  אינם שואפים לפלוס אינסוף או  y- אם ערכי ה, לעומת זאת         

  ).בגרף" חור"נוצר (אין אסימפטוטה אנכית   אז,  למינוס אינסוף         
  

  :דוגמה

מצא את האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה 
2

x 2y
x 6x 8


 

.  

  :פתרון

2x:    נקבל. נשווה את המכנה לאפס 6x 8 0    

x:     פתרונות המשוואה הם 2     אוx 4    

xנציב  4 4נקבל . במונה 2 , המונה אינו מתאפס ולכן . 2כלומר  

xהישר  4 הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה.  

xנציב  2 2נקבל . במונה 2 , כלומר עבור , המונה מתאפס. 0כלומר

x 2  נציב  בפונקציה ערכי . קיים חשד לחור בגרףx 2- שקרובים ל 

xנציב  –מימין . מימין ומשמאל 2.001  ונקבלy 0.5003  .  

xנציב  2.0001  ונקבלy 0.50003  . נציב   –משמאלx 1.999   

yונקבל  0.4998 .  נציבx 1.9999  ונקבלy 0.49998  . ניתן לראות

x- שבסביבה שמימין ל 2 ערך ה -y 0.5- הולך ומתקרב  ל, בסביבה גם ו

x- שמשמאל ל 2 , ערך ה -y 0.5- הולך ומתקרב  ל , בסביבה כלומר  

xשל  2 שואף לפלוס אינסוף או למינוס אינסוף ולכן ב הגרף אינו -x 2 

  ).בגרף" חור"נוצר (אין אסימפטוטה אנכית 
  
  
  

  .   מצא את תחום ההגדרה. א:  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות

  ). אם קיימות( x- סימפטוטות המאונכות לציר המצא את הא. ב

  ).אם קיימים(בגרף הפונקציה " חור"בהם מתקבל  x- מצא את שיעורי ה. ג
  

1.  
2
x 4y

x 4x



  2.    
2

3x 15y
x 5x




  3.  
2

2x 6y
x 9




  

  

4.  
2

2
x 1y
x x




           5.    
2x 36y
x 6



       6.  
22x 14xy

x
  

  

7.  
2

x 2y
x 5x 6


 

         8.    
2

2
x 6x 8y

x 16
 


       9.  
22x 5x 2y
4x 2
 


  

  
  

פונקציה ל  .10
2mx 9y

x 3



  .mמצא את . טוטה אנכיתאין אסימפ 

  

נתונה הפונקציה   .11
2mx 6xy

x 5



 .  

xהישר  mלאילו ערכי  5 אינו אסימפטוטה אנכית של הפונקציה?  
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 ,   ת קיצוןנקודו. ב,   תחום הגדרה. א:  חקור את הפונקציות הבאות ומצא

  ,  נקודות חיתוך עם הצירים. ד,   תחומי עלייה וירידה. ג

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ו,  אסימפטוטות מקבילות לצירים. ה
  

12.  
2

2
x 4x 5y

x 1
 


     13    .
2

2
x 7x 10y
3x 15x
 


        14    .
3 2

2
x 2xy

x 5x 6
 
 

   

  
x. א .1:  תשובות 0 ,x 4    .ב .x 0  .ג .x 4  .2. א .x 0 ,x 5  .  

x. ב 0  .ג .x 5.3. א .x 3 ,x 3    .ב .x 3  .ג .x 3 .  4. א .x 0 ,

x 1    .ב .x 0  .ג .x 1 .  5. א .x 6    .ג.  אין. ב .x 6   .6. א .x 0  .

x. ג.   אין. ב 0 . 7. א .x 2 ,x 3  .ב .x 3  .ג .x 2.    8. א .x 4 ,

x 4   .ב .x 4  .ג .x 4 .   9. 1. א
2x   .1. ג.  אין. ב

2x   . 10 .m 1 .  

11 .m 1.2  .  
  

  

x. א   .12 1 ,x 1    .אין. ב  . 

x: עלייה. ג     1 1או   x 1    אוx 1  ;  

   .אין: ירידה             

;5). ד         0) ,(0;5)  .  

x. ה 1 ,y 1.  

  

  

  

x. א  .13 0 ,x 5.    

   .אין. ב

x: עלייה. ג   5 0או   x 5   אוx 0 ;  

   .אין: ירידה    

  .(0;2). ד  

x. ה   0 ,1
3y .  

  

  

x. א   .14 2 ,x 3.  

;6). ב       12) מינימום (0;0), מקסימום.  

0: עלייה. ג       x 2   2או x 3    

3או               x 6 .  

x: ירידה              6  אוx 0.  

;0). ד       x. ה.   (0 3. 

x

y

x

y

x

y
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  בעיות מסוגים שונים –ת ורציונלי ותפונקצי
      

נתונה הפונקציה   .1
2

2
x 8xy
x 8



.  

  , תחומי עלייה וירידה, נקודות קיצון, תחום הגדרה: מצא. א  

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים, דות חיתוך עם הציריםנקו     

  .סקיצה של גרף הפונקציה שרטט. ב  

yהישר , kמצא לאילו ערכים של . ג   k חותך את גרף הפונקציה:  

  .באף נקודה )3(.   בשתי נקודות) 2(.   בנקודה אחת )1(             
  

נתונה הפונקציה       .2
2

2
xy

x 4x 3

 

 .  

  , תחומי עלייה וירידה, נקודות קיצון, תחום הגדרה: מצא. א  

  .   אסימפטוטות מקבילות לצירים, נקודות חיתוך עם הצירים     

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב  

yהישר  mמצא לאילו ערכים של . ג         m חותך את גרף הפונקציה:  

  .באף נקודה) 3(.   בשתי נקודות) 2(.   בנקודה אחת )1(             

  
מצא את נקודות המינימום והמקסימום של הפונקציה . א   .3

2
4x 2y
x 2




 .  

yנתון הישר . ב         k .  

  ?בשתי נקודות שונותישר את גרף הפונקציה חותך ה kלאילו ערכים של              
    

נתונה הפונקציה   .4
2

x
f (x)

ax 3x 4


 
x- לפונקציה יש נקודת קיצון ב.  1  .  

  .aחשב את . א        

  ?מהו תחום ההגדרה של הפונקציה. ב        

  ?ך של הפונקציה עם הציריםמהן נקודות החיתו. ג        

x- מלבד ב(האם יש לפונקציה נקודות קיצון נוספות . ד         1 (?  

  ?מהן האסימפטוטות של הפונקציה המקבילות לצירים. ה        

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ו        

  .יהמצא את תחומי החיוביות ואת תחומי השליליות של הפונקצ. ז  

  

לגרף הפונקציה    .5
2

2

2x ax
f (x)

x 7x 10




 
x- יש נקודת קיצון ב   3.  

  .aמצא את . א      

  , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: חקור את הפונקציה ומצא. ב      

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים ,נקודות קיצון, תחומי עלייה וירידה             

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

  בכל אחת משתי נקודות הקיצון של הפונקציה מעבירים משיק לגרף . ד  

  . חשב את המרחק בין שני המשיקים. הפונקציה              
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נתונה הפונקציה   .6
2

1f (x)
x ax




1שבה , בנקודה על גרף הפונקציה. 
2x  ,

    

  .y- מעבירים לפונקציה משיק המאונך לציר ה  

  .aחשב את הערך של . א      

  , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: חקור את הפונקציה ומצא. ב      

  .אסימפטוטות, קיצוןנקודות , תחומי עלייה וירידה             

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

1fהאם ייתכן . נמצאת על גרף הפונקציה Aהנקודה . ד   (x ) 2 ?נמק.  
  

לפונקציה    .7
2(x A)

y
x 4



x- יש נקודות קיצון ב  5.  

  .Aמצא את כל הערכים האפשריים של . א        

  ', שקיבלת בסעיף א Aבחר בגדול מבין הערכים האפשריים של . ב        

  נקודות חיתוך עם , תחום הגדרה: ומצאהצב אותו בפונקציה              

  תחומי , נקודות קיצון, לצירים אסימפטוטות מקבילות, הצירים             

  .עליה וירידה             

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

  .שיפועי המשיקים לגרף הפונקציה הם חיוביים xמצא לאילו ערכי ) 1. (ד  

 .ם לגרף הפונקציה הם שלילייםשיפועי המשיקי xמצא לאילו ערכי ) 2(             
  

;4)הנקודה   .8 9)  היא נקודת קיצון של הפונקציה
2

ax b
y

x 9x 18




 
.  

  . bואת  aמצא את . א        

  ות אסימפטוט, נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: מצא. ב  

  .תחומי עליה וירידה, נקודות קיצון, מקבילות לצירים      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

yהוכח שהישר . ד        1  משיק לגרף הפונקציה .  
  

xהישר    .9 1  לפונקציה  הוא אסימפטוטה
2

ax 16
y

x 3x b




 
xה בנקוד.  2 

  .לפונקציה יש נקודת קיצון

  .bואת  aמצא את . א     

  אסימפטוטות , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: מצא. ב     

  .תחומי עליה וירידה, נקודות קיצון, מקבילות לצירים      

  .סקיצה של גרף הפונקציהשרטט . ג     

   דרך כל אחת משתי נקודות הקיצון של הפונקציה מעבירים ישר. ד  

  ל"ארבעת הישרים הנ. y- וישר המקביל לציר ה x- המקביל לציר ה              

  . חשב את שטח המלבן. יוצרים מלבן              
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לפונקציה      .10
2

2

ax 8x 28
f (x)

x 4

 



yיש אסימפטוטה אופקית   2.  

  .aמצא את . א        

  אסימפטוטות , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: מצא. ב        

  .תחומי עליה וירידה, נקודות קיצון, מקבילות לצירים      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

  מצא את נקודת החיתוך בין גרף הפונקציה לבין האסימפטוטה) 1. (ד  

  .האופקית של הפונקציה                  

  גרף הפונקציה נמצא מעל האסימפטוטה xמצא לאילו ערכי ) 2(             

 .האופקית שלו                  
  

שיפוע המשיק לגרף הפונקציה   .11
2

2

ax bx 1
y

x 6x 8

 


 
1בנקודה  

3(5;5 40הוא  (
9.  

  .bאת ו aמצא את . א  

  .של הפונקציה ירידההעלייה והתחומי את  מצא. ב  
     

קציה לפונ   .12
3

2

2x ax
f (x)

x 1





xיש מינימום בנקודה   2.  

  .aמצא את הערך של הפרמטר . א        

  .מצא את האסימפטוטות של הפונקציה המקבילות לצירים. ב        

  .מצא את נקודות המינימום והמקסימום של הפונקציה. ג        

fכמה פתרונות יש למשוואה . ד   (x) 7?  
  

2xנתונה הפונקציה   .13 1f (x)
x 4



.  

g(x): מקיימת g(x)הפונקציה    f (x) c  .  

yהיא  g(x)האסימפטוטה האופקית של  הפונקציה    6 .  

  .cמצא את הערך של   
  

yהישר   .14 2  הוא אסימפטוטה של הפונקציה
2

4x 15f (x) a
(x 4)

 


 .  

  .aמצא את הערך של . א      

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. ב      

  .מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה וקבע את סוגה. ג      

  .מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם הצירים. ד      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ה      

g(x)המקיימת  g(x)הפונקציה . ו   2f (x) c  . נקודת המינימום  

  .cמצא את ערך הפרמטר . (3;3.5)היא  g(x)של הפונקציה              
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נתונה הפונקציה   .15
2

2

Ax x 2
f (x)

x x 2

 


 
 .  

xבנקודה שבה      1  3שיפוע המשיק הוא
2.  

fהפונקציה  מצא את. א     (x).  

  .מצא אסימפטוטות לפונקציה המקבילות לצירים. ב    

g(x): מקיימת g(x)הפונקציה . ג   3f (x) k  . האסימפטוטה האופקית  

yהיא  g(x)של הפונקציה               5 . מצא את הערך שלk.  
    

לפונקציה   .16
2

2

x 4x m
y

x 6x 9

 


 
  יש אסימפטוטה אופקית החותכת את גרף 

  .Aהפונקציה בנקודה   

  .Aבנקודה  x- את שיעור ה mהבע באמצעות ) 1. (א  

  .mמצא את הערך של . 1הוא  Aבנקודה  x- נתון כי שיעור ה) 2(       

  .  תחומי עלייה וירידה) 3.  (נקודות קיצון) 2.  (תחום הגדרה) 1: (מצא. ב  

  .   אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5.  (נקודות חיתוך עם הצירים) 4(             

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג  

g(x): מקיימת g(x)הפונקציה . ד   2f (x) 3  .  

  ?g(x)רף הפונקציה מהי האסימפטוטה האופקית של ג             
  

נתונה הפונקציה   .17
2

2
x 4f (x)

(x 1)
 


.  

  של נקודת x- מצא את שיעור ה. לפונקציה יש אסימפטוטה אופקית. א  

  .החיתוך בין אסימפטוטה זו לגרף הפונקציה      

  .וקבע את סוגהמצא את נקודת הקיצון של הפונקציה . ב  

  .y- דרך נקודת הקיצון של הפונקציה מעבירים ישר המקביל לציר ה. ג  

 ?y- מה מרחקו של ישר זה מציר ה             
 

גרף הפונקציה   .18
2

2
x x mf (x)

x
   חותך את האסימפטוטה האופקית שלו

x - ב 2 .  

  .mמצא את . א  

  , תחומי עלייה וירידה, נקודות קיצון, מצא תחום הגדרה. ב  

  . אסימפטוטות מקבילות לצירים, נקודות חיתוך עם הצירים    

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג  

fיש למשוואה , kמצא לאילו ערכים של . ד   (x) k :  

  . אף פתרון ) 3(.   שני פתרונות) 2(.   פתרון אחד )1(              
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yהישר   .19 1  הוא אסימפטוטה של הפונקציה
2

2

ax 2x 16
f (x)

bx 8x 16

 


 
.  

x- לפונקציה יש נקודת קיצון ב   4  .  

  .bואת  aמצא את . א           

  אסימפטוטות , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: מצא. ב        

  .תחומי עליה וירידה, נקודות קיצון, מקבילות לצירים      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

0עולה או יורדת בתחום האם הפונקציה . ד   x 2 ?  

  .של נקודות הנמצאות על גרף הפונקציה x- הם שיעורי ה 2x- ו 1x. ה  

1האם ייתכן                2f (x ) f (x ) 0  ?נמק .  
  

טוטה האופקית של הפונקציה האסימפ  .20
(ax 1)(x 2)

y
(bx 1)(x 3)

 
 

  

1חותכת את אחת האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה בנקודה  2
3 3( ; ).  

  .bואת  aמצא את   
  

xהקווים   .21 2  ו -y 1  הם אסימפטוטות לפונקציה
2

1
y b

(x a)
 


.  

  .bואת  aמצא את . א  

  . תחומי עלייה וירידה) 2.  (תחום הגדרה) 1:  (מצא. ב  

  .לצירים אסימפטוטות מקבילות) 4. (נקודות חיתוך עם הצירים) 3(             

  .הוכח שלפונקציה אין נקודות קיצון. ג           

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ד  

yאין לגרף הפונקציה ולישר  kמצא עבור אילו ערכי הפרמטר . ה   k  

  . אף נקודה משותפת      
  

נתונה פונקציה    .22
2
2f (x)

ax x



  אחת האסימפטוטות של הפונקציה .

  ישר זה חותך את). ולא מתלכד איתו( y- היא ישר המקביל לציר ה  

yהישר    x 3  בנקודה ששיעור ה -y  4שלה הוא.  

  .aשל הפרמטר מצא את הערך . א  

  , תחומי עלייה וירידה, נקודות קיצון, תחום הגדרה: מצא. ב  

  .   אסימפטוטות מקבילות לצירים, נקודות חיתוך עם הצירים     

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג  

fיש למשוואה  tמצא לאלו ערכים של . ד        (x) t:  

  .פתרון אחד) 3(    .אף פתרון) 2(  . פתרונותשני ) 1(             
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נתונה הפונקציה   .23
2

x 2
f (x)

x kx





 .  

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא    0 ,x 5.  

  .kמצא את הערך של . א  

  .הוכח שהפונקציה יורדת בכל תחום הגדרתה. ב  

  מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם הצירים ואת האסימפטוטות . ג  

  .של הפונקציה המקבילות לצירים             

  ?מהם תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה. ד  

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ה  
  

הפונקציה  נתונה  .24
2

2

kx x 1
f (x)

x 4x m

 


 
.  

    

xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא  2.  

  .mמצא את הערך של . א  

  האסימפטוטה האופקית של הפונקציה חותכת את גרף הפונקציה. ב  

  .kמצא את הערך של . y- בנקודה שעל ציר ה             

2g(x): מקיימת g(x)הפונקציה . ג   (f (x)).  

  ?g(x)מהי האסימפטוטה האופקית של הפונקציה              
  

נתונה הפונקציה    .25
2

4x 8
y

x 4x 5




 
.  

  נקודות חיתוך עם , תחום הגדרה: חקור את הפונקציה ומצא. א      

  .תחומי עליה וירידה ואסימפטוטות, נקודות קיצון, הצירים             

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  ב      

fיה נמצאת על גרף הפונקצ B- ו Aהנקודות .  ג       (x) .נסמן :A 1x x,  

              B 2x x  .1: נתון 2f (x ) f (x ))  .1 (1: הוכח 20 f (x ) f (x ) 4  .  

1: הוכח) 2(                                                            24 f (x ) f (x ) 4   . 
  
  

נתונה הפונקציה   .26
2

x 2
f (x)

x


 ,וכן נתונים שלושה גרפים .  

  .אחד מהם מתאר את הפונקציה הנתונה
  

   .ג.                                      ב.                                     א  
  
  
  
  
  

    

  .נמק את תשובתך. מתארים את הפונקציהזהה את שני הגרפים שאינם   

x

y

x

y

x

y
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xנתונה הפונקציה   .27 kf (x)
x 3



 ,k 3.  

  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה. א  

fהפונקציה  kלאילו ערכים של . ב   (x)  לכל יורדתx בתחום ההגדרה?  

xישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה . ג   k  מקביל לישר המשיק  

xלגרף הפונקציה בנקודה שבה               5 . מצא את הערך שלk,  

  . בתחום ההגדרה xלכל  יורדת אם נתון כי הפונקציה             
  

נתונה הפונקציה   .28
2

2
x kf (x)
x 9




 ,(k 9).  

  של נקודת הקיצון של הפונקציה  x- מצא את שיעור ה. א  

  .של הנקודה y- את שיעור ה kוהבע באמצעות               

yישר המשיק לפונקציה בנקודה שבה . ב   2 מקביל לציר ה -x.  

  .kמצא את הערך של       

fהוכח שפונקציה . ג   (x) היא פונקציה זוגית.  
  

נתונה הפונקציה   .29
2 2
32xf (x)

(x 3)



.  

  .xהוכח שהפונקציה מוגדרת לכל ערך של . א  

fמצא את הנקודות על גרף הפונקציה שבהן . ב   '(x) 0 ,וקבע אם הן  

  .מסוג מינימום או מקסימום             

fהוכח שפונקציה . ג   (x) זוגית- היא פונקציה אי.  
  

נתונה הפונקציה   .30
2

1f (x)
1 x




.  

  .תחומי עלייה וירידה) 3.  (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. א

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5( .   נקודות חיתוך עם הצירים) 4(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב           

נתונה הפונקציה . ג  
2

1g(x)
1 x



  בלבד ' ב- ו' בהסתמך על סעיפים א. 

  מצא את נקודת הקיצון של ) g(x)כלומר מבלי לחקור את הפונקציה (            

  .קבע את סוג הקיצוןו g(x)הפונקציה             
  

2xנתונה הפונקציה   .31 5f (x)
x 4



.  

  .תחומי עלייה וירידה) 3.  (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. א

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5( .   נקודות חיתוך עם הצירים) 4(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב           

2xנקציה נתונה הפו. ג   5g(x)
x 4
 


 .  

  .g(x)בהסתמך על סעיפים קודמים שרטט סקיצה של גרף הפונקציה              
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נתונה הפונקציה   .32
2
8xf (x)

x 4



.  

  .תחומי עלייה וירידה) 3.  (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. א  

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5( .   ודות חיתוך עם הציריםנק) 4(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב           

fהיא נגזרת של הפונקציה  g(x)הפונקציה . ג   (x) , כלומרg(x) f '(x).  

2שרטט בתחום        x 2    את גרף הפונקציהg(x).  

  .בלבדת נקודת קיצון אח g(x)ל יש לפונקציה "הנח שבתחום הנ      
  

נתונה הפונקציה   .33
2

xf (x)
x x 1


 

.  

  .תחומי עלייה וירידה) 3.  (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. א

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5( .   נקודות חיתוך עם הצירים) 4(      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב           

fשרטט את הגרף של הפונקציה הנגזרת . ג   '(x)  2בתחום x 2  .  

  .צון אחת בלבדל יש לפונקציית הנגזרת נקודת קי"הנח שבתחום הנ      
  

לגרף הפונקציה    .34
2

1
f (x)

x 5x a


 
x- יש אסימפטוטה אנכית ב  2.  

  .aחשב את . א         

  , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה(חקור את הפונקציה . ב     

  ).אסימפטוטות מקבילות לצירים, לייה וירידהתחומי ע, נקודות קיצון              

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

fמצא את התחום שבו הפונקציה . ד   (x)  הנגזרתחיובית וגם f '(x) חיובית.  
 

נתונה הפונקציה   .35
2x

f (x)
3 x




.    
    

  , תחומי עלייה וירידה) 3. (נקודות קיצון) 2. (הגדרה תחום) 1: (מצא. א

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5. (נקודות חיתוך עם הצירים) 4(    

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב  

fמצא את התחום שבו הפונקציה . ג   (x)  הנגזרתשלילית וגם f '(x) שלילית.  

  

נתונה הפונקציה    .36
2

a
f (x)

x 4



 .  

xהמשיק לגרף הפונקציה בנקודה , שיפוע הישר 4  , 1הוא.  

  .aמצא את . א         

  , ודות קיצוןנק, נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: מצא. ב         

  .אסימפטוטות מקבילות לצירים, תחומי עלייה וירידה             

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג         

fהפונקציה  xמצא לאילו ערכי . ד   (x)  והנגזרתשלילית f '(x) חיובית.  
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הפונקציה  נתונה  .37
2

6x
f (x)

x 1



.  

  , תחומי עלייה וירידה) 3. (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. א

  . אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5(, נקודות חיתוך עם הצירים) 4(    

fהוכח שהפונקציה . ב (x) זוגית- היא פונקציה אי.  

  .רף הפונקציהשרטט סקיצה של ג. ג

fהפונקציה . ד   (x)  של הפונקציה  נגזרתהיאg(x) , כלומרg '(x) f (x) .  

  יש נקודת  g(x)של הנקודה שבה לפונקציה  x- מצא את שיעור ה) 1(    

  .    קיצון וקבע את סוגה         

  .g(x)מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה) 2(      

  

  

גרף הפונקציה    .38
2

4x a
y

x 2





חותך את הצירים בשתי נקודות שהמרחק ביניהן  

1הוא   
2 5.  

a (aר מצא את ערך הפרמט. א         0).  

  אסימפטוטות , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: מצא. ב  

  .תחומי עליה וירידה, נקודות קיצון, מקבילות לצירים      

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג     

fהפונקציה הנתונה . ד   (x) נגזרת של פונקציה אחרת  היאg(x),  

gכלומר               '(x) f (x).  

  .יש קיצון g(x)של הנקודה שבה לפונקציה  x- מצא את שיעור ה) 1(             

  . g(x)ה והירידה של הפונקציה מצא את תחומי העליי) 2(             
  

נתונה הפונקציה   .39
2

2

x x m
f (x)

x x k

 


 
 .  

    

;0)- ו (0;1)שתיים מנקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים הן    1).  

  .m- ו kמצא את הפרמטרים . א  

  , תחומי עלייה וירידה) 3. (נקודות קיצון) 2. (תחום הגדרה) 1: (מצא. ב

  . אסימפטוטות מקבילות לצירים) 5. (נקודת חיתוך עם הצירים) 4(    

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ג

fהפונקציה . ד   (x)  קציה של הפונ נגזרתהיאg(x),  כלומרg '(x) f (x)) .  

  שבהן שיפוע  g(x)של  של הנקודות על הגרף x- מצא את שיעורי ה              

  . 1.25הוא  g(x)המשיק לגרף הפונקציה               
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  הבעה באמצעות פרמטרים –ת ורציונלי ותחקירת פונקצי
  

נתונה הפונקציה   .40
2xf (x)

x a



 (a 0) . הבע באמצעותa:  

  .את תחום ההגדרה של הפונקציה. א

  .הפונקציה את נקודות הקיצון של. ב

  .את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. ג
  

נתונה הפונקציה     .41
2x mx 1y

x
 .  

  .m- של נקודות הקיצון של הפונקציה אינו תלוי ב x- שיעור ה: הוכח. א      

  . ל"את נקודות הקיצון הנ mהבע על ידי . ב      
  
  

נתונה הפונקציה   .42
2

1y
x 2kx




 ,k 0 . הבע באמצעותk  את שיעורי

  .נקודת הקיצון של הפונקציה וקבע את סוג הקיצון

  

נתונה הפונקציה    .43
2 2

mx
y

x m



 (m 0).  

  .את נקודות הקיצון של הפונקציה mהבע באמצעות       

  

נתונה הפונקציה    .44
2

x
y

x b



  (b 0).  

  .יהאת תחום הגדרה של הפונקצ bהבע על ידי . א     

  .לפונקציה אין נקודות קיצון: הוכח. ב     

  .הראה שהפונקציה יורדת בכל תחום ההגדרה שלה. ג     
  

נתונה הפונקציה    .45
2 2

x
y

x 2x b


 
  (b 1) .  

  . את נקודות הקיצון של הפונקציה bהבע באמצעות . א  

1אם ערך הפונקציה בנקודת המקסימום שלה הוא  bאת מצא . ב  
8.  

  
  

1yנתונה הפונקציה    .46 x
x m

 


 )m פרמטר.(  

  שעבורם מתאפסת הנגזרת , xאת שני ערכי  mהבע באמצעות . א        

1- כך ש 2x- וב 1x- סמן אותם ב. של הפונקציה      2x x.  

1- אם ידוע ש, m חשב את. ב         2x 2x.  
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תונה הפונקציה נ  .47
2

x m
f (x)

x


 ,m 0.  

fאת שיעורי הנקודה על הגרף שבה  mהבע באמצעות . א   '(x) 0.  

yנקודת הקיצון של הפונקציה נמצאת על הישר אם  mמצא את . ב   2x          .  
  

נתונה הפונקציה    .48
2xy

x a



 (a 0).  

  נקודות חיתוך , תחום הגדרה: חקור את הפונקציה ומצא. א       

  , נקודות קיצון, אסימפטוטות מקבילות לצירים, עם הצירים       

  ).aבמידת הצורך הבע באמצעות (תחומי עליה וירידה       

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב       
  

נתונה הפונקציה    .49
2
1(a 0) y

x a
 


.  

  , נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה: חקור את הפונקציה ומצא. א     

  , קיצון נקודות, אסימפטוטות מקבילות לצירים              

  ).aבמידת הצורך הבע באמצעות (תחומי עליה וירידה       

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב     
  

נתונה הפונקציה    .50
2(x a)

(a 0) y
x a
 


.  

  . הצירים נקודות חיתוך עם) 2. (תחום הגדרה) a)  :1הבע באמצעות . א     

  . נקודות קיצון) 4. (אסימפטוטות מקבילות לצירים) 3(              

  . תחומי עלייה וירידה) 5(       

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב     
  

נתונה הפונקציה    .51
2

2

(x a)
(a 0) y

x 5

 


.  

  . נקודות חיתוך עם הצירים) 2. (תחום הגדרה) a)  :1הבע באמצעות . א     

  . נקודות קיצון) 4. (אסימפטוטות מקבילות לצירים) 3(              

  . תחומי עלייה וירידה) 5(       

  .שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. ב     

  

xנתונה הפונקציה   .52 af (x)
x b



  a 0) ,b 0 ,(a b . המשיקים לגרף  

  .הפונקציה בנקודות החיתוך שלה עם הצירים מקבילים זה לזה  

a: הוכח. א   2b.  

aהצב . ב   2b ומצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים  

  ).bות במידת הצורך הבע באמצע(     

aכאשר הוכח ש. ג   2b הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתה .  
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נתונה הפונקציה   .53
2

2 2
ax 4f (x) 2
x b

 


  a 0) ,(b 0 .   

fאת האסימפטוטות של הפונקציה  b- ו aבטא בעזרת . א   (x).  

  .את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה b- ו aבטא בעזרת . ב  
f: מתקיים bעבור אילו ערכים של . ג   (0) 0?  

f: נתון. ד   (0) 0 .תאר סקיצה של גרף הפונקציה.  
  

נתונה הפונקציה    .54
2
4x 8y

x 4x a


 
.  

aעבור : הוכח       4 יש לפונקציה שתי נקודות קיצון.  
  

נתונה הפונקציה   .55
2axy

x 1



 (a 0) .  

yמצא את הנקודות שעבורן . א   ' 0 )הבע באמצעות , במידת הצורךa.(  

aאם : הוכח. ב   0  היא נקודת מקסימום (0;0)אז הנקודה.  

aאם : חהוכ. ג   0  היא נקודת מינימום (0;0)אז הנקודה.  
  

  : תשובות

   .xכל : תחום הגדרה. א  .1

) ,מקסימום (2;4): נקודות קיצון              2; 1)  מינימום.  

2: עלייה       x 4  ,ירידה :x 4  אוx 2 .  

), (0;0): נקודות חיתוך       8;0) .  

y: אסימפטוטות       1.  

k )1(. ג   1  אוk 2  אוk 1 .  

    )2( 1 k 2   ,k 1.  

      )3( k 2  אוk 1 .  
  

x: תחום הגדרה. א  .2 1 ,x 3.  

   .מינימום (3;1.5) ,מקסימום (0;0): נקודות קיצון  

x :עלייה   3  1.5או x 3   אוx 0.  

1: ירידה   x 1.5  0 או x 1 .  

  . (0;0): נקודות חיתוך  

x: אסימפטוטות   3 ,x 1 ,y 1  .  

m)1(  .ג   0  אוm 3  אוm 1 .  

              )2( m 3  אוm 0 ,m 1 .   (3) 0 m 3 .  
  

). א  .3 1; 2)  2. ב    .מקסימום (1;2), מינימום k 1   ,k 0.  

x

y

x

y
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x

y

  .  (0;0).ג.  xכל . ב.  4.א   .4

  .  מקסימום (0.2;1).ד

y.ה 0.   
x: חיוביות. ז 0 ;שליליות :x 0.  

  

x: תחום הגדרה. ב.  6. א  .5 2 ,x 5.  

), (0;0): נקודות חיתוך   3;0).  

2: עלייה   x 3  1 או x 2  .  

x: ירידה   5  3או x 5   אוx 1 .  

  (3; 18) 2, מקסימום( 1; )9  מינימום.  

x: תאסימפטוטו   2 ,x 5 ,y 2.  7. ד
917.  

  
  

x: תחום הגדרה. ב.  1. א  .6 0 ,x 1.  

x: עלייה  .אין: נקודות חיתוך   1  1או
2 x 1   ;  

1 :ירידה 
20 x   אוx 0. 1(   .מינימום 2(4;

x: אסימפטוטות   0 ,x 1 ,y 0.  

  .לא. ד  
         

x: תחום הגדרה. ב.  5או  3. א   .7 4.  

;0):  נקודות חיתוך          2.25) ,(3;0)  .  

x:  אסימפטוטות   4.   

  , מינימום (4;5): נקודות קיצון  

x: עלייה. מקסימום (0;3)   5  אוx 3;    

4 :ירידה           x 5   3או x 4 . 

x) 1( .ד   5  אוx 3 ;)2 (4 x 5   3או x 4  . 
  

a. א   .8 9 ,b 18   .  

x: תחום הגדרה. ב  3 ,x 6.  

;0): נקודות חיתוך       1),(2;0).  

x:  אסימפטוטות         3 ,x 6,y 0.  

;4): נקודות קיצון             9) מוםמקסי ,  

     (0; 1) 3: עלייה. מינימום x 4   0או x 3 .  

x: ירידה             6  4או x 6   אוx 0.  

y

x

x

y

x

y

x

y
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a. א  .9 2  ,b 4 .תחום הגדרה. ב :x 4 ,x 1 .  

;0): נקודות חיתוך   4) ,(8;0).  

x: אסימפטוטות   1  ,x 4 ,y 0.  

;2): נקודות קיצון   2) מקסימום ,  

        (14; 0.08) מינימום.  

x: עלייה   14  1או x 2   או x 1  .  

4:  ירידה   x 14  2 או x 4 .   23.04. ד .  
  

x:תחום הגדרה. ב. 2. א   .10 2 ,x 2 .  

),(0;2.243), (7;0): נקודות חיתוך          6.243;0).   

x: אסימפטוטות   2 ,x 2  ,y 2.  

  ,מקסימום (3;4): נקודות קיצון         

2: עלייה .מינימום (6;1)          x 4    

1 או   x 2 . ירידה :x 4 או  

  2 x 1   או x 2  .  

x) 2.  ((2;2.5)) 1. (ד   2.5  2או x 2  .  
  

a. א  .  11 1 ,b 2   .  

2: עלייה. ב x 2.5   1או x 2 . ירידה :x 4  2.5או x 4   אוx 1.  
  

x. ב. 1.6. א    .12 1 ,x 1   .מינימום (6.4;2). ג,( 2; 6.4)  מקסימום .  

  .שלושה. ד  
  

13  .4.  
  

x. ב.    2. א  .14 4.  

;3.5). ג   2) מינימום.  

1. ד  
16(0;1 ) ,(3.71;0) ,(2.29;0)   .  

  . 7. ו
  

. א .  15
2

2
f (x) x x 2

x x 2


 
 

y. ב.    1 ,x 1  ,x 2   .2. ג.  
  
  

9)  1( .א   .16 m
10
 . )2 (19  .ב) .1 (x 3  .  

              )2(3
8( 5; ) 5: עלייה) 3(   .מינימום x 3    ,  

xירידה               3   אוx 5 .  

        )4( 1
9(0;2 ))   .5 (x 3 ,y 1.  

y. ד   5.  

x

y

x

y

x

y

x

y
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4. ב.  2.5. א . 17
3(4; ) 4. ג.   מינימום .  

  

m. א  .18 2   .תחום הגדרה. ב :x 0.  

)1: נקודות קיצון   4;1 )8 מקסימום.  

x: עלייה   0  אוx 4  ,4: ירידה x 0  .  

), (0;2): נקודות חיתוך   1;0).  

x: אסימפטוטות   0 ,y 1.  

k )1(. ד   1  1אוk 18  .)2( 1k 18 ,k 1  .)3( 1k 18.  
  

a. א   .19 1 ,b 1    .תחום הגדרה. ב: x 4.  

  . (1;0): נקודות חיתוך  

x:  אסימפטוטות   4,y 1.  

):  נקודות קיצון   4;0.375) מינימום.  

4: עלייה          x 4   ,  

x: דהירי          4  אוx 4   .  

  .לא. ה. עולה. ד     
   

20.   a 2 ,b 3.  
  

a. א  .21 2  ,b 1 .  

x)1.  (ב 2 . )2 (עלייה :x 2  ,ירידה :x 2 .  

       )3 ((0;0.75) ,( 1;0) ,( 3;0).  

       )4 (x 2  ,y 1.  

k. ה   1. 
  

x: תחום הגדרה. ב.  1. א  .22 0 ,x 1.  

)1: נקודות קיצון   ; 8)2  מקסימום.  

10: עלייה   x 2  או x 0; ירידה :x 1   

1 או  
2 x 1 . אין: נקודות חיתוך.  

x: אסימפטוטות   0 ,x 1 ,y 0.  

t) 1( .ד   0  אוt 8   .)2( 8 t 0   . )3 ( t 8 .  
 

  .5. א  .23

  .(0;2): נקודות חיתוך. ג  

x:  אסימפטוטות       0 ,x 5 ,y 0.  

x: חיוביות. ד   5  0או x 2  .  

2: שליליות              x 5   אוx 0 .  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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1. ב.  4. א.   24
1. ג.  4

16y .   
 

  .xכל : תחום הגדרה. א  .25

;0): נקודות חיתוך   1.6) ,(2;0).  

  , מקסימום (2;3): נקודות קיצון  

  (1; 2) 1: עלייה. מינימום x 3 ;  

x: ירידה    3  אוx 1.  

y: אסימפטוטות   0.  
  

x. א  .27    .'וגרף ב' גרף א. א     .26 3   .ב .k 3  .1. ג  .  
  

x .א .   28 0 ,ky
9

.  מקסימום (2;1). ב .29   . 18. ב  ,( 1; 2)  מינימום .  
  

x) 1(. א  .30 1 ,x 1  .         ב.  

          .מינימום (1;0)) 2(     

x: עלייה )3(            1 0 או x 1  ;  

1: ירידה                      x 0   x או  1 .  

           )4 ((0;1)   .)5 (x 1  ,x 1 ,y 0.  

;0). ג   1) מקסימום.  
  

x)1(. א  .31 4.            ב.  

   .אין) 2(       

x:ירידה, אין: עלייה) 3(        4  אוx 4.  

       )4 ((0; 1.25) ,( 2.5;0).  

       )5 (x 4 ,y 2.  
  

  . ג  
  

  

  
  

  

  .ב             .xכל ) 1. (א  .32

       )2 (( 2;2) 2), מקסימום; 2) מינימום.  

x: עלייה) 3(        2  אוx 2 ,  

2: ירידה             x 2  .  

      )4 ((0;0))   .5 (y 0.  
  .ג  

  

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x2 2
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x

y

1, מקסימום 2((1;1)(.   xכל ) 1(. א  . 33
3( 1; ) ב.   מינימום.  

1: עלייה) 3(      x 1  ,  

x: ירידה                     1  אוx 1    .  

     )4 ((0; 0).  )5( y 0.  
         

  .ג  

  
  

x: תחום הגדרה. ב.   6. א  .34 2 ,x 3.  

;0)1: נקודות חיתוך   )6.    

;2.5): נקודות קיצון   4) מקסימום.  

2: עלייה   x 2.5   אוx 2;  

x: ירידה   3 2.5 או  x 3 .  

x: אסימפטוטות   2 ,x 3 ,y 0.  ד .x 2 .  
  

x)1. (א  .35 3.            

           )2 ((0; ;6), מינימום (0 12) מקסימום.  

3: עלייה) 3(            x 6  0 או x 3 ;   

x: ירידה                     6  אוx 0.  

          )4 ((0; 0))  .5 (x 3  .ג .x 6  .  
   

  .18.א   .36

x:  תחום הגדרה. ב         2 ,x 2 .  

;0):נקודות חיתוך               4.5),  

;0):נקודות קיצון               4.5) מקסימום.  

2:עלייה               x 0   x או  2 ;  

x :ירידה               2  0או x 2 .  

x:אסימפטוטות               2,x 2  ,y 0.  

2. ד   x 0   .  
  

), מקסימום 2 ((1;3)( .xכל ) 1. (א   .37 1; 3)  מינימום.  

1: עלייה) 3(              x 1  ,  

x: ירידה                    1  אוx 1 .  

            )4 ((0; 0))   .5 (y 0.  

x) 1. (ד   0 מינימום  .  

x: עלייה) 2(               0 ;ירידה :x 0 . 
 

x

y

x

y

x

y

x

y

x

1 1
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  .xכל : תחום הגדרה. ב.  2. א   .38

;0): נקודות חיתוך          1),1
2( ;0) .  

y: אסימפטוטות   0.  

  , מקסימום (1;2): נקודות קיצון         

  ( 1; 2)  1: עלייה  .מינימום x 2   ,  

x: ירידה   2  אוx 1 .    

1) 1. (ד  
1: עלייה) 2.   (2

2x  ;1: ירידה
2x .  

  

k. א  .39 2 ,m 2 .  כל  )1. (בx.  

       )2 ((0; 1) 2, מינימום
7(4;1   .מקסימום (

0: עלייה) 3(        x 4 ,  

x: ירידה             4  אוx 0.  

      )4 ((0; 1) ,(1;0) ,( 2;0).  )5(y 1.  

  . 6או  3.ד  
  

x. א  .   40 a  .מקסימום (0;0). ב ,(2a;4a) מינימום.  

x: עלייה. ג 2a  אוx 0 ;ירידה: a x 2a  0 או x a  .  
  

2;1). ב     .41 m) מינימום ,( 1; 2 m)   מקסימום .  

  
42.  

2
1(k; )
k

 1   .43   .מקסימום
2(m; 1, מקסימום (

2( m; )  מינימום .  
  

x. א   .44 b .   45.   1. א(b; )
2b 2

)1, מקסימום  b; )
2b 2



  .3. ב.  מינימום 

  

1x. א    .46 1 m  ,2x 1 m     .3. ב.    47.  1. א
4m(2m; 1. ב.  (

1או  4
4. 

  
 

x: תחום הגדרה. א  .48 a . (0;0): נקודות חיתוך .  

x: אסימפטוטות a .  

  , מינימום (0;0): נקודות קיצון  

  ( 2a; 4a)  מקסימום.  

x: עלייה   0  אוx 2a ;  

a: ירידה   x 0   2aאו   x a   .  
  

  

  

  

x

y

x

y

x

y
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x: תחום הגדרה. א  .49 a .  

;0)1: נקודות חיתוך   )
a

.  

x: ימפטוטותאס   a ,x a  ,y 0.  

;0)1: נקודות קיצון   )
a

 מקסימום.  

a: עלייה   x 0    אוx a .  

x: ירידה   a 0 או x a .               
  

x) 1. (א  .50 a.            

           )2 ((0; a) ,( a;0).  

           )3 (x a   .  

           )4 (( a;0) מקסימום ,  

                   (3a;8a) מינימום  .  

x: עלייה) 5(       3a  אוx a .  

a: ירידה            x 3a  או a x a  .  
  

            .xכל ) 1. (א  .51 

           )2  (
2a(0; )

5
 ,(a;0).  

           )3 (y 1 .  

           )4 ((a;0) מינימום ,  

                  
25 a 5;

a 5
  
 

  .מקסימום 

x: עלייה) 5(       a  5או
ax  .  

5: ירידה       
a x a  .  

  

 . (0;2), (2b;0). ב .   52
  

x. א  .  53 b ,x b  ,y a 2 .     

b: עלייה. ב x 0    אוx b .  

x:ירידה     b 0 או x b   .  

0. ג b 2  2 או b 0  .  
  
  

  .   (4a;2), (0;0). א  .  55
  

  

x

y

y

x

x

y

x

y
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